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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïîâåðõíîñòíûõ ìåð íà òðàåêòîðèÿõ
â ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ïîðîæäàåìûõ äèôôóçèîííûìè ïðîöåññàìè.
Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòíîé ìåðû íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìåðû Ëåáåãà íà ïîâåðõíîñòè â Rn: ïî ìåðå µ íà
áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X ñòðîèòñÿ ìåðà µS, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà
äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S â X.
Â äèññåðòàöèè äëÿ êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M è åãî

ðèìàíîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ L ñòðîÿòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ìåðû íà ìíîæåñòâå
C([0, t], L) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [0, t], ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â L,
ðàññìàòðèâàåìîì êàê ïîäìíîãîîáðàçèå àíàëîãè÷íîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ C([0, t],M), ñîñòîÿùåãî èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
[0, t], ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â M . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà
C([0, t],M) îïðåäåëåíû áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû, ïîðîæäåííûå
äèôôóçèîííûìè ïðîöåññàìè â ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M , è ïîêàçàíî,
÷òî ïîâåðõíîñòíûå ìåðû íà C([0, t], L) ýêâèâàëåíòíû ìåðàì, ïîðîæäàåìûì
äèôôóçèîííûìè ïðîöåññàìè â L, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàññìàòðèâàåìûì
äèôôóçèîííûì ïðîöåññàì â M .
Â äèññåðòàöèè ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïîâåðõíîñòíûõ ìåð,

ðàçðàáîòàííûé â ñåðèè ðàáîò Î.Ã. Ñìîëÿíîâà è Õ. ôîí Âàéöçåêêåðà ñ
èõ ñîòðóäíèêàìè1,2,3, îñíîâàííûé íà âëîæåíèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ â
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî èëè äðóãîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå.
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ìåòîäà Ñìîëÿíîâà-

Âàéöçåêêåðà ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ìåð îò ìåòîäîâ, ðàíåå ðàçâèòûõ
â ðàáîòàõ À.Â. Ñêîðîõîäà4, À.Â. Óãëàíîâà5, X. Ýðî è Ï. Ìàëëÿâýíà6,
Â.È. Áîãà÷åâà è Î.Ã.Ñìîëÿíîâà7. è äð. Äåëî â òîì, ÷òî íàçâàííûå
àâòîðû ðàññìàòðèâàëè ëèøü ïîäìíîãîîáðàçèå êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè, è
èõ òåõíèêà, îñíîâàííàÿ íà òåîðèè ãëàäêèõ ìåð, ñîâåðøåííî íå ïðèìåíèìà

1Ñìîëÿíîâ Î.Ã. Ãëàäêèå ìåðû íà ãðóïïàõ ïåòåëü. ÄÀÍ. � 1995 � 345, �4 �455-458
2Smolyanov Î.G., Weizs�acker H. v, Wittich O. Brownian motion on a manifold as limit of stepwise conditioned standard

Brownian motions. Can. Math. Soc. Conference Proceedings. � 2000. � 29. � 589-602
3Sidorova N. A., Smolyanov O.G., Weizsaecker H. v., Wittich O., The surface limit of Brownian motion in tubular neighborhoods

of an embedded Riemannian manifold, Journal of Functional Analysis, �2004 �206 �391-413.
4Ñêîðîõîä À.Â. Èíòåãðèðîâàíèå â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòàíñòâàõ. Íàóêà, Ìîñêâà � 1974
5Óãëàíîâ À.Â. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ìàòåì. ñáîðíèê. � 1979. � 110, �2 �189-217
6Airault H., Malliavin P. Int�egration g�eom�etrique sur l'espace de Wiener. Bull.Sci.Math. �1998. � 2, �112 � 3-52
7Áîãà÷åâ Â.È., Ñìîëÿíîâ Î.Ã. Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

� 1990. � 45, �3 �3-83
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â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ñèòóàöèè.
Èññëåäîâàíèå ìåð íà íåëèíåéíûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è èõ

ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç öåíòðàëüíûõ íàïðàâëåíèé áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà.
Âñå ñêàçàííîå è îïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Öåëü ðàáîòû

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ïîâåðõíîñòíûõ ìåð íà òðàåêòîðèÿõ
â ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ïîðîæäàåìûõ íåâèíåðîâñêèìè äèôôóçèîííûìè
ïðîöåññàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå èç íèõ
çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:
1) Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

ïîäìíîãîîáðàçèå åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîñòðîåíû ïîâåðõíîñòíûå ìåðû,
ïîðîæäåííûå äèôôóçèîííûìè ïðîöåññàìè â îáúåìëþùåì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñ íååäèíè÷íûì êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåé
ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû òðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà
ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ìåð.
2) Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

ïîäìíîãîîáðàçèå åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîêàçàíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ
ìåðà (ïîðîæäàåìàÿ äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì ñ íååäèíè÷íûì
êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì), ïîëó÷åííàÿ îãðàíè÷åíèåì ìåðû ïðîöåññà
íà òðóá÷àòóþ ε-îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ è óñòðåìëåíèåì ε ê íóëþ,
ýêâèâàëåíòíà ïðåäåëüíîé ìåðå ïðîöåññà, â êàæäîé òî÷êå ðàçáèåíèÿ
ïîñåùàþùåãî ìíîãîîáðàçèå, ïðè óñòðåìëåíèè ê íóëþ äèàìåòðà ðàçáèåíèÿ.
Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå êîððåëÿöèîííîãî îïåðàòîðà, íå êðàòíîãî
åäèíè÷íîìó, ïîâåðõíîñòíûå ìåðû, ïîñòðîåííûå äâóìÿ óïîìÿíóòûìè
ñïîñîáàìè, îêàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïîâåðõíîñòíîé ìåðå, ïîðîæäàåìîé
äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì ñ òåì æå íååäèíè÷íûì êîððåëÿöèîííûì
îïåðàòîðîì, íî ñ îòðàæåíèåì îò òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ.
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Â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî êîððåëÿöèîííîãî îïåðàòîðà (òàê æå, êàê è êðàòíîãî
åäèíè÷íîìó), êàê áûëî èçâåñòíî ðàíåå, âñå òðè ìåðû ýêâèâàëåíòíû.
3) Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

ïîäìíîãîîáðàçèå êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòðîåíû
ïîâåðõíîñòíûå ìåðû, ïîðîæäåííûå íåâèíåðîâñêèìè äèôôóçèîííûìè
ïðîöåññàìè â îáúåìëþùåì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè. Ïðè ýòîì ïîñòðîåíèè
ïîâåðõíîñòíûõ ìåð ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå äèôôóçèîííîãî
ïðîöåññà â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå ïðè óñëîâèè, ÷òî â òî÷êàõ
ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [0, t] îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âî âëîæåííîì ðèìàíîâîì
ïîäìíîãîîáðàçèè, à çàòåì äèàìåòð ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
4) Ïðè ïîñòðîåíèè ïîâåðõíîñòíûõ ìåð, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâíîå

ðàñïðåäåëåíèå äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå ïðè
óñëîâèè, ÷òî â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [0, t] îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
âî âëîæåííîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè, à çàòåì äèàìåòð ðàçáèåíèÿ
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîëó÷åíû ÿâíûå ïëîòíîñòè Ðàäîíà-Íèêîäèìà ïðåäåëüíûõ
ïîâåðõíîñòíûõ ìåð îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ
íà ìíîãîîáðàçèè, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ìíîãîîáðàçèÿ è ïàðàìåòðû äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà â îáúåìëþùåì
ïðîñòðàíñòâå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû áåñêîíå÷íîìåðíîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî
àíàëèçà è ðÿä ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé íà ìíîãîîáðàçèè ñ ïîìîùüþ ïðåäåëîâ
êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ è ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì.
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Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ïîä
ðóêîâîäñòâîì ä.ô-ì.í., ïðîôåññîðà Ñìîëÿíîâà Î.Ã. è ä.ô-ì.í., ïðîôåññîðà
Øàâãóëèäçå Å.Ò. "Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà"â
2004-2008 ãã.
Òàêæå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, ïðîøëè àïðîáàöèþ íà

ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:
1) XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

è ñìåæíûå âîïðîñû", ïîñâÿùåííàÿ 106-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
È.Ã.Ïåòðîâñêîãî, Ìîñêâà, 2007
2) XXVII Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìîñêâà, 2005.
3) XXVIII Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìîñêâà, 2006.
4) XXIX Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìîñêâà, 2007.
5) XXX Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìîñêâà, 2008.

Ïîääåðæêà

Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 06-01-00761-à.

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â òðåõ ðàáîòàõ àâòîðà: [1,2,3]. Ðàáîò,
íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ãëàâ è ââåäåíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè
ñîñòàâëÿåò 77 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 67 íàèìåíîâàíèé.

4



Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè (ãëàâà 1) ïðîâîäèòñÿ îáçîð ðàáîò ïî òåìå äèññåðòàöèè.
Ìåðû íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ áåñêîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ

(à èìåííî ìåðû íà íåëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé èëè ïðîñòðàíñòâàõ
ïåòåëü) èçó÷àëèñü Èîñèäîé, Àëüáåâåðèî, Äðàéâåðîì, Ìàëëÿâýíîì, îäíàêî
êîíñòðóêöèè ïåðå÷èñëåííûõ àâòîðîâ îïèðàëèñü íà òåîðåìó Êîëìîãîðîâà, à
íå íà ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòíîé ìåðû (òî åñòü íà ñóæåíèå ìåðû â îáúåìëþùåì
ïðîñòðàíñòâå íà ïîâåðõíîñòü).
Ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ìåð â ñëó÷àå, êîãäà

ìíîãîîáðàçèå îáëàäàåò áåñêîíå÷íûìè ðàçìåðíîñòüþ è êîðàçìåðíîñòüþ,
áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå Î.Ã. Ñìîëÿíîâà1: â ýòîé ðàáîòå â êà÷åñòâå
áåñêîíå÷íîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàññìàòðèâàëîñü ïðîñòðàíñòâî
îòîáðàæåíèé îòðåçêà èëè îêðóæíîñòè â êîìïàêòíóþ ãðóïïó Ëè, à â
êà÷åñòâå ìåðû â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå - ìåðà Âèíåðà íà ïðîñòðàíñòâå
ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö. Â äàëüíåéøåì, ðåçóëüòàò
ýòîé ðàáîòû áûë ðàñïðîñòðàíåí â ðàáîòàõ2,3,8,9 íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî
ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ìåð íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé

ñî çíà÷åíèåì â êîìïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèåì, ïðåäëîæåííûé
Î. Ã. Ñìîëÿíîâûì, Õ. ôîí Âàéöçåêêåðîì è Î. Âèòòèõîì, ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ïóñòü M èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíî â Rn (ïî òåîðåìå Íýøà).
Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ π îòðåçêà [0, t]: 0 = t0 < t1 · · · < tN =
t ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ â Rn ñ íååäèíè÷íûì êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì ïðè óñëîâèè,
÷òî â ìîìåíòû ti îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ãëàäêîì êîìïàêòíîì
ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M , à çàòåì äèàìåòð ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ. Â ðàáîòàõ2,8 äîêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ
ìåð è ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëó÷åííûõ ìåð ìåðå Âèíåðà íà M , ïðè÷åì
íàéäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè Ðàäîíà-Íèêîäèìà, âûðàæàþùèåñÿ
÷åðåç ñêàëÿðíóþ è âåêòîðíóþ êðèâèçíó ìíîãîîáðàçèÿ, äëÿ ξ ∈ C([0, t],M) ñ

8Smolyanov Î.G., Weizs�acker H. v, Wittich O. Cherno�'s Theorem and Discrete Time Approximations of Brownian Motion on
Manifolds. � 2005. � http : //arxiv/org/PS_cache/math/pdf/0409/0409155.pdf

9Sidorova N.A. The Smolyanov surface measure on trajectories in a Riemannian manifold. In�nite Dimensional Analysis,
Quantum Probability and Related Topics. �2004. � 7, �3 �461-471
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ξ(0) = x:

dS1

dWx
(ξ) =

e

t∫
0

D(ξ(τ))dτ

∫
C([0,t],M)

e

t∫
0

D(ζ(τ))dτ
Wx(dζ)

, (1)

ãäå

D(y) = −1

4
Scal(y) +

|τ |2(M,g)→(Rn,δ)

8
(y), (2)

Scal(y)- ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìíîãîîáðàçèÿ â ò. y ∈ M , |τ |2(M,g)→(Rn,δ)(y)-
êâàäðàò íîðìû ïîëÿ òðåíèÿ τ ïðè èçîìåòðè÷åñêîì âëîæåíèè ι : (M, g) →
(Rn, δ) (|τ |2(M,g)→(Rn,δ)(y) = d × κ(y), ãäå κ(y)- âåêòîðíàÿ êðèâèçíà
ìíîãîîáðàçèÿ â ò. y ∈M).
Â ðàáîòàõ3,9 îïèñûâàåòñÿ äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ìåð.

Â äàííûõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìèðîâàííîå îãðàíè÷åíèå Wε ìåðû
ñòàíäàðòíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ Rn íà ïðîñòðàíñòâå Cx0

([0, t],Rn)
ïóòåé â Rn) íà ìíîæåñòâî ïóòåé, íå ïîêèäàþùèõ òðóá÷àòóþ ε-îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ M âïëîòü äî t. Òîãäà ñåìåéñòâî Wε ñëàáî ñõîäèòñÿ ê
ïîâåðõíîñòíîé ìåðå S2, êîòîðàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû
Âèíåðà Wx íà Cx0

([0, t],M), ñîîòâåòñòâóþùåé áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ íà
ìíîãîîáðàçèè, ïðè÷åì ïëîòíîñòü Ðàäîíà- Íèêîäèìà ñîâïàäàåò ñ (1).
Â ðàáîòå10 ïðèâåäåíî òðåòüå åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîé

ìåðû. Â óêàçàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëîñü áðîóíîâñêîå äâèæåíèå â Rn

ñ îòðàæåíèåì îò ãðàíèöû òðóá÷àòîé ε-îêðåñòíîñòè ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M áåç êðàÿ ðàçìåðíîñòè d, èçîìåòðè÷åñêè
âëîæåííîãî â Rn. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà ïðè
ñòðåìëåíèè ε ê 0 ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ ìåðîé Âèíåðà íà ìíîãîîáðàçèè.
Â ðàáîòå8 áûëè ïîëó÷åíû ïîâåðõíîñòíûå ìåðû, ïîðîæäàåìûå áðîóíîâñêèì

äâèæåíèåì â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå, â ñëó÷àå, åñëè ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå L âëîæåíî íå â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à â ïðîèçâîëüíîå
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M .

10Ñèäîðîâà Í.À. Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå âî âëîæåííîì ìíîãîîáðàçèè êàê ïðåäåë áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé ñ îòðàæåíèåì â
åãî òðóá÷àòûõ îêðåñòíîñòÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêèå Çàìåòêè. � 2003. �73, �6 �947-950
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Â ãëàâå 2 ðåçóëüòàòû ðàáîò2,8 ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî
ìåðû Âèíåðà íà C([0, t],Rn) (îíà îïèñûâàåò ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå
äâèæåíèå â Rn) áåðóòñÿ ìåðû äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáúåìëþùåì
ïðîñòðàíñòâå ñ íååäèíè÷íûìè êîððåëÿöèîííûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ êàæäîãî
ðàçáèåíèÿ π îòðåçêà [0, t]: 0 = t0 < t1 · · · < tN = t ðàññìàòðèâàåòñÿ
óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà â Rn ñ íååäèíè÷íûì
êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíòû ti îí ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ â ãëàäêîì êîìïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèèM (èçîìåòðè÷åñêè
âëîæåííîì â Rn), à çàòåì äèàìåòð ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â
ýòîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ ìåð
è ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëó÷åííûõ ìåð ìåðå íåêîòîðîãî äèôôóçèîííîãî
ïðîöåññà íà M , ïðè÷åì íàéäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè Ðàäîíà-
Íèêîäèìà, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç òåíçîðíîå ïîëå äèôôóçèè è ãåîìåòðè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîîáðàçèÿ.
Ïóñòü (M, g)- êîìïàêòíîå çàìêíóòîå ãëàäêîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå

ðàçìåðíîñòè d c ìåòðèêîé g, b(x) - ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå
ñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0,2) (ïîëå b(x) çàäàåò äðóãóþ
ðèìàíîâó ìåòðèêó íà ìíîãîîáðàçèè M , îòëè÷íóþ îò g, à ïîëå b−1(x)
òèïà (2,0) çàäàåò òåíçîðíîå ïîëå äèôôóçèè), ∇g

i , ∇b
i - êîâàðèàíòíûå

ïðîèçâîäíûå âäîëü áàçèñíîãî âåêòîðà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà,
çàäàâàåìûå ðèìàíîâîé ñâÿçàííîñòüþ ìíîãîîáðàçèé (M, g) è (M, b)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò áóäåì
îáîçíà÷àòü

√
g =

√
det gij (ñîîòâåòñòâåííî,

√
b =

√
det bij).

Ïóñòü ι : M → Rn - èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M â Rn äëÿ
íåêîòîðîãî n, V - îêðåñòíîñòü íóëÿ â Rd è ψy : V → U - îòîáðàæåíèå,
çàäàþùåå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè U òî÷êè y, ψy(0) = y.
Îáîçíà÷èì ι◦ψy(x) = (i1(x), i2(x), . . . in(x)). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ïîëàãàòü ι(y) = 0.
Ïóñòü òàêæå

{
i
jk

}
è Γi

jk - ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà ìíîãîîáðàçèé
(M, g) è (M, b) ñîîòâåòñòâåííî, Si

jk =
{

i
jk

}
− Γi

jk - òåíçîð ðàçíèöû ñèìâîëîâ
Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà.
Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî Ýéíøòåéíà ñóììèðîâàíèÿ èíäåêñîâ.
Ïóñòü d2

(M,b)(x, y) - êâàäðàò äëèíû ìèíèìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé íà M ,
ñîåäèíÿþùåé òî÷êè x è y, îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè b. Îáîçíà÷èì pR : R ×
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M ×M → R:

pR(t, x, z) =
1

√
2πt

d
exp(−

d2
(M,b)(x, z)

2t
). (3)

Ïóñòü òàêæå p(t, x, z)- ïëîòíîñòü ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà â Rn ñ êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì A−1:

p(t, x, z) =

√
|A|

√
2πt

n exp(−aij(x
i − zi)(xj − zj)

2t
). (4)

Ïðè ïîñòðîåíèè âíåøíåé ïîâåðõíîñòíîé ìåðû áóäåì ïîëàãàòü

blm(ι, y) =
∂iα

∂xl
(0)

∂iβ

∂xm
(0)aαβ (5)

(îãðàíè÷åíèå òåíçîðà aαβ íà TyM), ïðè ïîñòðîåíèè âíóòðåííåé
ïîâåðõíîñòíîé ìåðû ìîæíî â êà÷åñòâå b áðàòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîå ñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0,2).
Ïóñòü åùå ∆(M,b) - îïåðàòîð Áåëüòðàìè - Ëàïëàñà ìíîãîîáðàçèÿ (M, b),

Scal(M,b) - ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìíîãîîáðàçèÿ (M, b), |τ |2(M,b)→(Rn,a) - êâàäðàò
íîðìû îòíîñèòåëüíî aαβ ïîëÿ òðåíèÿ τ ïðè îòîáðàæåíèè ι : (M, b) → (Rn, a),
êîìïîíåíòû êîòîðîãî çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

τα = bkj ∂2iα

∂xk∂xj
− bkjΓl

kj

∂iα

∂xl
(6)

Òåîðåìà 1. 1) Ïóñòü 0 = t0 < t1 . . . tN = t - ðàçáèåíèå π îòðåçêà [0, t], d(π)
- äèàìåòð ðàçáèåíèÿ. Äëÿ êàæäîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà
C([0, t],M) îïðåäåëèì èçìåðèìóþ ôóíêöèþ

fx
π (z1, z2, . . . , zN) = f(ϕx,z1,z2,...,zN

π )

ãäå ϕx,z1,z2,...,zN
π ∈ C([0, t],M), ϕx,z1,z2,...,zN

π (tj) = zj (çäåñü z0 = x), è åñëè
s ∈ (tj, tj+1), òî ϕx,z1,z2,...,zN

π (s) = γ(s), ãäå γ - ôóíêöèÿ íà [tj, tj+1],
òàêàÿ ÷òî γ([tj, tj+1]) - êàêàÿ-ëèáî ìèíèìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γzj ,zj+1,tj ,tj+1

,
ñîåäèíÿþùàÿ zj è zj+1, è ||γ′(s)|| = 1 äëÿ s ∈ (tj, tj+1).
Äëÿ ëþáîãî x ∈ M ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ηx,S

M

íà C([0, t],M), ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà
C([0, t],M) èìååì:∫

C([0,t],M)

f(ξ)ηx,S
M (dξ) = lim

d(π)→0
c−1
N (x, t)

∫
M×···×M

fx
π (z1, z2, . . . , zN)×
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×p(t1, x, z1)p(t2 − t1, z1, z2) . . . p(tN − tN−1, zN−1, zN)dz1dz2 . . . dzN

ãäå

cN(x, t) =

∫
M×···×M

p(t1, x, z1)p(t2 − t1, z1, z2)× . . .

· · · × p(tN − tN−1, zN−1, zN)dz1dz2 . . . dzN

è dzi- îáîçíà÷åíèå ìåðû îáúåìà íà ìíîãîîáðàçèè (M, g).
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà νx,S

M , îïðåäåëÿåìàÿ
àíàëîãè÷íî ìåðå ηx,S

M çàìåíîé p íà pR.
2) Ïóñòü äëÿ y ∈M

D1(y) = −1

6
Scal(M,b)(y) +

1

2
bij∇b

i(S
k
kj)(y) +

1

2
bijSk

kiS
l
lj(y). (7)

Ìåðà νx,S
M àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ Px ïðîöåññà

íà ìíîãîîáðàçèè M ñ ãåíåðàòîðîì B è íà÷àëîì â òî÷êå x ∈M , ãäå

B =
1

2
(−∆(M,b) + 2bijSk

kj∇b
i), (8)

ïðè÷åì äëÿ ξ ∈ C([0, t],M) ñ ξ(0) = x ïëîòíîñòü Ðàäîíà-Íèêîäèìà
çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

dνx,S
M

dPx
(ξ) =

e

t∫
0

D1(ξ(τ))dτ

∫
C([0,t],M)

e

t∫
0

D1(ζ(τ))dτ
Px(dζ)

. (9)

3) Ïóñòü äëÿ y ∈M

D2(y) = −1

4
Scal(M,b)(y) +

1

2
bij∇b

i(S
k
kj)(y)+

+
1

2
bijSk

kiS
l
lj(y) +

|τ |2(M,b)→(Rn,a)

8
(y). (10)

Ìåðà ηx,S
M àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ Px ïðîöåññà

íà ìíîãîîáðàçèè M ñ ãåíåðàòîðîì B è íà÷àëîì â òî÷êå x ∈ M , ïðè÷åì
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äëÿ ξ ∈ C([0, t],M) ñ ξ(0) = x ïëîòíîñòü Ðàäîíà-Íèêîäèìà çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

dηx,S
M

dPx
(ξ) =

e

t∫
0

D2(ξ(τ))dτ

∫
C([0,t],M)

e

t∫
0

D2(ζ(τ))dτ
Px(dζ)

. (11)

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ìåðû ηx,S
M êîððåëÿöèîííûé îïåðàòîð

âçÿòü åäèíè÷íûì, òî ìåðà ηx,S
M ñîâïàäåò ñ ââåäåííîé â2,8 âíåøíåé

ïîâåðõíîñòíîé ìåðîé. Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ìåðû νx,S
M âçÿòü b = g, òî

ìåðà νx,S
M ñîâïàäåò ñ ââåäåííîé â2,8 âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòíîé ìåðîé.

Â îòëè÷èå îò 2,8 ìû âûíóæäåíû ðàññìàòðèâàòü äâà òåíçîðíûõ ïîëÿ:
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ìíîãîîáðàçèÿ g è òåíçîðíîå ïîëå b, ÿâëÿþùèåñÿ
îãðàíè÷åíèåì òåíçîðíîãî ïîëÿ äèôôóçèè â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå
(ò.å. íååäèíè÷íîãî ïîñòîÿííîãî êîððåëÿöèîííîãî îïåðàòîðà) íà ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå.
Ïîñëåäíåå ïîëå çàâèñèò îò êîððåëÿöèîííîãî îïåðàòîðà, è ýòà çàâèñèìîñòü

íå ïðîïàäàåò ïðè ëþáîé çàìåíå ìåòðèêè â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.
Â ðåçóëüòàòå, â ôîðìóëå ïëîòíîñòè Ðàäîíà-Íèêîäèìà ïîÿâëÿþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, çàâèñÿùèå îò òåíçîðà ðàçíèöû ñèìâîëîâ
Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïèñàííûì âûøå òåíçîðíûì
ïîëÿì.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôóçèîííûé ïðîöåññ ñ íååäèíè÷íûì
êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì a ñ îòðàæåíèåì îò ñòåíîê òðóá÷àòîé ε-
îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ. Â ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ
ìåðà ïðè ñòðåìëåíèè ε ê 0 ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ ìåðîé íåêîòîðîãî
ïðîöåññà íà ìíîãîîáðàçèè.

Ïóñòü Mε =

{
x ∈ Rn : sup

y∈M
ρ(x, y) ≤ ε

}
- òðóá÷àòàÿ ε-îêðåñòíîñòü ãëàäêîãî

êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M , ãäå ρ- îáû÷íàÿ ìåòðèêà â Rn.
Ïóñòü òàêæå π : Mε → M - åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèå.

Ñèìâîëàìè TxM è NxM îáîçíà÷èì êàñàòåëüíîå è îðòîãîíàëüíîå
ïðîñòðàíñòâà ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå x ∈ M . Cèìâîëîì {ei} áóäåì
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îáîçíà÷àòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn, òàêîé ÷òî ïåðâûå d âåêòîðîâ
ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â Tx0

M .
Äëÿ êàæäîãî x ∈ M ïóñòü Px : Rn → TxM è Qx : Rn → NxM -

îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû. Äàëåå äëÿ x ∈M è v ∈ TxM îïðåäåëèì

Γx(v) = dQx(v)Px + dPx(v)Qx ∈ gl(n) (12)

Ïóñòü òàêæå pr1 : Rn → Rd è pr2 : Rn → Rn−d - ëèíåéíûå îïåðàòîðû,
îòîáðàæàþùèå êàæäûé âåêòîð èç Rn â ïåðâûå åãî d è ïîñëåäíèå n − d

êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì (rε

t ) äèôôóçèîííûé ïðîöåññ â Rn c íååäèíè÷íûì ïîñòîÿííûì
ñèììåòðè÷íûì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì a

(â êîîðäèíàòàõ {ei}) ñ îòðàæåíèåì îò ∂Mε; h- îïåðàòîð èç Rn â Rn, òàêîé
÷òî a = hhT ; (bt) - n-ìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ íà÷àëîì â
òî÷êå x0.
Ïóñòü ut - ìàòðèöà ñòîõàñòè÷åñêîãî ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñà

âäîëü M -çíà÷íîãî ñåìèìàðòèíãàëà wt, çàäàâàåìàÿ ñòîõàñòè÷åñêèì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ñòðàòîíîâè÷à

δut + Γwt
(δwt)ut = 0 (13)

ñ u0 = I ∈ gl(n).
Äàëåå ïóñòü ys+d = fs(y1, .., yd) ïðè s ≤ n − d - ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ìíîãîîáðàçèÿM â íåêîòîðûõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ {utei} îêðåñòíîñòè
òî÷êè π(x), ãäå x ∈ Mε.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì c(x) òåíçîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè, çàäàâàåìîå

ñîîòíîøåíèåì c(x) = PxaP
T
x äëÿ x ∈ M . Â êîîðäèíàòàõ {utei} èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî äëÿ i, j ≤ d:
cij = a′ij, (14)

ãäå a′ = uT
t aut, òî åñòü c � âåðõíèé áëîê ìàòðèöû îïåðàòîðà a â êîîðäèíàòàõ

{utei}.
Îáîçíà÷èì Px0

ε ìåðó íà Cx0
([0, t],Rn), ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîöåññó rε

t ,
è ñèìâîëîì Px0

M ìåðó íà Cx0
([0, t],M), ñîîòâåòñòâóþùóþ äèôôóçèîííîìó

ïðîöåññó xt íà M ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0 ∈ M , çàäàâàåìîìó â êîîðäèíàòàõ
{utei} ãåíåðàòîðîì

D3v(0) =
1

2
cij

∂2v

∂xixj
(0) +

d∑
i,j=1

n∑
k=d+1

∂ijf
k(0)a′kj ∂v

∂xi
(0) (15)
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äëÿ v ∈ C2
x0

(M,R1).

Òåîðåìà 2. Ñåìåéñòâî ìåð Px0
ε ñëàáî ñõîäèòñÿ ê Px0

M ïðè ε→ 0.

Â ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìèðîâàííîå îãðàíè÷åíèå Pε ìåðû
äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà dwt = hdbt (ãäå hhT = a) íà ïðîñòðàíñòâå
Cx0

([0, t],Rn) ïóòåé â Rn) íà ìíîæåñòâî ïóòåé, íå ïîêèäàþùèõ òðóá÷àòóþ ε-
îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿM âïëîòü äî t. Òîãäà ñåìåéñòâî Pε ïðè ε→ 0 ñëàáî
ñõîäèòñÿ ê ìåðå S1, êîòîðàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Px íà
Cx0

([0, t],M), ñîîòâåòñòâóþùåé äèôôóçèîííîìó ïðîöåññó íà ìíîãîîáðàçèè ñ
ãåíåðàòîðîì

Bf(y) =
1

2
(−∆(M,b) + qi(y)∇i)f(y), (16)

è íà÷àëîì â òî÷êå x0, ãäå qi(y)∇i - âåêòîðíîå ïîëå ñíîñà íà ìíîãîîáðàçèè, à
b(x) òàêîå æå, êàê è â ôîðìóëå 5 ãëàâû 2, ïðè÷åì ïëîòíîñòü Ðàäîíà-Íèêîäèìà
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîðíîå ïîëå äèôôóçèè, ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ìíîãîîáðàçèÿ è åãî âëîæåíèÿ.
Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì îò äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå4 ñóùåñòâîâàíèÿ

ïîâåðõíîñòíîé ìåðû, ïîðîæäåííîé ñòàíäàðòíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì â
Rn, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîåêöèÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà ìíîãîîáðàçèå
îêàçûâàåòñÿ çàâèñèìîé îò ïðîåêöèè íà íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê
ìíîãîîáðàçèþ â òî÷êå, â ðåçóëüòàòå ïðè ε → 0 ðàñïðåäåëåíèå óñëîâíîãî
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (ïðè óñëîâèè, ÷òî îí íå ïîêèäàåò òðóá÷àòóþ ε-
îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ M âïëîòü äî t) ñòðåìèòñÿ (ñëàáî) íå ê
ðàñïðåäåëåíèþ ïðîåêöèè ïðîöåññà íà ìíîãîîáðàçèå, à ê ðàñïðåäåëåíèþ
ïðîöåññà, ïîðîæäåííîãî (16), ìåðà êîòîðîãî îðòîãîíàëüíà ìåðå ïðîåêöèè
èñõîäíîãî ïðîöåññà íà ìíîãîîáðàçèå.
Â ýòîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà S1 ýêâèâàëåíòíà ìåðå

νx,S
M , ïîëó÷åííîé â ãëàâå 2. Ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êàê è â ñëó÷àå ñî
ñòàíäàðòíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, ïîâåðõíîñòíûå ìåðû, ïîðîæäåííûå
óêàçàííûìè äâóìÿ ñïîñîáàìè (ðàçëè÷àþùèìèñÿ ïî ñóòè ðàçíûì ïîðÿäêîì
âçÿòèÿ ïðåäåëîâ ìåð), ñîâïàäàþò (â äèññåðòàöèè äàííîå óòâåðæäåíèå
âûäâèãàåòñÿ òîëüêî â êà÷åñòâå ãèïîòåçû).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ÷åòâåðòîé

ãëàâû äèññåðòàöèè.

12



Òåîðåìà 3. Ïóñòü Pε - íîðìèðîâàííîå îãðàíè÷åíèå ìåðû äèôôóçèîííîãî
ïðîöåññà dwt = hdbt íà ïðîñòðàíñòâå Cx0

([0, t],Rn) ïóòåé â Rn

íà ìíîæåñòâî ïóòåé, íå ïîêèäàþùèõ òðóá÷àòóþ ε-îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ M âïëîòü äî t. Òîãäà ñåìåéñòâî Pε ñëàáî ñõîäèòñÿ ê
ìåðå S1, íàçûâàåìîé ïîâåðõíîñòíîé ìåðîé, êîòîðàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
îòíîñèòåëüíî ìåðû Px íà Cx0

([0, t],M), ñîîòâåòñòâóþùåé äèôôóçèîííîìó
ïðîöåññó íà ìíîãîîáðàçèè ñ ãåíåðàòîðîì

Bf(y) =
1

2
(−∆(M,b) + qi(y)∇i)f(y), (17)

è íà÷àëîì â òî÷êå x0, ãäå q
i(y)∇i - âåêòîðíîå ïîëå ñíîñà íà ìíîãîîáðàçèè,

ïðè÷åì ïëîòíîñòü Ðàäîíà-Íèêîäèìà è ñíîñ äèôôóçèè qi(y)∇i çàâèñÿò îò
òåíçîðíîãî ïîëÿ äèôôóçèè â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå, ãåîìåòðè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ìíîãîîáðàçèÿ è åãî âëîæåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Èç Òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà S1,
ïîðîæäàåìàÿ äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì ñ íååäèíè÷íûì êîððåëÿöèîííûì
îïåðàòîðîì, ýêâèâàëåíòíà ïîâåðõíîñòíîé ìåðå νx,S

M (ïî òåîðåìå
Ãèðñàíîâà).

Ñëåäñòâèå 2. Ïîâåðõíîñòíûå ìåðû S1 è ν
x,S
M , ïîðîæäàåìûå äèôôóçèîííûì

ïðîöåññîì ñ íååäèíè÷íûì êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì, îðòîãîíàëüíû
ïîâåðõíîñòíîé ìåðå, ïîðîæäàåìîé äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì ñ òåì
æå íååäèíè÷íûì êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì, íî ñ îòðàæåíèåì îò
òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, â ñëó÷àå, åñëè a 6= λI.

Â ãëàâå 5 ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ïîâåðõíîñòíûõ ìåð èññëåäóåòñÿ ñâÿçü ìåæäó
äèôôóçèîííûìè ïðîöåññàìè â êîìïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè áåç
êðàÿM è åãî ðèìàíîâîì ïîäìíîãîîáðàçèè áåç êðàÿ L, ãëàäêî âëîæåííîì âM .
Èìåííî, ñòðîÿòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ìåðû íà ìíîæåñòâå C([0, t], L) íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé íà [0, t], ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â L, ðàññìàòðèâàåìîì êàê
ïîäìíîãîîáðàçèå àíàëîãè÷íîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ C([0, t],M),
ñîñòîÿùåãî èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [0, t], ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â M .
Â ãëàâå 5 ðåçóëüòàò ðàáîòû8 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî

ìåðû Âèíåðà íà C([0, t], (M, g)) (îíà îïèñûâàåò ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå
äâèæåíèå â (M, g)) áåðóòñÿ ìåðû äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáúåìëþùåì
ïðîñòðàíñòâå ñ òåíçîðíûì ïîëåì äèôôóçèè, îòëè÷íûì îò g. Äëÿ êàæäîãî
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ðàçáèåíèÿ π îòðåçêà [0, t]: 0 = t0 < t1 · · · < tN = t ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâíîå
ðàñïðåäåëåíèå äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà â M , ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíòû
ti îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â êîìïàêòíîì ðèìàíîâîì ïîäìíîãîîáðàçèè L

(èçîìåòðè÷åñêè âëîæåííîì â M), à çàòåì äèàìåòð ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ. Â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîé ïîâåðõíîñòíîé
ìåðû è ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëó÷åííîé ìåðû ìåðå íåêîòîðîãî äèôôóçèîííîãî
ïðîöåññà íà L, ïðè÷åì íàéäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü Ðàäîíà-
Íèêîäèìà, âûðàæàþùàÿñÿ ÷åðåç òåíçîðíîå ïîëå äèôôóçèè è ãåîìåòðè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîîáðàçèÿ.
Ïóñòü (M, gM)- êîìïàêòíîå çàìêíóòîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå

ðàçìåðíîñòè m c ìåòðèêîé gM , bM(x) - ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå
ñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0,2) (ïîëå bM(x) çàäàåò äðóãóþ
ðèìàíîâó ìåòðèêó íà ìíîãîîáðàçèè M , îòëè÷íóþ îò gM , à ïîëå (bM)−1(x)
òèïà (2,0) çàäàåò òåíçîðíîå ïîëå äèôôóçèè), pM

A (t, x, y) - ïëîòíîñòü
ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà ìíîãîîáðàçèè M c
ãåíåðàòîðîì A = −1

2∆(M,bM ), ãäå −∆(M,bM ) - îïåðàòîð Áåëüòðàìè-Ëàïëàñà íà
M , çàäàâàåìûé ìåòðèêîé bM .
Ïóñòü (L, gL) - ðèìàíîâî çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå (M, gM) ðàçìåðíîñòè

l, ãëàäêî âëîæåííîå â (M, gM), ι : L → M - èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå, V -
îêðåñòíîñòü íóëÿ â Rd è ψy : V → U - îòîáðàæåíèå, çàäàþùåå íîðìàëüíûå
êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè U òî÷êè y, ψy(0) = y. Îáîçíà÷èì ι ◦ ψy(x) =
(i1(x), i2(x), . . . in(x)).
Èç èçîìåòðè÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî

gL
lm(y) =

∂iα

∂xl
(0)

∂iβ

∂xm
(0)gM

αβ(i(y)). (18)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç bL îãðàíè÷åíèå òåíçîðíîãî ïîëÿ bM íà ìíîãîîáðàçèå L,
çàäàâàåìîå âëîæåíèåì ι:

bLlm(y) =
∂iα

∂xl
(0)

∂iβ

∂xm
(0)bMαβ(i(y)). (19)

Ïóñòü
{

i
jk

}
è Γi

jk - ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà ìíîãîîáðàçèé (L, gL)

è (L, bL) ñîîòâåòñòâåííî, Si
jk =

{
i
jk

}
− Γi

jk - òåíçîð ðàçíèöû ñèìâîëîâ
Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà, ∇b

i - êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü áàçèñíîãî
âåêòîðà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TxL â òî÷êå x, çàäàâàåìàÿ ðèìàíîâîé
ñâÿçàííîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ (L, bL) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ôèêñèðîâàííîì
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íàáîðå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò áóäåì îáîçíà÷àòü
√
gL =

√
det gL

ij

(ñîîòâåòñòâåííî,
√
bL =

√
det bLij).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ∆(L,bL) - îïåðàòîð Áåëüòðàìè - Ëàïëàñà ìíîãîîáðàçèÿ
(L, bL), Scal(L,bL), Scal(M,bM ) - ñêàëÿðíûå êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèé (L, bL) è
(M, bM) ñîîòâåòñòâåííî, |τ |2(L,bL)→(M,bM ) - êâàäðàò íîðìû îòíîñèòåëüíî bM

ïîëÿ òðåíèÿ τ ïðè îòîáðàæåíèè ι : (L, bL) → (M, bM).
Ïóñòü òàêæå

R(M,bM )/(L,bL)(x) =
l∑

i,j=1

〈R(M,bM )(ei, ej)ej, ei〉(x) (20)

è

Ric(M,bM )/(L,bL)(x) =
l∑

i=1

〈ei, Ric
(M,bM )ei〉(x) (21)

- ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòè÷íûå ñëåäû òåíçîðà êðèâèçíû è òåíçîðà Ðè÷÷è
ìíîãîîáðàçèÿ (M, bM) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà {ei}l

i=1 ïðîñòðàíñòâà ι∗Tx(L, b
L).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 5 çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

Òåîðåìà 4. 1) Ïóñòü 0 = t0 < t1 . . . tN = t - ðàçáèåíèå π îòðåçêà [0, t], d(π)
- äèàìåòð ðàçáèåíèÿ. Äëÿ êàæäîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà
C([0, t], L) îïðåäåëèì èçìåðèìóþ ôóíêöèþ

fx
π (z1, z2, . . . , zN) = f(ϕx,z1,z2,...,zN

π )

ãäå ϕx,z1,z2,...,zN
π ∈ C([0, t], L) îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê â Òåîðåìå 1.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ L ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ηx
L íà

C([0, t], L), ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà
C([0, t], L) èìååì:∫

C([0,t],L)

f(ξ)ηx
L(dξ) = lim

d(π)→0
c−1
N (x, t)

∫
L×···×L

fx
π (z1, z2, . . . , zN)×

×pM
A (t1, x, z1)p

M
A (t2 − t1, z1, z2) . . . p

M
A (tN − tN−1, zN−1, zN)dz1dz2 . . . dzN (22)
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ãäå

cN(x, t) =

∫
L×···×L

pM
A (t1, x, z1)p

M
A (t2 − t1, z1, z2)× . . .

· · · × pM
A (tN − tN−1, zN−1, zN)dz1dz2 . . . dzN (23)

è dzi- îáîçíà÷åíèå ìåðû îáúåìà íà ìíîãîîáðàçèè (L, gL).
2) Ïóñòü äëÿ y ∈ L

D(y) = −1

4
Scal(L,bL)(y) +

1

2
(bL)ij∇b

i(S
k
kj)(y) +

1

2
(bL)ijSk

kiS
l
lj(y)+

+
1

8
|τ |2(L,bL)→(M,bM )(y) +

1

12
(R(M,bM )/(L,bL)(y) +Ric(M,bM )/(L,bL)(y) + Scal(M,bM )(y)).

(24)

Ìåðà ηx
L àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ Px ïðîöåññà

íà ìíîãîîáðàçèè L ñ ãåíåðàòîðîì B è íà÷àëîì â òî÷êå x ∈ L, ãäå

B =
1

2
(−∆(L,bL) + 2(bL)ijSk

kj∇b
i), (25)

ïðè÷åì äëÿ ξ ∈ C([0, t], L) ñ ξ(0) = x ïëîòíîñòü Ðàäîíà-Íèêîäèìà çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

dηx
L

dPx
(ξ) =

e

t∫
0

D(ξ(τ))dτ

∫
C([0,t],L)

e

t∫
0

D(ζ(τ))dτ
Px(dζ)

. (26)

Çàìå÷àíèå 2. Èññëåäóåì ñâÿçü ïîëó÷åííîé â ãëàâå 5 ïîâåðõíîñòíîé ìåðû
ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå ïîâåðõíîñòíûìè ìåðàìè Ñìîëÿíîâà-Âàéöçåêêåðà.
Ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíî äâå ïîâåðõíîñòíûå ìåðû: ïîâåðõíîñòíóþ
ìåðó νx,b

L íà òðàåêòîðèÿõ â ìíîãîîáðàçèè (L, bL), ïîðîæäåííóþ
äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå M c ãåíåðàòîðîì
A, è ïîâåðõíîñòíóþ ìåðó µx,g

L íà òðàåêòîðèÿõ â ìíîãîîáðàçèè (L, gL),
ïîðîæäåííóþ äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå M c
ãåíåðàòîðîì −1

2∆(M,gM ).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàëû îò ôóíêöèé ïî ïåðå÷èñëåííûì ìåðàì,

âûðàæåííûå ÷åðåç ïðåäåëû êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ (22), îòëè÷àþòñÿ
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äðóã îò äðóãà:
1) äëÿ ìåð ηx

L è νx,b
L - ðàçëè÷íûìè ìåðàìè îáúåìà dzi (çàäàâàåìûå ðàçíûìè

ìåòðèêàìè), ïðè ýòîì ïîäûíòåãðàëüíûå ÿäðà áóäóò îäíèìè è òåìè æå;
2) äëÿ ìåð ηx

L è µx,g
L - ðàçëè÷íûìè ïîäûíòåãðàëüíûìè ÿäðàìè (ïåðåõîäíûìè

âåðîÿòíîñòÿìè ðàçëè÷íûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ), à èíòåãðèðîâàíèå
ïðîèñõîäèò ïî îäíèì è òåì æå ìåðàì.
Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû8, ìåðà νx,b

L ýêâèâàëåíòíà ìåðå
äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà L ñ ãåíåðàòîðîì −1

2∆(L,bL), ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ
Ðàäîíà-Íèêîäèìà èìååò ôîðìó (26) ñ ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì â
ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû

D(y) = −1

4
Scal(L,bL)(y) +

1

8
|τ |2(L,bL)→(M,bM )(y) +

1

12
(R(M,bM )/(L,bL)(y)+

+Ric(M,bM )/(L,bL)(y) + Scal(M,bM )(y)). (27)

Àíàëîãè÷íî, ìåðà µx,g
L ýêâèâàëåíòíà ìåðå äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà L ñ

ãåíåðàòîðîì −1
2∆(L,gL), ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà-Íèêîäèìà èìååò ôîðìó

(26) ñ ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû

D(y) = −1

4
Scal(L,gL)(y) +

1

8
|τ |2(L,gL)→(M,gM )(y) +

1

12
(R(M,gM )/(L,gL)(y)+

+Ric(M,gM )/(L,gL)(y) + Scal(M,gM )(y)). (28)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãèðñàíîâà ìåðû ïðîöåññîâ ñ ãåíåðàòîðàìè −1
2∆(L,bL) è

1
2(−∆(L,bL)+2(bL)ijSk

kj∇b
i) ýêâèâàëåíòíû (ñ ïëîòíîñòüþ, íå ðàâíîé åäèíèöå),

à ñëåäîâàòåëüíî, òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ è ïîâåðõíîñòíûå ìåðû ηx
L è νx,b

L .
Â òî æå âðåìÿ, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ìåðû ηx

L è µx,g
L îðòîãîíàëüíû,

ïîñêîëüêó îðòîãîíàëüíû ìåðû ïðîöåññîâ ñ ãåíåðàòîðàìè 1
2(−∆(L,bL) +

2(bL)ijSk
kj∇b

i) è −1
2∆(L,gL).

Ïîëüçóÿñü ïðåäîñòàâëåííîé âîçìîæíîñòüþ, ÿ õî÷ó âûðàçèòü ÷óâñòâî
ãëóáîêîé ïðèçíàòåëüíîñòè ìîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Îëåãó
Ãåîðãèåâè÷ó Ñìîëÿíîâó çà ïîñòîÿííûå ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ìîåé ðàáîòå.
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