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1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû
Çàäà÷à àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè è, â ÷àñòíîñòè, ïðî-
âåðêè ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ ïðèçíàêîâ
÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ. Êëàññè÷åñêèé êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè Ïèðñîíà1, îáû÷íî èñïîëüçóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, îá-
ëàäàåò òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî îí êðàéíå íåíàäåæåí ïðè íàëè÷èè â äàííûõ
ãðóáûõ îøèáîê è ïðè èíûõ îòêëîíåíèÿõ ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ îò
íîðìàëüíîãî. Àëüòåðíàòèâíûìè ìåðàìè âçàèìîçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ ñëó-
æàò íåïàðàìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèé, ïîñòðîåííûå ïðè ïîìî-
ùè ðàíãîâ è çíàêîâ. Ýòî � ïîïóëÿðíûå ðàíãîâûå êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà2,
Êåíäýëëà3, êâàäðàíòíàÿ êîððåëÿöèÿ4,5 è ïðî÷. Äàííàÿ òåìàòèêà õîðîøî îñâå-
ùåíà, íàïðèìåð, â êíèãàõ Ãàåêà, Øèäàêà6 è Êåíäýëëà7.

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè � ýòî êîìïëåêñ ìåòîäîâ ñòàòèñòè-
÷åñêîé îáðàáîòêè äàííûõ, íå òðåáóþùèõ çíàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà ãå-
íåðàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîòåðÿ èíôîðìàöèè, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïåðåõîäå
îò òî÷íûõ çíà÷åíèé íàáëþäåíèé ê èõ ïîðÿäêîâûì íîìåðàì (ðàíãàì) èëè çíà-
êàì, êîìïåíñèðóåòñÿ øèðîêîé ïðèìåíèìîñòüþ ìåòîäîâ è èõ óñòîé÷èâîñòüþ
ïî îòíîøåíèþ ê ðàçëè÷íîãî ðîäà ¾âûáðîñàì¿, íåòî÷íîñòÿì ìîäåëåé è ò.ä.
Ïîñêîëüêó ðàíãîâûå ìåòîäû áàçèðóþòñÿ íà óïîðÿäî÷åíèè íàáëþäåíèé, îíè
èñïîëüçóþòñÿ, òàê æå êàê è çíàêîâûå ìåòîäû, òîëüêî äëÿ âåùåñòâåííûõ äàí-
íûõ. Äëÿ ìíîãîìåðíûõ äàííûõ, êîãäà ðåçóëüòàòîì íàáëþäåíèÿ íàä êàæäûì
îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî ÷èñåë (âåêòîð), ê ñîæàëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò
åñòåñòâåííîãî ñïîñîáà óïîðÿäî÷åíèÿ è ñðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó îïûòû ìíîãîìåð-
íîãî îáîáùåíèÿ ðàíãîâûõ è çíàêîâûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèé àêòóàëüíû
è îïðàâäàíû.

Èíòåðåñ ê ðàçâèòèþ ìåòîäîâ ìíîãîìåðíîãî íåïàðàìåòðè÷åñêîãî êîððå-
ëÿöèîííîãî àíàëèçà íàáëþäàåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé
âïëîòü äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè. Ïðåäïðèíèìàþò ìíîãî ïîïûòîê ïîëó÷èòü
àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû â äàííîé îáëàñòè. Ïåðå÷èñëèì ëèøü íåêîòîðûå èç
íèõ â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå. Ïîêîîðäèíàòíîå ðàíæèðîâàíèå ïðè ïîñòðî-

1K. Pearson. �Mathematical Contributions to the Theory of Evolution: III. Regression, Heredity, and
Panmixia�. � Philosophical Transactions of the Royal Society of London, Series A, Vol. 187, pp. 253-318, 1896.

2C. Spearman. �The Proof and Measurement of Association Between Two Things�. � Amer. J. Psychology,
Vol. 15, pp. 72-101, 1904.

3M.G. Kendall. �A New Measure of Rank Correlation�. � Biometrika, Vol. 30, pp. 81-93, 1938.
4F. Mosteller. �On Some Useful `Ine�cient' Statistics�. � Ann. Math. Statist., Vol. 17, pp. 377-408, 1946.
5N. Blomqvist. �On a Measure of Dependence Between Two Random Variables�. � Ann. Math. Statist.,

Vol. 21, pp. 593-600, 1950.
6ß. Ãàåê, Ç. Øèäàê. Òåîðèÿ ðàíãîâûõ êðèòåðèåâ. � Ì.: �Íàóêà�, 1971.
7Ì. Êåíäýë. Ðàíãîâûå êîððåëÿöèè. � Ì.: �Ñòàòèñòèêà�, 1975.
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åíèè ìíîãîìåðíîãî íåïàðàìåòðè÷åñêîãî êðèòåðèÿ íåçàâèñèìîñòè ïðèìåíèëè
Puri è Sen8, íî èõ òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó àôôèííîé
èíâàðèàíòíîñòè è, êàê ñëåäñòâèå, åå ýôôåêòèâíîñòü çàâèñèò îò êîâàðèàöèîí-
íîé ñòðóêòóðû íàáëþäåíèé. Óêàçàííàÿ ñòàòèñòèêà ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå
ôóíêöèé ìåòîê ñëóæèò îáîáùåíèåì êâàäðàíòíîé è ñïèðìåíîâñêîé êîððåëÿ-
öèé. Ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîãî-
ìåðíûìè íàáëþäåíèÿìè � ò.å. îòíîñèòåëüíîãî êîëè÷åñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé,
ïîðîæäåííûõ âåêòîðçíà÷íûìè äàííûìè, è ðàçäåëÿþùèõ ýòè äâà íàáëþäåíèÿ
� Gieser è Randles9 ïðåäëîæèëè ìíîãîìåðíûé âàðèàíò çíàêîâîãî êâàäðàíò-
íîãî òåñòà. Õîòÿ ïîëó÷åííûé êðèòåðèé àôôèííî èíâàðèàíòåí è àñèìïòîòè-
÷åñêè ñâîáîäåí îò ðàñïðåäåëåíèÿ, îí âåñüìà íåóäîáåí ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷-
êè çðåíèÿ. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîñòðàíñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ çíàêà,
áîëåå ïðàêòè÷åñêóþ ìíîãîìåðíóþ âåðñèþ êâàäðàíòíîãî òåñòà íåäàâíî ïðåä-
ñòàâèëè Taskinen, Kankainen, Oja10. Ïîäîáíûì îáðàçîì ìíîãîìåðíûå âåðñèè
êðèòåðèåâ íåçàâèñèìîñòè Ñïèðìåíà è Êåíäýëëà îïðåäåëèëè Taskinen, Oja,
Randles11. Îáùèì íåäîñòàòêîì óïîìÿíóòûõ ðàáîò9-11 ìîæíî íàçâàòü òðåáîâà-
íèå ýëëèïòè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèé ìíîãîìåðíûõ ïðèçíàêîâ. Èíûå ïîäõîäû ê
ðåøåíèþ îïèñàííîé çàäà÷è ïðåäëàãàëè, ñðåäè ïðî÷åãî, Ïèòåðáàðã, Òþðèí12,
M�ott�onen, Koshevoy, Oja, Tyurin13 è Schmid, Schmidt14.

Áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ â ëèòåðàòóðå ìíîãîìåðíûõ âàðèàíòîâ ðàí-
ãîâûõ è çíàêîâûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèé ïîëó÷åíû, èñõîäÿ èç èíòóèòèâ-
íûõ ñîîáðàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîïûòêîé óïîðÿäî÷èòü è ñðàâíèòü ìíîãîìåð-
íûå íàáëþäåíèÿ. Â äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä.
Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå êîððåëÿöèè âåêòîðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ââåäåíèå ìàòðè÷íîçíà÷íîé êîððåëÿöèîííîé ìåðû òàêæå äîïîëíÿåò ðàáîòó
Òþðèíà15, â êîòîðîé ñîâåðøåííî ïî-íîâîìó èçëàãàåòñÿ ëèíåéíûé ìíîãîìåð-
íûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö êàê îáîáùåíèé ÷èñåë
è çàäàíèåì ¾ìàòðè÷íîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ¿. Ìàòðè÷íàÿ êîððåëÿöèÿ
äàåò ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìíîãîìåðíûå
êîððåëÿöèîííûå ìåðû è ïîñòðîèòü ñ èõ ïîìîùüþ ìíîãîìåðíûå êðèòåðèè

8M.L. Puri, P.K. Sen. Nonparametric methods in Multivariate Analysis. � N.Y.: Wiley, 1971.
9P.W. Gieser, R.H. Randles. �A Nonparametric Test of Independence Between Two Vectors�. � J. Amer.

Statist. Assoc., Vol. 92, pp. 561-567, 1997.
10S. Taskinen, A. Kankainen and H. Oja. �Sign Test of Independence Between Two Random Vectors�. �

Statist. Probab. Lett., Vol. 62, pp. 9-21, 2003.
11S. Taskinen, H. Oja and R.H. Randles. �Multivariate Nonparametric Tests of Independence�. � J. Amer.

Statist. Assoc., Vol. 100, pp. 916-925, 2005.
12Â.È. Ïèòåðáàðã, Þ.Í. Òþðèí. �Ìíîãîìåðíûå ðàíãîâûå êîððåëÿöèè: ãàóññîâñêîå ïîëå íà ïðÿìîì ïðî-

èçâåäåíèè ñôåð�. � ÒÂÏ, ò. 45, ññ. 236-250, 2000.
13J. M�ott�onen, G. Koshevoy, H. Oja and Y. Tyurin. �Multivariate Tests for Independence Based on Zonotopes�.

Manuscript, 2005.
14F. Schmid, R. Schmidt. �Nonparametric Inference on Multivariate Versions of Blomqvist's Beta and Related

Measures of Tail Dependence�. � Metrika, Vol. 66, pp. 323-354, 2007.
15Þ.Í. Òþðèí. �Ìíîãîìåðíûé àíàëèç: ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ�. Ìàíóñêðèïò, 2008.
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íåçàâèñèìîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ñ òåîðåòè-

÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, è èìååò ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü.

Öåëü ðàáîòû
Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ êîýôôèöèåíòà êîð-
ðåëÿöèè íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ âåëè÷èí, ïîñòðîåíèå íîâûõ ìíîãîìåðíûõ
âåðñèé ðàíãîâûõ è çíàêîâûõ êîððåëÿöèé è òåñòîâ íåçàâèñèìîñòè, èññëåäîâà-
íèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäëîæåííûõ îáúåêòîâ è ïðîöåäóð.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Îïðåäåëåíà íîâàÿ ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìåðà è åå âûáîðî÷-
íûé àíàëîã äëÿ ïàðû ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðèçíàêîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî
ìàòðè÷íàÿ êîððåëÿöèÿ â îñíîâíûõ ÷åðòàõ ïîâòîðÿåò ñâîéñòâà êëàññè÷å-
ñêîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî ðîëü ÷èñåë âûïîë-
íÿþò êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå íàéäåíî òî÷íîå ðàñïðå-
äåëåíèå âûáîðî÷íîé ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè (ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîãîìåð-
íûå ñëó÷àéíûå ïðèçíàêè íåçàâèñèìû) è àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè ïðè íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùåì îáúåìå âûáîðêè n.
Òàêæå, ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè îáúåäèíåíû ìíîãèå ïîíÿòèÿ
ìíîãîìåðíîãî ðåãðåññèîííîãî è êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà.

2. Ïðåäëîæåíû íîâûå ìíîãîìåðíûå âåðñèè øèðîêî èçâåñòíûõ ðàíãîâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèé Ñïèðìåíà, Êåíäýëëà è çíàêîâîé êâàäðàíòíîé
êîððåëÿöèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âûáîðî÷íûå ðàíãîâûå è çíàêîâûå ìàòðè÷-
íûå êîððåëÿöèè (ïðè íåêîòîðûõ ñëàáûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè) ÿâëÿ-
þòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè √n-àñèìïòîòè÷åñêè ãàóññîâñêèì îöåíêàìè ñâîèõ
òåîðåòè÷åñêèõ àíàëîãîâ.

3. Ïîñòðîåíî òðè íîâûõ ìíîãîìåðíûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ òåñòà íåçàâèñè-
ìîñòè íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ çíàêîâûõ è ðàíãîâûõ ìàòðè÷íûõ êîð-
ðåëÿöèé. Èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå (ïðè n → ∞) òåñòîâûõ
ñòàòèñòèê ïðè ãèïîòåçå íåçàâèñèìîñòè è ïðè áëèçêèõ àëüòåðíàòèâàõ.
Ïîêàçàíî, ÷òî íàøè òåñòû àôôèííî èíâàðèàíòíû è àñèìïòîòè÷åñêè ñâî-
áîäíû îò ðàñïðåäåëåíèé (ïðè ãèïîòåçå íåçàâèñèìîñòè). Ïî ñðàâíåíèþ ñ
êëàññè÷åñêèìè ïðîöåäóðàìè íîâûå òåñòîâûå ñòàòèñòèêè òðåáóþò áîëåå
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ñëàáûõ óñëîâèé îòíîñèòåëüíî ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèé ïðèçíàêîâ (äî-
ñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ âòîðûõ ìîìåíòîâ), îíè ìîãóò îáëà-
äàòü áîëüøåé àñèìïòîòè÷åñêîé ìîùíîñòüþ è ïðè ýòîì áîëåå óñòîé÷èâû
ê ¾çàñîðåíèÿì¿.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ îáùèå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè, ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à òàêæå ýëåìåíòû
ìàòðè÷íîé àëãåáðû. Øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ U-ñòàòèñòèê.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ðàñøèðÿþò
ñîâîêóïíîñòü ìíîãîìåðíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ êîððåëÿöèîííîãî àíàëè-
çà. Ïðåäëîæåííûå â äèññåðòàöèè êðèòåðèè ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ðåøå-
íèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè
äâóõ ìíîãîìåðíûõ ïðèçíàêîâ íå î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé (' 10). Ðåêî-
ìåíäóåòñÿ èõ èñïîëüçîâàíèå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âàæíî ñâîéñòâî àôôèííîé
èíâàðèàíòíîñòè èëè ðàñïðåäåëåíèå ïðèçíàêîâ èìååò áîëåå ¾òÿæåëûå õâîñòû¿
ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ, ïðîôåññîðà
À.Í. Øèðÿåâà â 2008 ãîäó. Íåîäíîêðàòíî äåëàëèñü äîêëàäû íà ñåìèíàðå
¾Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ Ñòàòèñòèêà è Âðåìåííûå Ðÿäû¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
Þ.Í. Òþðèíà, äîö. Ì.Â. Áîëäèíà è ïðîô. Â.Í. Òóòóáàëèíà â ÌÃÓ â 2007
è 2008 ãîäàõ. Òàêæå áûëè ñäåëàíû ïðåçåíòàöèè íà íåñêîëüêèõ êîíôåðåí-
öèÿõ: ¾Ëîìîíîñîâñêèõ ×òåíèÿõ¿, Ìîñêâà, 2008, ¾Êîëìîãîðîâñêèõ ×òåíèÿõ¿,
ßðîñëàâëü, 2008, ¾Ìåæäóíàðîäíîé Êîíôåðåíöèè ïî Ðîáàñòíîé Ñòàòèñòèêå¿
(¾International Conference on Robust Statistics¿), Àíòàëèÿ, Òóðöèÿ, 2008, è
íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Õ. Îéà â Óíèâåðñèòåòå Òàìïåðå,
Ôèíëÿíäèÿ, 2008.

Ïóáëèêàöèè
Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 6 ðàáîò, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå
àâòîðåôåðàòà [1] - [6].
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Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà
ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 77 íàèìåíîâàíèé è îðãàíèçîâàííîãî â àëôà-
âèòíîì ïîðÿäêå. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì äèññåðòàöèè, îôîðìëåíû
â âèäå Òåîðåì è Ëåìì; íåîáõîäèìûå èçâåñòíûå ôàêòû ñôîðìóëèðîâàíû â
âèäå Óòâåðæäåíèé, ñ óêàçàíèåì èñòî÷íèêà. Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé, ëåìì,
òåîðåì è ôîðìóë íà÷èíàåòñÿ â êàæäîé ãëàâå çàíîâî è ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë.
Ïåðâîå ÷èñëî îòíîñèòñÿ ê íîìåðó ãëàâû, âòîðîå � ê íîìåðó óòâåðæäåíèÿ
(ëåììû, òåîðåìû èëè ôîðìóëû). Ññûëêè íà ðàáîòû äðóãèõ àâòîðîâ ñäåëàíû
ïî ïðèíöèïó ¾àâòîð-äàòà¿. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 115 ñòðàíèö.

2 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ìàòðè÷íîçíà÷íûì êîððåëÿöèîííûì ìåðàì, âïåðâûå
ïðåäëàãàåìûõ â ëèòåðàòóðå â êà÷åñòâå ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ ÷èñëîâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèé. Ïðèìåíåíèå ìàòðè÷íûõ êîððåëÿöèé ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàíî íà ïðèìåðå ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè äâóõ ìíîãîìåðíûõ
ïðèçíàêîâ.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç âîñüìè ïàðàãðàôîâ. Â íåé ïðåä-
ëàãàåòñÿ è èçó÷àåòñÿ íîâîå ïîíÿòèå � ìàòðè÷íàÿ êîððåëÿöèÿ.

Â Ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäèòñÿ ðÿä ïîëåçíûõ àëãåáðàè÷åñêèé ïîíÿòèé è ôàêòîâ,
íà êîòîðûå îïèðàåòñÿ îñíîâíîé ìàòåðèàë íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ìîòèâàöèÿ è
îïðåäåëåíèå ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè îáñóæäàþòñÿ â Ðàçäåëå 1.2. Îñíîâàíèåì
äëÿ ââåäåíèÿ íîâîãî ïîíÿòèÿ ïîñëóæèëî ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå. Êîýôôè-
öèåíò êîððåëÿöèè äâóõ îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿåò
ñîáîé íîðìèðîâàííóþ êîâàðèàöèþ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî â êà÷åñòâå îñíîâû
ìíîãîìåðíîãî îáîáùåíèÿ êîððåëÿöèè âçÿòü êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó. Ñïî-
ñîá íîðìèðîâêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû äàåò ìàòðè÷íûé àíàëîã íåðàâåí-
ñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (ñì. Áîðîâêîâ16, ñ.159).

Ïóñòü äàíû äâå ìíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x ∈ Rp è y ∈ Rq.
Èõ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç Cov(x, y), ïðè ýòîì ìàòðèöó
Var x ≡ Cov(x, x) áóäåì íàçûâàòü äèñïåðñèîííîé. Ñèìâîë Rp

q îáîçíà÷àåò
ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ p × q-ìàòðèö; èíäåêñû, ðàâíûå 1, îïóñêàþòñÿ.
Äëÿ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, èíäóöèðîâàííûõ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííî-
ñòüþ è ïîëóîïðåäåëåííîñòüþ, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû ≺ è 4. Îòíîñè-
òåëüíî ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ x, y ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èõ äèñïåðñèîííûå ìàò-
ðèöû ñóùåñòâóþò è íåâûðîæäåíû.

16À.À. Áîðîâêîâ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. � Ì.: �Íàóêà�, 1984.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x ∈ Rp, y ∈ Rq èìåþò êîíå÷íûå Var x, Var y Â 0.
Ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèåé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ y è x íàçîâåì

ρ = ρ(y, x) = [Var y]−1/2 Cov(y, x) [Var x]−1/2. (1)

Î÷åâèäíûì îáðàçîì, äëÿ p = q = 1 ôîðìóëà (1) äàåò êëàññè÷åñêèé êî-
ýôôèöèåíò êîððåëÿöèè. Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü (1) êîððåêòíà, ïîñêîëüêó ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííûé êâàäðàòíûé êîðåíü èç ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ
ìàòðèö Var x, Var y ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåíåí. Ìàòðè÷íûé âàðèàíò
íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä

ρρ′ 4 I,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ′ � çíàê îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû R ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåí-

íóþ ìàòðèöó |R| ≡ (RR′)1/2 íàçîâåì ìàòðè÷íûì ìîäóëåì. Åñëè R ïîëíîãî
ðàíãà ïî ñòðîêàì, òî |R| íåâûðîæäåííà, è òîãäà âåëè÷èíó sgn R ≡ |R|−1R

áóäåì íàçûâàòü ìàòðè÷íûì çíàêîì.
Îòìåòèì, ÷òî ìàòðè÷íûé çíàê êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû R

åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, è ÷òî ðàçëîæåíèå R = |R| sgn R � ýòî ïîëÿðíîå
ðàçëîæåíèå ìàòðèöû R.

Ïåðå÷èñëèì ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè ρ êàê ìåðû
ñâÿçè, îïèñàíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåí Ðàçäåë 1.3:
(a) Íîðìèðîâêà: 0 4 |ρ| 4 I. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âñå ñèíãóëÿðíûå
÷èñëà ìàòðèöû ρ íå ïðåâîñõîäÿò 1.
(b) Íåçàâèñèìîñòü: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåêòîðû y è x íåêîð-
ðåëèðîâàíû, åñëè ρ(y, x) = 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè y è x íåçàâèñèìû, òî îíè
íåêîððåëèðîâàíû. Â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîñòè è íåêîððå-
ëèðîâàííîñòè ñîâïàäàþò.
(c) Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü: Óñëîâèå |ρ| = I ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 y = Kx + b äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû K ∈ Rq

p ïîëíîãî
ðàíãà ïî ñòðîêàì è âåêòîðà b ∈ Rq. Ïðè ýòîì ρ = sgn ρ ñîñòîèò èç îðòîíîðìè-
ðîâàííûõ ñòðîê, è èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ x âäîëü íàïðàâëåíèÿ [Var x]1/2ei, ãäå
ei ∈ Rp � i-àÿ ñòðî÷êà ìàòðèöû ρ, ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ i-îé êîìïîíåíòû
ïðèçíàêà y, i = 1, q.
(d) Ñâîéñòâî âîçðàñòàíèÿ: Ïðè âîçðàñòàíèè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè |ρ|
óâåëè÷èâàåòñÿ (â ìàòðè÷íîì ñìûñëå). Áîëåå òîãî, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ ïî-
ãðåøíîñòü ëèíåéíîé îöåíêè y ïî x ðàâíà

∆∗ = inf
K∈Rq

p,b∈Rq
Var[y −Kx− b] = [Var y]1/2(I − |ρ|2)[Var y]1/2.
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(e) Ýêâèâàðèàíòíîñòü/èíâàðèàíòíîñòü: Äëÿ ëþáûõ íåâûðîæäåííûõ
ìàòðèö K1 ∈ Rp

p, K2 ∈ Rq
q è âåêòîðîâ b1 ∈ Rp, b2 ∈ Rq, âûïîëíÿåòñÿ:

ρ̃ = ρ(K2y + b2, K1x + b1) = sgn{K2[Var y]1/2} · ρ(y, x) · sgn′{K1[Var x]1/2}.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè K1, K2 îðòîãîíàëüíû, òî ρ̃ = K2ρ(y, x)K ′

1. Ñèíãóëÿðíûå
÷èñëà ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè ρ ïðè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ íå ìåíÿþòñÿ.
(f) Ñèììåòðè÷íîñòü: ρ(y, x) = ρ′(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íàÿ êîððåëÿöèÿ ρ ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå
íàïðàâëåííîé ìåðîé (ëèíåéíîé) çàâèñèìîñòè äâóõ ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ
ïðèçíàêîâ.

Â Ðàçäåëå 1.4 ìû îïðåäåëÿåì âûáîðî÷íóþ âåðñèþ ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè
(1). Ïóñòü äàíû n íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé ïàðû p- è q-ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ
ïðèçíàêîâ (x′, y′)′, (

x

y

)
=

(
x1 . . . xn

y1 . . . yn

)
. (2)

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ îöåíêè ρ âîñïîëüçóåìñÿ âûáîðî÷íûìè ìàò-
ðèöàìè êîâàðèàöèé s21 = avei(xi − x̄)(yi − ȳ)′ è s22 = avei(yi − ȳ)(yi − ȳ)′,
s11 = avei(xi − x̄)(xi − x̄)′. Çäåñü è äàëåå ñèìâîë avei îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå
ïî èíäåêñó i = 1, n.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ìíîãîìåðíîé âûáîðêè (2), âûáîðî÷íîé ìàòðè÷íîé
êîððåëÿöèåé y è x áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

r = r(y,x) = s
−1/2
22 s21 s

−1/2
11 . (3)

Îïèøåì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåíèÿ. Ïîëîæèì ñåé÷àñ p = q.
Â íåäàâíåé ðàáîòå Òþðèí17 ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü p× n-ìàòðèöû x è y
êàê ¾âåêòîðû¿ ðàçìåðíîñòè n, êîîðäèíàòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ p-ñòîëáöû.
Îáîáùåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàê íàçûâàåìûõ p × n-âåêòîðîâ x è y
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

〈x,y〉 =
n∑

i=1

xiy
′
i. (4)

Àññîöèèðîâàííàÿ ñ ìàòðè÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (4) äëèíà p × n-
âåêòîðà x òîãäà îïðåäåëÿåòñÿ êàê |x| = 〈x,x〉1/2 = (xx′)1/2.

Âñïîìíèì, ÷òî âûáîðî÷íàÿ êîððåëÿöèÿ Ïèðñîíà (p = q = 1) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íîðìèðîâàííûõ îñòàòêîâ x− x̄1 è y− ȳ1, ãäå
1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn. Îòñþäà

Îïðåäåëåíèå. Âûáîðî÷íîé ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèåé y è x íàçîâåì
r(y,x) = 〈 |x− x̄1|−1(y − ȳ1), |x− x̄1|−1(x− x̄1) 〉

= |y − ȳ1|−1〈y − ȳ1, x− x̄1〉|x− x̄1|−1.
(5)

17Þ.Í. Òþðèí. �Ìíîãîìåðíûé àíàëèç: ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ�. Ìàíóñêðèïò, 2008.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå (5) ñîâïàäàåò ñ (3). Áîëåå òîãî,
èç äâîéñòâåííîñòè ïîíÿòèé ìàòðèöû êîâàðèàöèé â ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ è ìàòðè÷íîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (4) â âûáîðî÷íîì ïðîñòðàí-
ñòâå âûòåêàåò, ÷òî ñâîéñòâà (a)-(f) òåîðåòè÷åñêîé ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè ρ

òàêæå âåðíû è äëÿ åå âûáîðî÷íîãî àíàëîãà r.
Åñòåñòâåííî, ÷òî r ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî-ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ρ, ò.å. èìååì

ñõîäèìîñòü ìàòðèö: r(y,x)
ï.í.→ ρ(y, x) ïðè n →∞.

Â Ðàçäåëå 1.5 äîêàçàíû ðåçóëüòàòû î ðàñïðåäåëåíèè âûáîðî÷íîé ìàòðè÷-
íîé êîððåëÿöèè â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå. ×òîáû èõ ñôîðìóëèðîâàòü, íåîáõîäèìî
íàïîìíèòü íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ èç ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà18. Âåêòîðèçàöèåé
vec A ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ñòîëáöîâ A, ïîñëåäîâà-
òåëüíî çàïèñàííûõ îäèí ïîä äðóãèì. Ñëó÷àéíàÿ p× q-ìàòðèöà z èìååò ìàò-
ðè÷íîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå z v Np

q (M, Ω) ñ ïàðàìåòðàìè M ∈ Rp
q è

Ω ∈ Rpq
pq, åñëè ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà vec(z′) v Npq(vec(M ′), Ω) ìíîãîìåðíîå

íîðìàëüíîå. Ñëó÷àéíàÿ p× p-ìàòðèöà w èìååò ðàñïðåäåëåíèå Óèøàðòà ñ m

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû w v Wp(m), åñëè w
d
=

∑m
i=1 ziz

′
i, ãäå zi � í. î. ð. Np(0, I).

Íà îñíîâå ýòèõ ìàòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ìû ââîäèì
Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ p× q-ìàòðèöà t èìååò ìàòðè÷íîå ðàñïðåäå-

ëåíèå Ñòüþäåíòà ñ ν ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ν ≥ p, ïèøåì t ∼ Sp
q (ν), åñëè

t
d
=
√

ν w−1/2 z, ãäå z⊥⊥ w, z ∼ Np
q (0, Ipq), w ∼ Wp(ν).

Ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà îðòîãîíàëüíî èíâàðèàíòíî, ò.å. äëÿ
t ∼ Sp

q (ν) è ëþáûõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö O1 ∈ Rp
p, O2 ∈ Rq

q âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ t

d
= O1tO2.

Î÷åâèäíî, ÷òî S1
1(ν) åñòü îáû÷íîå (îäíîìåðíîå) ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà.

Êðîìå òîãî, Sp
1(ν) � ýòî îäèí èç âñòðå÷àþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå ìíîãîìåðíûõ

âàðèàíòîâ ñòüþäåíòîâà ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûé ïëîòíîñòüþ

Γ(ν+p
2 )

(νπ)p/2Γ(ν
2)

(
1 +

‖x‖2

ν

)−(ν+p)/2
(6)

äëÿ x ∈ Rp, ãäå ‖ · ‖ � åâêëèäîâñêàÿ íîðìà. Äðóãèå ìíîãîìåðíûå âåðñèè
ìîæíî íàéòè â êíèãå àâòîðîâ Kotz, Nadarajah19.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íåçà-
âèñèìîñòè äâóõ ãàóññîâñêèõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü {(x′i, y′i)′}n
i=1 ñóòü n íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé ïàðû

x ∈ Rp, y ∈ Rq, èìåþùåé ñîâìåñòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ρ(y, x) = 0,
18M. Bilodeau, D. Brenner. Theory of Multivariate Statistics. � N.Y.: Springer-Verlag, 1999.
19S. Kotz, S. Nadarajah. Multivariate t Distributions and their Applications. � Cambridge Univ. Press, 2004.
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è r � âûáîðî÷íàÿ âåðñèÿ ρ. Ïóñòü n ≥ p + q + 1. Òîãäà

| r′(Iq − rr′)−1/2 |2 d
= |t′|2/(n− 1− p),

ãäå âåëè÷èíà t ∼ S q
p (n− 1− p).

Òåîðåìà 1.1 îáîáùàåò èçâåñòíîå ñâîéñòâî ïèðñîíîâñêîé êîððåëÿöèè r: äëÿ
âûáîðêè {(x′i, y′i)′} èç äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ρ = 0,

r√
1− r2

d
= tn−2/

√
n− 2,

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà tn−2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n − 2 ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû.

Äàëåå íàì íóæíû ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Êîììóòàöèîííàÿ ìàòðèöà
Ks,t ∈ Rst

st � ýòî ìàòðèöà áëî÷íîãî âèäà, (i, j)-ûé áëîê êîòîðîé ðàçìåðà t× s
ñ åäèíèöåé íà ìåñòå (j, i) è îñòàëüíûìè íóëÿìè; i = 1, s, j = 1, t. Êðîíåêå-
ðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ⊗ ìàòðèö A ∈ Rp

q è B ∈ Rr
s çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

A ⊗ B = (aijB) ∈ Rpr
qs. Êðîíåêåðîâñêàÿ ñóììà ⊕ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö

A ∈ Rp
p è B ∈ Rq

q îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé A⊕B = A⊗ Iq + Ip ⊗B.
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü âûáîðêà {(x′i, y′i)′}n

i=1 ïîëó÷åíà èç ñîâìåñòíîãî íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèåé ρ(y, x) = 0 è äèñïåðñèîí-
íûìè ìàòðèöàìè Var x = Ip, Var y = Iq. Òîãäà äëÿ r � âûáîðî÷íîé âåðñèè ρ

ïðè n →∞ âûïîëíÿåòñÿ

n1/2(r− ρ)
d→ N q

p (0, Ω), ãäå

4Ω = 2(Iq − ρρ′)⊗ (Ip − ρ′ρ) + ((Iq − ρρ′)⊕ (Ip − ρ′ρ))(Iqp −Kq,pρ
′ ⊗ ρ).

Â ñëó÷àå p = q = 1 Òåîðåìà 1.2 äàåò õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò î ðàñ-
ïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè Ïèðñîíà: äëÿ âûáîðêè èç äâóìåðíîãî
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

n1/2(r − ρ)
d→ N(0, (1− ρ2)2).

Èòàê, íàøè ðåçóëüòàòû, íàðÿäó ñ ðàáîòîé Òþðèíà20, ñâèäåòåëüñòâóþò î
òîì, ÷òî îáîáùåíèå ÷èñåë äî êâàäðàòíûõ ìàòðèö èìååò åñòåñòâåííîå ïðè-
ëîæåíèå â îáëàñòè ìíîãîìåðíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â äîïîëíåíèå ê
ýòîìó â äèññåðòàöèè, â Ðàçäåëàõ 1.6 è 1.7, ìû îïðåäåëÿåì ìàòðè÷íîå êîð-
ðåëÿöèîííîå îòíîøåíèå è ìàòðè÷íóþ ÷àñòíóþ êîððåëÿöèþ, è îáñóæäàåì èõ
äàëüíåéøåå âîçìîæíîå ïðèìåíåíèå.

Çàâåðøàþùèé Ðàçäåë 1.8 îïèñûâàåò ñâÿçü ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè ñ äðó-
ãèìè ïîíÿòèÿìè ìíîãîìåðíîãî êîððåëÿöèîííîãî è ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.

20Þ.Í. Òþðèí. �Ìíîãîìåðíûé àíàëèç: ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ�. Ìàíóñêðèïò, 2008.
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×òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû â òåðìèíîëîãèè îñîáî îòìåòèì, ÷òî èçâåñòíàÿ â
ëèòåðàòóðå ¾êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà¿ ñîâåðøåííî îòëè÷íà îò íàøåé ìàò-
ðè÷íîé êîððåëÿöèè.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà z = (z1, . . . , zl)′, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî èìåþò íåâûðîæäåííûå äèñïåðñèè, êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé íà-
çûâàåòñÿ C(z) = (ρ(zi, zj)) ∈ Rl

l.
Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåêòîðû x, y èìåþò íåâûðîæäåííûå äèñïåðñèîííûå ìàò-

ðèöû è äèñïåðñèè êîìïîíåíò âåêòîðîâ òîæå íåâûðîæäåíû. Ïóñòü z = (x′, y′)′

è Diag(Var x) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, èìåþùàÿ íà äèàãîíàëè òå æå ýëåìåí-
òû, ÷òî è Var x. Òîãäà êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà C(z) ñîñòîèò èç êîâàðèàöèîí-
íûõ è äèñïåðñèîííûõ ìàòðèö âåêòîðîâ [Diag(Var x)]−1/2x, [Diag(Var y)]−1/2y,
ñ êîððåëèðîâàííûìè êîîðäèíàòàìè. À ìàòðè÷íàÿ êîððåëÿöèÿ åñòü êîâàðèà-
öèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðîâ [Var x]−1/2x, [Var y]−1/2y, íîðìèðîâàííûõ òàê, ÷òî
êîîðäèíàòû êàæäîãî èç íèõ íåêîððåëèðîâàíû ìåæäó ñîáîé.

Â ñëó÷àå p > q = 1, ìàòðè÷íûé ìîäóëü |ρ| åñòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Åãî
íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè. Ýòî ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó y ∈ R è ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
êîìïîíåíò x ∈ Rp: |ρ(y, x)| = sup{ρ(y, h′x) : h ∈ Rp}.

Â ñëó÷àå p ≥ q > 1 áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, |ρ| òåðÿåò ñâîéñòâî èíâàðèàí-
òíîñòè ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (ñì. ñâîéñòâî (e)). Îäíàêî, íåèçìåí-
íûìè îñòàþòñÿ ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ ρ1, . . . , ρq ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè:

ρ(y, x) = G(Dρ, 0)H ′,

ãäå Dρ = diag{ρ1, . . . , ρq} è H ∈ Rp
p, G ∈ Rq

q � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû.
×èñëà ρi ñóòü êàíîíè÷åñêèå êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x ∈ Rp, y ∈ Rq,
à êîìïîíåíòû ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ H ′[Var x]−1/2x è G′[Var y]−1/2y ÿâëÿþòñÿ
êàíîíè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè. Âïåðâûå ýòè ïîíÿòèÿ óïîòðåáèë Hotelling21.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíóþ ëèíåéíóþ ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü:

y = Kx + e,

ãäå K ∈ Rq
p � íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò ðåãðåññèè, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rp

n,
y = (y1, . . . , yn) ∈ Rq

n � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Ñòîëáöû ìàòðèöû îøè-
áîê e = (ε1, . . . , εn) ∈ Rq

n ñóòü í. î. ð. ñëó÷àéíûå âåêòîðû. Êàê è â îäíîìåðíîé
òåîðèè, ïîèñê ïàðàìåòðà K èç óñëîâèÿ íåêîððåëèðîâàííîñòè ôàêòîðà x è
îñòàòêîâ y −Kx, ò.å. êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ r(x, y −Kx) = 0, ïðèâîäèò ê
èçâåñòíîé îöåíêå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ðåçþìèðóåì ðåçóëüòàòû Ãëàâû 1. Êàíîíè÷åñêèå êîððåëÿöèè, è êîýôôè-
öèåíò ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûì

21H. Hotelling. �Relation Between Two Sets of Variables�. � Biometrika, Vol. 28, pp. 321-377, 1936.
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Ðèñ. 1: Ñâÿçü ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè ñ ðàçëè÷íûìè ïîíÿòèÿìè ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà.
Îïèñàíèå ñõåìû ñì. â òåêñòå, ñ. 10-11.

ðåãðåññèÿ I II

IX X

V VI

-¾ êîððåëÿöèÿ Ïèðñîíà - çíàê/ðàíã. êîðð.

ìíîãîìåðíàÿ
ðåãðåññèÿ

?

ìíîãîìåðíûå
çíàê/ðàíã. êîðð.

?

?

ðîáàñòíûé ïîäõîä

6 êâàçè-ðîáàñòíûé ïîäõîä

-¾ ìàòðè÷íàÿ êîððåëÿöèÿ -

êàíîíè÷åñêèå
êîððåëÿöèè

III

VII

IV

VIII
S

S
S

SS

SSw

¶
¶

¶
¶

¶/

êàíîíè÷åñêèå
âåëè÷èíû

¶
¶

¶
¶¶

¶¶/

S
S

S
S
Sw

îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè [Ðèñ. 1:III]. Ñóùåñòâåí-
íîå îòëè÷èå òàêîãî ìíîãîìåðíîãî àíàëîãà îò ñâîåãî ¾ðîäèòåëÿ¿ çàêëþ÷àåòñÿ
â óòðàòå èíôîðìàöèè î íàïðàâëåíèè ñâÿçè. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ êàíîíè÷åñêèìè
êîððåëÿöèÿìè, äëÿ èçó÷åíèÿ íàïðàâëåíèé ìíîãîìåðíîé çàâèñèìîñòè, òàêæå
ðàññìàòðèâàþò êàíîíè÷åñêèå âåëè÷èíû [Ðèñ. 1:IV]. Ïðåäëîæåííàÿ ìàòðè÷-
íàÿ êîððåëÿöèÿ (1), èìåÿ ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè êàíîíè÷åñêèå êîððåëÿöèè,
ïîçâîëÿåò äåëàòü âûâîäû êàê î ñèëå ñâÿçè [Ðèñ. 1:VII], òàê è î åå íàïðàâëå-
íèÿõ [Ðèñ. 1:VIII]. Êàê ñëåäñòâèå, ìàòðè÷íàÿ êîððåëÿöèÿ çàâèñèìà îò âûáîðà
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òåñíàÿ ñâÿçü êîððåëÿöèè Ïèðñîíà ñ ëèíåéíîé ðåãðåññè-
åé [Ðèñ. 1:I] ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ [Ðèñ. 1:IX]. ¾Óíàñëåäîâàí-
íûì¿ íåäîñòàòêîì ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ñîâìåñò-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå
ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîñòè è íåêîððåëèðîâàííîñòè íå ñîâïàäàþò. Ïîñòðîåíèå íà
îñíîâå êîððåëÿöèè Ïèðñîíà íåïàðàìåòðè÷åñêèõ çíàêîâûõ è ðàíãîâûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ êîððåëÿöèé [Ðèñ. 1:II] è äàëüíåéøåå èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîèñêà
ðîáàñòíûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ ëèíåéíîé ðåãðåññèè ìîæíî ïðîâåñòè òàêæå â
ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå [Ðèñ. 1:X]. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåíà âòîðàÿ ãëàâà.

Ãëàâà 2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò èç âîñüìè ïàðàãðàôîâ. Â íåé
ìû îïðåäåëÿåì ìàòðè÷íîçíà÷íûå âåðñèè ïîïóëÿðíûõ ðàíãîâûõ êîýôôèöè-
åíòîâ êîððåëÿöèé Ñïèðìåíà, Êåíäýëëà è êâàäðàíòíîé êîððåëÿöèè, è ñòðîèì
íà èõ îñíîâå ìíîãîìåðíûå àôôèííî èíâàðèàíòíûå íåïàðàìåòðè÷åñêèå òåñòû
íåçàâèñèìîñòè.
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Â Ðàçäåëå 2.1 äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Â Ðàçäåëå 2.2
ïðåäñòàâëåíû âåêòîðíûå îáîáùåíèÿ ðàíãîâ è çíàêîâ. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn)
� n íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé p-ìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïðîèçâîëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì F . Ïîëîæèì I = {i1, . . . , ip} äëÿ óïîðÿäî÷åííîãî íàáî-
ðà èíäåêñîâ 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n, è ïóñòü xI = {xi1, . . . , xip}. Àôôèííî-
ýêâèâàðèàíòíàÿ ìåäèàíà Îéà22, áóäåì îáîçíà÷àòü åå µ̂x ∈ Rp, ìèíèìèçèðóåò
öåëåâóþ ôóíêöèþ

V (x;x) := ave
I
4p(x,xI), x ∈ Rp,

ãäå óñðåäíåíèå aveI áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì
(
n
p

)
íàáîðàì èíäåêñîâ I, è âå-

ëè÷èíà
4p(x,xI) := abs

{
det

(
1 1 . . . 1
x xi1 . . . xip

)}
,

äåëåííàÿ íà p!, ðàâíà àáñîëþòíîìó îáúåìó p-ñèìïëåêñà ñ âåðøèíàìè x,xI .
Ïîëîæèì J = {j1, . . . , jp−1}, 1 ≤ j1 < · · · < jp−1 ≤ n. Îáîáùåíèå ìîäóëÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ìåäèàíå Îéà, çàäàåòñÿ â âèäå

V0(x;x) := ave
J
4p(x,xJ , 0).

Îïðåäåëåíèå.Ìíîãîìåðíîé çíàêîâîé è öåíòðèðîâàííîé ðàíãîâîé ôóíê-
öèÿìè x ∈ Rp íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ãðàäèåíòû:

S0(x;x) := ∇xV0(x;x), R (x;x) := ∇xV (x;x). (7)
Ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∇x ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîì. Ýìïè-
ðè÷åñêèìè çíàêàìè (îòíîñèòåëüíî ìåäèàíû Îéà) è ðàíãàìè íàáëþäåíèé
íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûå âåëè÷èíû Ŝix ≡ S0(xi− µ̂x;x− µ̂x1), Rix ≡ R(xi;x).

Äëÿ ýìïèðè÷åñêèõ çíàêîâ è ðàíãîâ avei Ŝix = avei Rix = 0, è âûïîëíÿåòñÿ
ñâîéñòâî àôôèííîé ýêâèâàðèàíòíîñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ çíàêîâ Ŝ∗ix è
ðàíãîâ R∗

ix, ïîñòðîåííûõ ïî ïðåîáðàçîâàííûì íàáëþäåíèÿì {x∗i = Axi + b} ñ
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A ∈ Rp

p è b ∈ Rp,

Ŝ∗ix = | det A|(A−1)′ Ŝix, R∗
ix = | det A|(A−1)′Rix. (8)

Òåîðåòè÷åñêèå àíàëîãè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìåäèàíà Îéà µ =
µ(F ) ìèíèìèçèðóåò îæèäàåìóþ ôóíêöèþ îáúåìà V (x; F ) := EF4p(x,xI),
ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áåðåòñÿ ïî íåçàâèñèìûì p íàáëþäåíèÿì ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì F , ïåðå÷èñëåííûì â xI = {xi1, . . . , xip}.

Îïðåäåëåíèå. Òåîðåòè÷åñêèìè öåíòðèðîâàííûìè çíàêîâîé è ðàíãîâîé
ôóíêöèÿìè x ∈ Rp íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

SF (x; µ) := EF∇x[4p(x,xJ , µ)], RF (x) := EF∇x[4p(x,xI)], (9)
22H. Oja. �Descriptive Statistics for Multivariate Distributions�. � Stat. Prob. Lett., Vol. 1, pp. 327-332, 1983.

12



ãäå µ = µ(F ) � ìåäèàíà Îéà, è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áåðåòñÿ ïî
íåçàâèñèìûì âåëè÷èíàì, ïåðå÷èñëåííûì â xJ è xI , ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ F ñ êîíå÷íûìè ïåðâûìè ìîìåíòàìè ôóíêöèè (9) ñóùå-
ñòâóþò è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Ñì., íàïðèìåð, îáçîðíóþ ðàáîòó Oja23.

Â Ðàçäåëå 2.3 ìû îïðåäåëÿåì çíàêîâûå è ðàíãîâûå ìàòðè÷íûå êîððåëÿ-
öèè, ïðèìåíÿÿ ïîíÿòèå ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè ê àôôèííî-ýêâèâàðèàíòíûì
çíàêàì íàáëþäåíèé, ðàíãàì è çíàêàì ïîïàðíûõ ðàçíîñòåé. Îáðàòèìñÿ ê ìíî-
ãîìåðíîé âûáîðêå (2). Ïîëîæèì xij := xi − xj, yij := yi − yj, è ñîâîêóïíîñòè
òàêèõ ðàçíîñòåé îáîçíà÷èì 0x := {xij}, 0y := {yij}, 1 ≤ i < j ≤ n. Äåéñòâóÿ
ñ ýëåìåíòàìè ââåäåííûõ ìíîæåñòâ êàê ñ îáû÷íûìè íàáëþäåíèÿìè, ìîæíî
âû÷èñëèòü ýìïèðè÷åñêèå çíàêè

Sijx ≡ S0(xij;
0x) è Sijy ≡ S0(yij;

0y), (10)

èñïîëüçóÿ çíàêîâóþ ôóíêöèþ S0 èç (7). Åñòåñòâåííî, ïîñòðîåííûå òàêèì îá-
ðàçîì çíàêè òàêæå àôôèííî-ýêâèâàðèàíòíû (â ñìûñëå (8)).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Rix, Ŝix è Sijx îáîçíà÷àþò àôôèííî-ýêâèâàðè-
àíòíûå ðàíãîâûå è çíàêîâûå âåêòîðû èç (7) è (10), è àíàëîãè÷íî äëÿ y.
Ìàòðè÷íûìè âåðñèÿìè êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèé Ñïèðìåíà, Êåíäýëëà è
êâàäðàíòíîé êîððåëÿöèè áóäåì íàçûâàòü, ñîîòâåòñòâåííî,

rS = (ave
i

RixR
′
ix)

−1/2 ave
i

RixR
′
iy (ave

i
RiyR

′
iy)

−1/2,

rK = (ave
i, j, k

SijxS
′
ikx)

−1/2 ave
i<j

SijxS
′
ijy (ave

i, j, k
SijyS

′
iky)

−1/2,

rQ = (ave
i

ŜixŜ
′
ix)

−1/2 ave
i

ŜixŜ
′
iy (ave

i
ŜiyŜ

′
iy)

−1/2.

(11)

Ëåììà 2.1. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèö rS, rK, rQ èíâàðèàíòû îòíîñè-
òåëüíî ãðóïïû àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé {xi → A1xi + b1}, {yi → A2yi + b2}
ñ íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè A1, A2 è âåêòîðàìè b1, b2.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ òåîðåòè÷åñêèõ àíàëîãîâ ìàòðè÷íûõ êîððåëÿöèé
(11). Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ èçó÷àåìûõ ïðèçíàêîâ ñèì-
ìåòðè÷íû â ñìûñëå ñëåäóþùåãî

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå x ∼ F èç Rp íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì,
åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð θ ∈ Rp, íàçûâàåìûé öåíòðîì ñèììåòðèè, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ x− θ

d
= −(x− θ).

Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî F ñ öåíòðîì θ èç àôôèííîé ýêâèâàðèàíòíîñòè ìåäè-
àíû Îéà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî µ(F ) = θ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
öåíòðèðîâàííàÿ çíàêîâàÿ ôóíêöèÿ (9) äëÿ F îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, è ìû
áóäåì êðàòêî ïèñàòü SF (x) ≡ SF (x; µ(F )).

23H. Oja. �A�ne Invariant Multivariate Sign and Rank Tests and Corresponding Estimates: a Review�. �
Scand. J. Statist. (invited paper), Vol. 26, pp. 319-343, 1999.
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Îáîçíà÷èì ñèììåòðè÷íîå (ñ íóëåâûì öåíòðîì) ðàñïðåäåëåíèå ðàçíîñòè
x12 ≡ x1−x2 äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îäíèì è òåì æå ðàñïðå-
äåëåíèåì F ÷åðåç 0F � îíî íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçàöèåé F . Äëÿ íåãî òàêæå
ìîæíî ïîñòðîèòü òåîðåòè÷åñêóþ çíàêîâóþ ôóíêöèþ (9). Ïî îïðåäåëåíèþ,

S0F (x) = E∇x[4p(x, x12, x34, . . . , x2p−3,2p−2, 0)], (12)

ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áåðåòñÿ ïî íåçàâèñèìûì âåëè÷èíàì xij ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì 0F .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå (x′, y′)′ ∼ H ñ ìàðãèíàëüíûìè x ∼
F , y ∼ G èìååò êîíå÷íûå ïåðâûå ìîìåíòû. Ïóñòü ðàíãîâûå è çíàêîâûå
ôóíêöèè RF , SF , S0F çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (9), (12), è àíàëîãè÷íî äëÿ G.
Òåîðåòè÷åñêîé ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèåé Ñïèðìåíà áóäåì íàçûâàòü

ρS(H) =
[
EFRF (x)R′

F (x)
]−1/2

EHRF (x)R′
G(y)

[
EGRG(y)R′

G(y)
]−1/2

,

Êåíäýëëà �

ρK(H) =
[
EFS0F (x12)S

′
0F (x13)

]−1/2
EHS0F (x12)S

′
0G(y12)

[
EGS0G(y12)S

′
0G(y13)

]−1/2

è êâàäðàíòíîé êîððåëÿöèåé (äëÿ ñèììåòðè÷íûõ F,G) �

ρQ(H) =
[
EFSF (x)S ′F (x)

]−1/2
EHSF (x)S ′G(y)

[
EGSG(y)S ′G(y)

]−1/2
.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íîðìèðóþùèå çíàêîâûå è ðàíãîâûå äèñïåðñèîííûå ìàò-
ðèöû íåâûðîæäåíû.

Äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èñïîëüçóåìûõ
çíàêîâûõ/ðàíãîâûõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö äîñòàòî÷íî êîíå÷íûõ ïåðâûõ
ìîìåíòîâ, è èç íåâûðîæäåííîñòè íîðìèðóþùèõ ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî èç íèõ
ìîæíî èçâëå÷ü (ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì) êîðåíü ñòåïåíè −1/2. Ñèì-
ìåòðè÷íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âëå÷åò åäèíñòâåííîñòü òåîðåòè÷åñêîé ìåäèàíû
Îéà è, çíà÷èò, âñå èñïîëüçóåìûå çíàêîâûå ôóíêöèè îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

Çàêàí÷èâàåòñÿ Ðàçäåë 2.3 äîêàçàòåëüñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíî-
ñòè âûáîðî÷íûõ ìàòðè÷íûõ êîððåëÿöèé (11). Ìàòðè÷íàÿ ñòàòèñòèêà r íà-
çûâàåòñÿ √n-àñèìïòîòè÷åñêè ãàóññîâñêîé îöåíêîé äëÿ ρ, åñëè ïðè n → ∞
âåëè÷èíà √n(r− ρ) èìååò ïðåäåëüíîå ìàòðè÷íîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ íóëåâûì ñðåäíèì.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå (x′, y′)′ ∼ H èìååò êîíå÷íûå âòîðûå
ìîìåíòû è ρS(H) îïðåäåëåíà. Òîãäà âûáîðî÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ êîððåëÿöèÿ rS,
ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ H, äëÿ ρS ÿâëÿåòñÿ √n-
àñèìïòîòè÷åñêè ãàóññîâñêîé îöåíêîé.
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Äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ rQ = rQ(µ̂x, µ̂y) íåîáõîäèìî ñíà-
÷àëà îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü çàìåíû âûáîðî÷íûõ ìåäèàí Îéà èõ íåèçâåñò-
íûìè òåîðåòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè. Çàïèñü rQ(µ1, µ2) îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëü-
çóåìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàäðàíòíîé ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè ýìïèðè÷åñêèå
çíàêè íàáëþäåííûõ xi, yi âû÷èñëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî µ1, µ2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü
(Q-1) ðàñïðåäåëåíèå (x′, y′)′ ∼ H èìååò êîíå÷íûå âòîðûå ìîìåíòû;
(Q-2) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé x, y íåïðåðûâíû;
(Q-3) âûáîðî÷íûå ìåäèàíû Îéà µ̂x, µ̂y, ïîñòðîåííûå ïî âûáîðêàì îáúåìîâ

n èç ðàñïðåäåëåíèé x ∼ F, y ∼ G, ÿâëÿþòñÿ √n-ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè
íóëåâûõ öåíòðîâ ðàñïðåäåëåíèé;

(Q-4) ðàñïðåäåëåíèå H ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ;
(Q-5) äèôôåðåíöèðóåìû â µ1 = µ2 = 0 êîìïîíåíòû ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé
EHSF (x; µ1)S

′
G(y; µ2), EFSF (x; µ1)S

′
F (x; µ1), EGSG(y; µ2)S

′
G(y; µ2).

Òîãäà ïðè n →∞ √
n [rQ(µ̂x, µ̂y)− rQ(0, 0)]

p→ 0.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ (Q-3) ïðèâåäåíû Arcones è äð24.
Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëåììû 2.2 è ρQ(H) îïðåäåëåíà.

Òîãäà âûáîðî÷íàÿ êîððåëÿöèÿ rQ, ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå îáúåìà n èç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ H, äëÿ ρQ ÿâëÿåòñÿ √n-àñèìïòîòè÷åñêè ãàóññîâñêîé îöåíêîé.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå (x′, y′)′ ∼ H èìååò êîíå÷íûå âòîðûå
ìîìåíòû è ρK(H) îïðåäåëåíà. Òîãäà âûáîðî÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ êîððåëÿöèÿ rS,
ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ H, äëÿ ρK ÿâëÿåòñÿ √n-
àñèìïòîòè÷åñêè ãàóññîâñêîé îöåíêîé.

Ðàçäåë 2.4 ïîñâÿùåí ìíîãîìåðíûì òåñòàì íåçàâèñèìîñòè. Ìû ïðèâîäèì
êëàññè÷åñêèå òåñòîâûå ñòàòèñòèêè è çàïèñûâàåì èõ â âèäå ôóíêöèé âûáîðî÷-
íîé ìàòðè÷íîé êîððåëÿöèè (3). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèì íîâûå êðèòå-
ðèè íåçàâèñèìîñòè ñ ïîìîùüþ ðàíãîâûõ è çíàêîâûõ âûáîðî÷íûõ ìàòðè÷íûõ
êîððåëÿöèé (11). Ïóñòü íà îñíîâå n íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé {(x′i, y′i)′}n

i=1 ïà-
ðû p- è q-ìåðíûõ ïðèçíàêîâ (x′, y′)′ ìû õîòèì ïðîâåðèòü ãèïîòåçó

H0 : x è y íåçàâèñèìû. (13)

Íîâûìè òåñòîâûìè ñòàòèñòèêàìè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 âûáðàíû

rS = ‖rS‖, rK = ‖rK‖, rQ = ‖rQ‖, (14)

ãäå ‖r‖ ≡ tr1/2[r′r] � ìàòðè÷íàÿ íîðìà Ôðîáåíèóñà. Ëåììà 2.1 íåìåäëåííî
âëå÷åò àôôèííóþ èíâàðèàíòíîñòü ïðåäëîæåííûõ ñòàòèñòèê. Òàêæå îòìåòèì,

24M. Arcones, Z. Chen and E. Gin�e. �Estimators Related to U-process with Applications to Multivariate
Medians: Asymptotic Normality�. Ann. Statist., Vol. 22, pp. 1460-1477, 1994.
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÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ íàøèõ òåñòîâ òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âòîðûõ ìîìåí-
òîâ ðàñïðåäåëåíèé ïðèçíàêîâ (â òî âðåìÿ êàê äëÿ êëàññè÷åñêèõ � ÷åòâåð-
òûå). Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì Ðàçäåëà 2.4 ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ðàñïðåäåëå-
íèé òåñòîâûõ ñòàòèñòèê (14) â óñëîâèÿõ ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè H0. Ïóñòü
χ2

pq îáîçíà÷àåò õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ pq ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ èìåþò êîíå÷íûå âòîðûå

ìîìåíòû è ñèììåòðè÷íû. Òîãäà ïðè H0, nr2
S

d→ χ2
pq äëÿ n →∞.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
(Q-1)-(Q-3) Ëåììû 2.2. Òîãäà ïðè H0, nr2

Q
d→ χ2

pq äëÿ n →∞.
Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ èìåþò êîíå÷íûå âòîðûå

ìîìåíòû. Òîãäà ïðè H0, nr2
K/4

d→ χ2
pq äëÿ n →∞.

Äëÿ êîíå÷íûõ âûáîðîê ìíîãîìåðíûå âåðñèè çíàêîâûõ è ðàíãîâûõ òåñòîâ
(êàê ïðåäëîæåííûå íàìè, òàê è äðóãèå âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ), ê ñîæàëåíèþ,
òåðÿþò âàæíîå ñâîéñòâî ñâîáîäû îò ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
äëÿ ìíîãîìåðíûõ äàííûõ íå ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî÷åíèÿ.

Îñòàëüíûå ðàçäåëû âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ (ýôôåêòèâíîñòè è ðîáàñòíîñòè) ïðåäëîæåííûõ ñòàòèñòèê (14) äëÿ
ýëëèïòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèé ïðèçíàêîâ. Ðàçäåë 2.5 äàåò îïðåäåëå-
íèå ýëëèïòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è âèä âåêòîðíûõ çíàêîâûõ è ðàíãîâûõ
ôóíêöèé â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð x èç Rp èìååò ýëëèï-
òè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µ ∈ Rp è Λ ∈ Rp

p, Λ Â 0, åñëè åãî
ïëîòíîñòü èìååò âèä

fx(x) = | det Λ|−1/2f0(‖Λ−1/2(x− µ)‖2), (15)

ãäå ‖ ·‖ � åâêëèäîâñêàÿ íîðìà, f0 � çàäàííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ âåùåñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò µ, Λ, è

∫∞
0 rp−1f0(r

2)dr = Γ(1
2p)/(2πp/2).

Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ x ∼ Ep(µ, Λ). Åñëè x ∼ Ep(µ, αIp),
α > 0, òîãäà ðàñïðåäåëåíèå x íàçûâàþò ñôåðè÷åñêèì.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð x èç Rp èìååò ýëëèïòè÷åñêîå p-ìåðíîå
t-ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà c ν ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ïèøóò x ∼ tν,p(µ, Λ),
åñëè åãî ïëîòíîñòü èìååò âèä (15) c ôóíêöèåé f0(‖x‖2), çàäàííîé â (6). Äàííîå
ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñòàòè-
ñòèê, òàê êàê ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà ν ìîæíî âàðüèðîâàòü ¾òÿæåñòü õâîñòîâ¿
(ïðè ν →∞ ïîëó÷àåì ìíîãîìåðíûé íîðìàëüíûé çàêîí).

Åñëè x ∼ Ep(µ, Λ), òî âåêòîð Λ−1/2(x − µ) ∼ Ep(0, Ip) èìååò ñôåðè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ýëëèïòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîâî-
ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñôåðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïóñòü íàáëþäåíèÿ xi ∈ Rp èìåþò ïðîèçâîëüíîå ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
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íèå F0 ñ íóëåâûì ñðåäíèì (ò.å., îðòîãîíàëüíî èíâàðèàíòíîå) è êîíå÷íûìè
ïåðâûìè ìîìåíòàìè. Òîãäà ôóíêöèè (9) èìåþò âèä

SF0
(x) = cF0

{‖x‖−1x}, RF0
(x) = αF0

(‖x‖) {‖x‖−1x}, (16)

ãäå cF0
� íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, è αF0

(·) � îãðàíè÷åííàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ. Ñì. îáçîð Oja25 è ññûëêè â íåì. Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèè (12):

EF0
[S0F0

(x− xi) | xi] = c0F0
EF0

[
x− xi

‖x− xi‖ | xi] = c0F0
βF0

(‖x‖) x

‖x‖ , (17)

ãäå âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ βF0
(·) îãðàíè÷åíà. Ñì. M�ott�onen è äð.26

Â Ðàçäåëå 2.6 íîâûå ðàíãîâûå è çíàêîâûå êðèòåðèè ñðàâíèâàþòñÿ ñ äðó-
ãèìè èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíîé
ýôôåêòèâíîñòè (ÀÎÝ) Ïèòìåíà. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ìíîãîìåðíàÿ ìîäåëü çà-
âèñèìîñòè â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ê íóëåâîé ãèïîòåçå íåçàâèñèìîñòè, âïåð-
âûå ïðåäëîæåííàÿ Gieser, Randles27:

Hn :

(
x

y

)
=

(
(1−∆)Ip ∆M1

∆M2 (1−∆)Iq

)(
x∗

y∗

)
, (18)

ãäå âåùåñòâåííûå ïàðàìåòð ∆ = n−1/2δ, δ ≥ 0; x∗ ∈ Rp, y∗ ∈ Rq � íåçàâèñè-
ìûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû; M1,M

′
2 ∈ Rp

q � ôèêñèðîâàííûå ìàòðèöû.
Ìû ïðåäïîëàãàåì ÷òî x∗, y∗ èç (18) èìåþò ýëëèïòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ

ñ êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êðèòåðè-
àëüíûõ ñòàòèñòèê (14) ïðè áëèçêèõ àëüòåðíàòèâàõ ïðèìåíåíà òðåòüÿ Ëåììà
Ëå Êàìà (ñì., íàïðèìåð, Ãàåê, Øèäàê28, van der Vaart29). Ïðè ýòîì òðåáóåò-
ñÿ óñòàíîâèòü ëîêàëüíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü ìîäåëè (18) è, êàê
ñëåäñòâèå, êîíòèãóàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àëüòåðíàòèâHn ãèïîòåçåH0.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü íåçàâèñèìûå x∗, y∗ èìåþò ñôåðè÷åñêèå ïëîòíîñòè
fx∗(x

∗) = f0(‖x∗‖2), fy∗(y
∗) = g0(‖y∗‖2) òàêèå, ÷òî f0, g0 � ïîëîæèòåëüíû,

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, è

EH0
‖x∗‖2 < ∞, EH0

‖x∗‖2φ2(‖x∗‖2) < ∞, EH0
‖x∗‖4φ2(‖x∗‖2) < ∞,

ãäå φ := f ′0/f0; àíàëîãè÷íî äëÿ y∗. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëüòåðíàòèâ
Hn (18) êîíòèãóàëüíà íóëåâîé ãèïîòåçå H0 : ∆ = 0.

25H. Oja. �A�ne Invariant Multivariate Sign and Rank Tests and Corresponding Estimates: a Review�. �
Scand. J. Statist. (invited paper), Vol. 26, pp. 319-343, 1999.

26J. M�ott�onen, H. Oja, J. Tienari. �On the E�ciency of Multivariate Spatial Sign and Rank Tests�. Ann.
Statist., Vol. 25, pp. 542-552, 1997.

27P.W. Gieser, R.H. Randles. �A Nonparametric Test of Independence Between Two Vectors�. � J. Amer.
Statist. Assoc., Vol. 92, pp. 561-567, 1997.

28ß. Ãàåê, Ç. Øèäàê. Òåîðèÿ ðàíãîâûõ êðèòåðèåâ. � Ì.: �Íàóêà�, 1971.
29A.W. van der Vaart. Asymptotic Statistics. � Cambridge Univ. Press, 1998.
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî òåñòîâûå ñòàòèñòèêè (14) ïðè àëüòåðíàòèâàõ Hn (18)
èìåþò ïðåäåëüíûå íåöåíòðàëüíûå õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè
íåöåíòðàëüíîñòè îáùåãî âèäà:

χ2
pq(δ

2(pq)−1‖m1M1 + m2M
′
2‖2), (19)

ãäå ïîñòîÿííûå m1,m2 çàâèñÿò òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèé x∗, y∗ èç (18). Ïóñòü
I{·} � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü x∗ ∼ F0, y
∗ ∼ G0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëåììû

2.3. Òîãäà ïðè Hn, nr2
S ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè n →∞ ê (19), ãäå

m1 = (aF0
aG0

)−1[Eα′F0
(‖x∗‖) + (p− 1)EαF0

(‖x∗‖)‖x∗‖−1]EαG0
(‖y∗‖)‖y∗‖,

m2 = (aF0
aG0

)−1[Eα′G0
(‖y∗‖) + (q − 1)EαG0

(‖y∗‖)‖y∗‖−1]EαF0
(‖x∗‖)‖x∗‖.

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà a2
F0

= EF0
α2

F0
(‖x∗‖) äëÿ ôóíêöèè αF0

èç (16),
è α′F0

îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ (ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ).
Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçîâàíû äëÿ G0.

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü x∗ ∼ F0, y
∗ ∼ G0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëåììû

2.3 è Òåîðåìû 2.5. Òîãäà ïðè Hn, nr2
Q ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè n →∞

ê (19), ãäå ïîñòîÿííûå

m1 = [2f0(0)I{p = 1}+ (p− 1) E‖x∗‖−1] E‖y∗‖,
m2 = [2g0(0)I{q = 1}+ (q − 1) E‖y∗‖−1] E‖x∗‖.

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü x∗ ∼ F0, y
∗ ∼ G0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëåììû

2.3. Òîãäà ïðè Hn, nr2
K/4 ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè n →∞ ê (19), ãäå

m1 = (2bF0
bG0

)−1[2Ef0(‖x∗‖2)I{p = 1}+ (p− 1)E‖x∗12‖−1]E‖y∗12‖,
m2 = (2bF0

bG0
)−1[2Eg0(‖y∗‖2)I{q = 1}+ (q − 1)E‖y∗12‖−1]E‖x∗12‖.

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà b2
F0

= EF0
β2

F0
(‖x∗‖) ñ ôóíêöèåé βF0

èç (17). Àíà-
ëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçîâàíû äëÿ G0.

Ñëåäñòâèå 2.1. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü Ïèòìåíà ìíîãîìåð-
íûõ êðèòåðèåâ Ñïèðìåíà, Êåíäýëëà è êâàäðàíòíîãî òåñòà nr2

S, nr2
K/4, nr2

Q

îòíîñèòåëüíî êðèòåðèÿ îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèé äëÿ àëüòåðíàòèâ Hn

(18) â ñëó÷àå M1 = M ′
2 ðàâíà

(4pq)−1(m1 + m2)
2, (20)

ãäå ïîñòîÿííûå m1,m2 äàþòñÿ â Òåîðåìàõ 2.7-2.9.
×èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ÀÎÝ (20) â ñëó÷àÿõ ìíîãîìåðíîãî íîðìàëü-

íîãî è t ðàñïðåäåëåíèé x∗, y∗ áûëè ïîëó÷åíû M�ott�onen â ñîâìåñòíîé ðàáîòå
[6]. Ýòè âûêëàäêè ïðèâåäåíû â Ðàçäåëå 2.8. Äëÿ ìíîãîìåðíûõ íîðìàëüíûõ
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ðàñïðåäåëåíèé F0, G0 (ν = ∞), àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåí-
íûõ êðèòåðèåâ õóæå ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèòåðèåì îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, è
óëó÷øàåòñÿ ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòåé (ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè p, q →∞). Äëÿ ðàñïðå-
äåëåíèé ñ áîëåå ¾òÿæåëûìè õâîñòàìè¿ (ìàëûå ν), ïî ýôôåêòèâíîñòè rK , rS

ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèé òåñò, è rQ åãî ïðåâîñõîäèò äëÿ áîëüøèõ ðàçìåð-
íîñòåé p, q. Ñðåäè ïðåäëîæåííûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ çíàêîâûõ è ðàíãîâûõ
êðèòåðèåâ (14), àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øå â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ìíîãîìåð-
íàÿ âåðñèÿ êðèòåðèÿ Êåíäýëëà.

Â Ðàçäåëå 2.7 èçó÷åí âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ê çàñîðåíèÿì ìàòðè÷íûõ êîð-
ðåëÿöèé (11) (è îñíîâàííûõ íà íèõ ñòàòèñòèê (14)). Â ëèòåðàòóðå ñëîæèëàñü
òðàäèöèÿ îïèñûâàòü âîçäåéñòâèå çàñîðåíèÿ íà îöåíêó ïîñðåäñòâîì åå ôóíê-
öèè âëèÿíèÿ (ñì. Õüþáåð30, Õàìïåëü è äð.31).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R( ·) � íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà
ìíîæåñòâå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé èç Rl. Ôóíêöèåé âëèÿíèÿ (çàñîðåíèÿ
z ∈ Rl íà ôóíêöèîíàë R â òî÷êå H) íàçûâàþò ïðåäåë, åñëè ýòîò ïðåäåë
ñóùåñòâóåò,

IF (z; R, H) = lim
ε↓0

R(Hε)−R(H)

ε
, (21)

ãäå Hε = (1−ε)H+ε∆z è ∆z � ýòî ìåðà Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå z.
Ðîáàñòíûå îöåíêè äîëæíû èìåòü îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ âëèÿíèÿ. Âîëü-

íî ãîâîðÿ, ýòî âëå÷åò, ÷òî ëþáûå åäèíè÷íûå çàñîðåíèÿ íå èìåþò ïðîèçâîëüíî
áîëüøîãî âëèÿíèÿ íà çíà÷åíèå îöåíêè.

Òåîðåìà 2.10. Ôóíêöèè âëèÿíèÿ çàñîðåíèÿ (x′, y′)′ íà ðàíãîâûå/çíàêîâûå
ìàòðè÷íûå êîððåëÿöèè ρS, ρK , ρQ â òî÷êå H0 òàêîé, ÷òî åå ìàðãèíàëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ F0, G0 � ñòàíäàðòíûå ñôåðè÷åñêèå, èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿ-
äîê ðîñòà ïî ‖x‖, ‖y‖ (äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé x, y) è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
p = q = 1 îãðàíè÷åíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
Òåîðåì 2.1-2.3 è âåçäå, ãäå ýòî íåîáõîäèìî, ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
âçÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìîæíî ìåíÿòü.

Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîëó÷åíû ôóíêöèè âëèÿíèÿ îäíî-
ìåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèé Ñïèðìåíà, Êåíäýëëà è êâàäðàòíîé êîð-
ðåëÿöèè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èõ âûâåñòè íå ñëîæíî, ýòè ðåçóëüòàòû, ïî-
âèäèìîìó, îòñóòñòâóþò â èçäàíèÿõ ïî ðîáàñòíîé ñòàòèñòèêå è îïóáëèêîâàíû
ñîâñåì íåäàâíî â ðàáîòå Croux, Dehon32, è òîëüêî äëÿ êâàäðàíòíîé êîððåëÿ-
öèè � ó Ïàñìàíà, Øåâëÿêîâà33.

30Ï. Õüþáåð. Ðîáàñòíîñòü â ñòàòèñòèêå. � Ì.: �Ìèð�, 1984.
31Ô. Õàìïåëü, Ý. Ðîí÷åòòè, Ï. Ðàóññåó, Â. Øòàýëü. Ðîáàñòíîñòü â ñòàòèñòèêå: ïîäõîä íà îñíîâå

ôóíêöèè âëèÿíèÿ. � Ì.: �Ìèð�, 1989.
32C. Croux, C. Dehon. �Robustness versus E�ciency for Nonparametric Correlation Measures�. � ECORE

discussion paper, 2008
33Â.Ð. Ïàñìàí, Ã.Ë. Øåâëÿêîâ. �Ðîáàñòíûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè�. � Àâòî-

ìàòèêà è Òåëåìåõàíèêà, ò. 27, ññ. 70-80, 1987.
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Èòàê, ïðåäëîæåííûå íàìè ñòàòèñòèêè áîëåå óñòîé÷èâû ê çàñîðåíèÿì, ÷åì
êëàññè÷åñêèå òåñòû, íî, òåì íå ìåíåå, íå ðîáàñòíû, ïîñêîëüêó èõ ôóíêöèè
âëèÿíèÿ íå îãðàíè÷åíû (çà èñêëþ÷åíèåì îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ p = q = 1).
Â ýòîì ñìûñëå, ìíîãîìåðíûå çíàêîâûå è ðàíãîâûå êîððåëÿöèè íàïîìèíàþò
âåñüìà ýôôåêòèâíûå è áîëåå óñòîé÷èâûå ïî ñðàâíåíèþ ñ ÌÍÊ îöåíêè íàè-
ìåíüøèõ ìîäóëåé.

3 Áëàãîäàðíîñòè
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîðó Þðèþ Íèêîëàåâè÷ó Òþðèíó, ïîä ðóêîâîäñòâîì êîòîðîãî
ïðîõîäèëà ðàáîòà íàä äèññåðòàöèåé, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíè-
ìàíèå. Àâòîð áëàãîäàðèò Õàííó Îéà çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ è Þðêè
Ìîòòîíåíà çà ïîìîùü â ïîëó÷åíèè ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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