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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Èçó÷åíèå èçìåðèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñò-

ðàíñòâàõ ñ ìåðàìè âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì Í. Âèíåðà,
Ð. Êàìåðîíà, Ó. Ìàðòèíà, Ê. Èòî, È. Ñèãàëà1,2,3,4. Òàêèå ìíîãî÷ëå-
íû ñíà÷àëà ïîÿâèëèñü â âèäå êðàòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ è
ðÿäîâ èç ìíîãî÷ëåíîâ îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, à çàòåì óæå
â áîëåå àáñòðàêòíîì âèäå. Ïîçæå îíè èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè,
ñì. ðàáîòû5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16. Â äâóõ ïîñëåäíèõ êíèãàõ ïîäðîá-
íî ðàññìîòðåí ãàóññîâñêèé ñëó÷àé è ïðèâåäåíà îáøèðíàÿ áèáëèî-
ãðàôèÿ ïî ñîâðåìåííûì èññëåäîâàíèÿì. Íåãàóññîâñêèé ñëó÷àé áûë
âïåðâûå èññëåäîâàí Î.Ã. Ñìîëÿíîâûì6 åùå â 60-õ ãîäàõ.

Èçìåðèìûå ìíîãî÷ëåíû âàæíû êàê äëÿ îáùåé òåîðèè, òàê è äëÿ
ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèé â ñòàòèñòèêå, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå,
ñòîõàñòè÷åñêîì àíàëèçå. Ýòî êðàñèâûé è èíòåðåñíûé îáúåêò, êîòî-
ðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî, íî îáëàäàåò âåñüìà íåòðè-
âèàëüíûìè ñâîéñòâàìè è äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì îòêðûòûõ
ïðîáëåì. Ýòè ïðîáëåìû èìåþò êàê êà÷åñòâåííûé, òàê è êîëè÷åñòâåí-

1Wiener N. The homogeneous chaos. Amer. J. Math. 1938. V. 60. P. 879�936.
2Cameron R.H., Martin W.T. The orthogonal development of non linear functionals in series

of Fourier�Hermite polynomials. Ann. Math. 1947. V. 48. P. 385�392.
3It�o K. Multiple Wiener integral. J. Math. Soc. Japan. 1951. V. 3. P. 157�169.
4Segal I. Tensor algebras over Hilbert spaces. I. Trans. Amer. Math. Soc. 1956. V. 81, N 2.

P. 106�134.
5Âåðøèê À.Ì. Îáùàÿ òåîðèÿ ãàóññîâñêèõ ìåð â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Óñïåõè ìàò.

íàóê. 1964. T. 19, N 1. Ñ. 210�212.
6Ñìîëÿíîâ Î.Ã. Èçìåðèìûå ïîëèëèíåéíûå è ñòåïåííûå ôóíêöèîíàëû â íåêîòîðûõ ëèíåé-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé. ÄÀÍ ÑÑÑÐ. 1966. Ò. 170. Ñ. 526�529.
7Ãèõìàí È.È., Ñêîðîõîä À.Â. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ò. 1. Íàóêà, Ì., 1971.
8Ñêîðîõîä À.Â. Èíòåãðèðîâàíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íàóêà, Ì., 1975.
9Äîáðóøèí Ð.Ë., Ìèíëîñ Ð.À. Ïîëèíîìû îò ëèíåéíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Óñïåõè ìàò.

íàóê. 1977. T. 32, N 2. C. 67�122.
10Äîðîãîâöåâ À.À. Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç è ñëó÷àéíûå îòîáðàæåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Íàóêîâà äóìêà, Êèåâ, 1982.
11Äàëåöêèé Þ.Ë., Ôîìèí Ñ.Â. Ìåðû è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ. Íàóêà, Ì., 1983.
12Êàëëèàíïóð Ã. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôèëüòðàöèè. Íåëèíåéíàÿ ôèëüòðàöèÿ è ñìåæíûå

âîïðîñû. Íàóêà, Ì., 1987.
13Äàâûäîâ Þ.À. Î ðàñïðåäåëåíèÿõ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ Âèíåðà�Èòî. Òåîðèÿ âåðîÿòí. è

åå ïðèìåí. 1990. T. 35. C. 51�62.
14Janson S. Gaussian Hilbert spaces. Cambridge University Press, Cambridge, 1997.
15Áîãà÷åâ Â.È. Ãàóññîâñêèå ìåðû. Íàóêà, Ì., 1997.
16Bogachev V.I. Gaussian measures. Amer. Math. Soc., Providence, Rhode Island, 1998.
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íûé õàðàêòåð, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ ê êàêèì-ëèáî àñèìïòîòè÷åñêèì
ñâîéñòâàì èëè îöåíêàì. Íåðåäêî ïðîáëåìû òàêîãî ðîäà èìåþò äåëî
äàæå ñ êîíå÷íîìåðíûìè ìíîãî÷ëåíàìè, íî çàâèñÿùèìè îò áîëüøîãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ, íå îãðàíè÷åííîãî â ñîâîêóïíîñòè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ôèêñèðîâàí-
íîé ñòåïåíè íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå íîðìû ýêâèâàëåíò-
íû. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ýòî óæå íå
òàê. Îäíàêî íåêîòîðûå âåñüìà ñîäåðæàòåëüíûå àíàëîãè óêàçàííîãî
êîíå÷íîìåðíîãî ôàêòà ñîõðàíÿþòñÿ è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.
Íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîé ðàäîíîâñêîé ãàóññîâ-
ñêîé ìåðû γ íà ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì íàòóðàëüíîì d íà ïðîñòðàíñòâå Pd(γ) âñåõ γ-èçìåðèìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå d ýêâèâàëåíòíû âñå íîðìû èç Lp(γ).
Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ îêàçûâàåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå èçìåðèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíû-
ìè èëè âñþäó îïðåäåëåííûìè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìåðû Âèíåðà òè-
ïè÷íûå èçìåðèìûå ìíîãî÷ëåíû çàäàþòñÿ êðàòíûìè ñòîõàñòè÷åñêè-
ìè èíòåãðàëàìè. Äàæå ïðîñòåéøèå íåïîñòîÿííûå èçìåðèìûå ìíî-
ãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñòîõàñòè÷åñêèå èí-
òåãðàëû (èíòåãðàëû Âèíåðà) äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé ïî âèíå-
ðîâñêîìó ïðîöåññó îêàçûâàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè íà ïðî-
ñòðàíñòâå òðàåêòîðèé ëèøü äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé îãðà-
íè÷åííîé âàðèàöèè.

Ïîïûòêè ïîëó÷èòü íå çàâèñÿùèå îò ðàçìåðíîñòè àíàëîãè êîíå÷-
íîìåðíîãî ðåçóëüòàòà îá ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì âîñõîäÿò ê ðàáîòå
Å. Ðåìåçà17, â êîòîðîé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû îöåíêè íà
ðîñò ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d â òåðìèíàõ ïîâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Ïîçæå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû
áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ñîâðåìåííîå
ïîíèìàíèå òåîðåìû Å. Ðåìåçà ïðèâåëî ê îñîçíàíèþ ðîëè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà. Ïåðâûé ñóùåñòâåííûé
øàã áûë ñäåëàí Æ. Áóðãýíîì, êîòîðûé â ñâîåé ñòàâøåé óæå êëàññè-
÷åñêîé ðàáîòå18 ïîëó÷èë îöåíêó ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé
ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà, íå çàâèñÿùóþ îò ðàçìåðíîñòè. Â äàëüíåéøåì
èäåÿ Æ. Áóðãýíà î ñâÿçè îöåíîê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷å-

17Remez E.J. Sur une propri�et�e extremale des polyn�omes de Tschebychef. Ñîîáù. Õàðüê. ìàò.
î-âà. 1936. Ò. 13. Ñ. 93�95.

18Bourgain J. On the distribution of polynomials on hight dimensional convex sets. Lecture Notes
in Math. 1991. V. 1469. P. 127�137.
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íèé ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âû-
ïóêëûõ òåë, áëèçêèìè íåðàâåíñòâó Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷èëà
øèðîêîå ðàçâèòèå, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû19,20,21,22,23. Èñïîëüçîâàíèå
ãåîìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ òèïà íåðàâåíñòâà Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî
ïðèâåëî ê ðàññìîòðåíèþ âåðîÿòíîñòíûõ âûïóêëûõ (èíîå íàçâàíèå:
ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ) ìåð, ñâÿçàííûõ ñ ëîãàðèôìè÷åñêè âî-
ãíóòûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå åùå â 80-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà øèðî-
êî èñïîëüçîâàëèñü â ñòîõàñòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè, ñì., íàïðè-
ìåð, ðàáîòó24. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå âûïóêëûå ìåðû íà
êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-
ñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ25. Ýòî ïðèâåëî ê
íîâîìó âñïëåñêó èññëåäîâàíèé çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îöåíêàìè ìíîãî-
÷ëåíîâ â èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ âûïóêëûìè ìåðàìè, ñì.25,26,27.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íåäàâíåé ðàáîòå À.À. Äîðîãîâöåâà28 áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,
L2(γ)-íîðìà íà ïðîñòðàíñòâå Pd(γ) ýêâèâàëåíòíà L2(γ|B)-íîðìå, ãäå
γ|B � ñóæåíèå ìåðû γ íà åäèíè÷íûé øàð B ïðîñòðàíñòâà X. Îäíàêî
îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè àíàëîãè÷íûõ óòâåð-
æäåíèé êàê äëÿ áîëåå îáùèõ ìíîæåñòâ, òàê è äëÿ áîëåå îáùèõ ìåð.
Çàòðîíóòûå âîïðîñû èìåþò âàæíûå è èíòåðåñíûå êà÷åñòâåííûå è
êîëè÷åñòâåííûå àñïåêòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó-
÷åíû ïóòåì ñî÷åòàíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê è ðàçëè÷íûõ êà÷å-

19Bobkov S.G. Large deviations and isoperimetry over convex probability measures with heavy
tails. Electr. J. Probab. 2007. V. 12, N 39. P. 1072�1100.

20Bobkov S.G., Nazarov F.L. On convex bodies and log-concave probability measures with
unconditional basis. Geometric Aspect of Functional Analysis. Lecture Notes in Math. 2003.
V. 1807. P. 53�69.

21Carbery A. Wright J. Distributional and Lq norm inequalities for polynomials over convex
bodies in Rn. Math. Res. Lett. 2001. V. 8. P. 233�248.

22Gromov M., Milman V. Brunn theorem and a concentration of volume phenomena for
symmetric convex bodies. Lecture Notes in Math. 1984. V. 1469. P. 127�137.

23Klartag B., Milman V.D. Geometry of log-concave functions and measures. Geometriae
Dedicata. 2005. V. 112. P. 169�182.

24Prekopa A. Logarithmic concave measures and related topics. Stochastic Programming. Ed.
by M.A.H. Dempster. P. 63�82. Academic Press, New York, 1980.

25Íàçàðîâ Ô., Ñîäèí Ì., Âîëüáåðã À. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ëåììà Êàííàíà � Ëîâàñà � Øè-
ìîíîâè÷à, íå çàâèñÿùèå îò ðàçìåðíîñòè îöåíêè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïîëèíîìîâ è ðàñ-
ïðåäåëåíèå íóëåé ñëó÷àéíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Àëãåáðà è àíàëèç. 2002. Ò. 14, N 2.
Ñ. 214�235.

26Bobkov S.G. Remarks on the growth of Lp-norms of polynomials. Lecture Notes in Math. 2000.
V. 1745. P. 27�35.

27Kannan R., Lovasz L., Simonovits M. Isoperimetric problem for convex bodies and a
localization lemma. Discrete Comput. Geom. 1995. V. 13. P. 541�559.

28Äîðîãîâöåâ À.À. Èçìåðèìûå ôóíêöèîíàëû è ôèíèòíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ìåðû íà
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Óêð. ìàòåì. æóðí. 2000. Ò. 52, N 9. Ñ. 1194�1204.
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ñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàññìîòðåíèåì àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîñëåäíåå
îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçûâàåò òåìàòèêó ðàáîòû ñ ïðåäåëüíûìè òåîðåìà-
ìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñì. ðàáîòû29,30. Çäåñü óìåñòíî íàïîìíèòü,
÷òî ïîëèíîìèàëüíûå ñòàòèñòèêè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèëîæå-
íèÿõ.

Öåëü ðàáîòû.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâÿçåé ìåæäó èí-

òåãðàëüíûìè íîðìàìè íà ïðîñòðàíñòâàõ èçìåðèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé,
ïîëó÷åííûìè èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó è èíòåãðèðî-
âàíèåì ïî ïîäìíîæåñòâó. Êðîìå òîãî, èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñõî-
äèìîñòüþ ìíîãî÷ëåíîâ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè ïî ìåðå íà ïîäìíî-
æåñòâå è íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â

ñëåäóþùåì:
1. Â ñëó÷àå ãàóññîâñêîé ìåðû äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ Lp-íîðìà íà

ïðîñòðàíñòâå èçìåðèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà ýê-
âèâàëåíòíà ëþáîé Lr-íîðìå îòíîñèòåëüíî ñóæåíèÿ äàííîé ìåðû íà
ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå äîêàçàíî äëÿ ìåð, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòíîñèòåëüíî ãàóñ-
ñîâñêèõ.

2. Îïèñàíû øèðîêèå êëàññû âûïóêëûõ ìåð, íà êîòîðûå ïåðå-
íîñèòñÿ ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò. Ê ýòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ëèíåé-
íûå îáðàçû ñ÷åòíûõ ïðîèçâåäåíèé âûïóêëûõ ìåð íà êîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

3. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî áåç ñóùåñòâåííûõ îã-
ðàíè÷åíèé íà ìåðû äîêàçàííûå ðåçóëüòàòû òåðÿþò ñèëó äàæå äëÿ
î÷åíü õîðîøèõ ìíîæåñòâ. Â ÷àñòíîñòè, äàæå äëÿ øàðîâ îíè íå ïåðå-
íîñÿòñÿ íà ìåðû, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå îòíîñèòåëüíî ñóììû äâóõ
ãàóññîâñêèõ ìåð.

29Ïðîõîðîâ Þ.Â., Âèñêîâ Î.Â., Õîõëîâ Â.È. Áèíîìèàëüíûå àíàëîãè íåðàâåíñòâà ×åðíîâà.
Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. 2001. Ò. 46, N 3. Ñ. 592�594.

30Ãåòöå Ô., Ïðîõîðîâ Þ.Â., Óëüÿíîâ Â.Â. Îöåíêè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíî-
ãî÷ëåíîâ îò àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Óñïåõè ìàòåì. íàóê. 1996.
Ò. 51, N 2. Ñ. 3�26.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ìåðû, â ÷àñòíîñòè, òåî-

ðèÿ óñëîâíûõ ìåð, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
à òàêæå íåêîòîðûå îðèãèíàëüíûå êîíñòðóêöèè, ðàçðàáîòàííûå àâ-
òîðîì äèññåðòàöèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ìåðû, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåî-
ðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, íåëèíåéíîì
àíàëèçå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñå-

ìèíàðå ½Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà� ïîä ðóêîâîäñòâîì
Â.È. Áîãà÷åâà è Í.À. Òîëìà÷åâà (ÌÃÓ, 2003�2008 ãã.), íà êîíôåðåí-
öèÿõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (2004, 2007 ãã.) è íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè ½Ïðîñòðàíñòâî Ñêîðîõîäà: 50 ëåò ñïóñòÿ� (Êèåâ, 2007 ã.).

Ïóáëèêàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3 ðàáîòàõ àâ-

òîðà, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, âêëþ÷àþùèõ 9 ïà-

ðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 47 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 62 ñòðàíèöû.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ñîâðåìåííîé ïðîáëåìàòèêå, îòíîñÿùåéñÿ ê èçó÷åíèþ ìíîãî÷ëå-
íîâ íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðàìè, â ÷àñòíîñòè, ê èñ-
ñëåäîâàíèþ èõ ñõîäèìîñòè è îöåíèâàíèþ íîðì, êëþ÷åâûìè ÿâëÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèå äâå â êàêîì-òî ñìûñëå äâîéñòâåííûå çàäà÷è.

1. Ïóñòü íà ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàíà íåêîòîðàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå óñëîâèÿ íà µ, ÷òî-
áû äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X c µ(A) > 0 íîðìû èç Lp(µ|A)
è Lp(µ) íà ïðîñòðàíñòâå èçìåðèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ôèêñèðîâàí-
íîé ñòåïåíè áûëè ýêâèâàëåíòíû. Çäåñü ÷åðåç µ|A ìû îáîçíà÷àåì
ñóæåíèå ìåðû µ íà ìíîæåñòâî A.

2. Ïóñòü â ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàíî ïîäìíî-
æåñòâî A ⊂ X c µ(A) > 0 (èëè êëàññ ïîäìíîæåñòâ, îáëàäàþ-
ùèõ íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè). Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå óñëîâèÿ
íà âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ, ÷òîáû íîðìû èç Lp(µ|A) è Lp(µ) íà
ïðîñòðàíñòâå èçìåðèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè
áûëè ýêâèâàëåíòíû.

Îáå ýòè çàäà÷è îêàçàëèñü òðóäíûìè è â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåñü-
ìà äàëåêè îò ñâîåãî îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Â äèññåðòàöèè åñòü
ðåçóëüòàòû ïî îáåèì çàäà÷àì, íî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê
ïåðâîé çàäà÷å, ïî êîòîðîé äîñòèãíóò ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ. Â ãëà-
âå 2 ýòà çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ äëÿ ãàóññîâñêèõ ìåð, à â ãëàâå
3 äëÿ øèðîêîãî êëàññà âûïóêëûõ ìåð. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿ-
çàííûå ñî âòîðîé çàäà÷åé, ïðèâåäåíû â ãëàâå 1.

Ãëàâà 1.

Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåî-
ðèè ìåðû è òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Êðîìå òîãî, ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Îñíîâ-
íûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûå ìíîãî÷ëåíû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü µ � ðàäîíîâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà
ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pd(µ) çàìû-
êàíèå îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî ìåðå µ ìíîæåñòâà êîíå÷íî-
ìåðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

f(x) = g(l1(x), . . . , ln(x)),
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ãäå g � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d íà Rn è l1, . . . , ln � íåïðåðûâíûå ëè-
íåéíûå ôóíêöèîíàëû íà X.

Â ýòîé æå ãëàâå ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà âåðîÿòíîñòíóþ
ìåðó µ íà ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X è èçìåðèìîå ìíîæå-
ñòâî A ⊂ X ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ïðè êîòîðûõ èç ñõîäèìîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè
d ïî ìåðå íà A ñëåäóåò èõ ñõîäèìîñòü ïî ìåðå íà âñåì X. Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóåòñÿ îäíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó
èçìåðèìîìó ìíîæåñòâó M äëÿ d ∈ N ñîïîñòàâëÿåò íîâîå èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî Md. ¾Ìàññèâíîñòü¿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîæåñòâà Md

è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîñèëüíîñòè äâóõ
âèäîâ ñõîäèìîñòè ïî ìåðå. Â êîíöå ãëàâû ïðèâåäåíû äâà ïðèìåðà.
Ïåðâûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìíîæå-
ñòâî Md ìîæåò áûòü íå î÷åíü ¾ìàññèâíûì¿: óêàçàí ïðèìåð íåïðå-
ðûâíîé ñèíãóëÿðíîé ìåðû µ0 íà ïðÿìîé è èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà M

ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, òàêèõ, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà M1 âåðíî ðàâåíñòâî
µ0(M1) = 0. Ñèíãóëÿðíîñòü çäåñü ñóùåñòâåííà, èáî äëÿ ìíîæåñòâà
M ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà ìíîæåñòâî M1 ñîäåðæèò èíòåðâàë.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèâåäåí ïðèìåð áåñêîíå÷íîìåðíîé ãàóññîâñêîé
ìåðû γ è òàêîãî ìíîæåñòâà M , ÷òî γ(M) > 0, íî γ(M1) = 0.

Îäíàêî îòìå÷àåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíîñòü ýòîãî óñëîâèÿ, ñîñòîÿùàÿ
â òîì, ÷òî äëÿ îáùèõ ìåð äîâîëüíî ïðîñòûå ìíîæåñòâà åìó íå óäî-
âëåòâîðÿþò. Áîëåå òîãî, ïðèâåäåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â
îáùåì ñëó÷àå áåç ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà ìåðó íåëüçÿ ïîëó-
÷èòü óíèâåðñàëüíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äàæå äëÿ õîðîøèõ ìíî-
æåñòâ. Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåð áåçàòîìè÷åñêîé âåðîÿòíîñòíîé
ìåðû µ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l2, ìíîæåñòâà A ñ µ(A) > 0
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ lj (äàæå ïåðâîãî ïîðÿäêà), êîòî-
ðûå ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå íà A, íî íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. Â êà÷åñòâå
A çäåñü ìîæíî âçÿòü êàê êîìïàêò, òàê è øàð (îòêðûòûé èëè çà-
ìêíóòûé). Êðîìå òîãî, ìîæíî ñäåëàòü ìåðó µ ïîëîæèòåëüíîé íà
âñåõ íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ. Áîëåå òîãî, òàêàÿ ìåðà ìîæåò
èìåòü îãðàíè÷åííóþ ïëîòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñóììû äâóõ ãàóññîâ-
ñêèõ ìåð (íî íå ìîæåò èìåòü ïëîòíîñòü îòíîñèòåëüíî îäíîé ãàóñ-
ñîâñêîé ìåðû). Â ïîñòðîåííîì ïðèìåðå íîðìû èç Lp(µ) è Lp(µ|A) íà
ïðîñòðàíñòâå èçìåðèìûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé íå ýêâèâàëåíòíû.
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Ãëàâà 2.

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü èçìåðèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â
ñëó÷àå ãàóññîâñêîé ìåðû. Íàïîìíèì, ÷òî ðàäîíîâñêàÿ âåðîÿòíîñò-
íàÿ ìåðà γ íà ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ãàóñ-
ñîâñêîé, åñëè âñÿêèé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X ÿâ-
ëÿåòñÿ ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé îòíîñèòåëüíî γ. Òàêàÿ ìå-
ðà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè îíà íå ñîñðåäîòî÷åíà íà ñîá-
ñòâåííîì çàìêíóòîì àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Îñíîâíîé ðåçóëü-
òàò ãëàâû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ � ðàäîíîâñêàÿ ãàóññîâñêàÿ
ìåðà, p ∈ [1,∞) è çàäàíî γ-èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A ïîëîæèòåëü-
íîé γ-ìåðû. Òîãäà Lp(γ)-íîðìà íà ïðîñòðàíñòâå Pd(γ) ýêâèâàëåíò-
íà Lp(γ|A)-íîðìå.

Ýòà òåîðåìà çàìåòíî óñèëèâàåò óïîìÿíóòûé âûøå ðåçóëüòàò
À.À. Äîðîãîâöåâà äëÿ øàðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè îáîñíîâàíèè óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíî-
ãî÷ëåíîâ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè èç ñõîäèìîñòè ïî ìåðå íà ìíîæå-
ñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû (îòíîñèòåëüíî ãàóññîâñêîé ìåðû!) ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü ïî ìåðå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü p ∈ [1, +∞). Ïóñòü µ = % · γ, ãäå γ �
ðàäîíîâñêàÿ ãàóññîâñêàÿ ìåðà è % ∈ L1+ε(γ) � íåêîòîðàÿ âåðîÿò-
íîñòíàÿ ïëîòíîñòü, ïðè÷åì ε > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî µ-
èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A ñ µ(A) > 0. Òîãäà Lp(µ)-íîðìà íà ïðî-
ñòðàíñòâå Pd(µ) ýêâèâàëåíòíà Lp(µ|A)-íîðìå íà Pd(µ). Êðîìå òî-
ãî, âñå òàêèå íîðìû ïðè ðàçíûõ p ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ãëàâå 1 ïîñòðîåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé,
÷òî ýòà òåîðåìà íå ïåðåíîñèòñÿ íà ìåðû, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå îò-
íîñèòåëüíî ñóììû äâóõ ãàóññîâñêèõ ìåð. Â ýòîì ïðèìåðå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñõîäèòñÿ ïî ìåðå
è âî âñåõ Lp íà øàðå (îòíîñèòåëüíî ìåðû, çàäàííîé îãðàíè÷åííîé
ïëîòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ñóììû äâóõ íåâûðîæäåííûõ ãàóññîâñêèõ
ìåð), íî íå ñõîäèòñÿ ïî ìåðå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå (òåì áîëåå íåò
ñõîäèìîñòè â Lp íà âñåì ïðîñòðàíñòâå).

Óæå äîëãî îñòàåòñÿ îòêðûòîé òàêàÿ ïðîáëåìà: åñëè èçìåðèìûå
ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè d íà ïðîñòðàíñòâå ñ ãàóññîâñêîé ìåðîé ñõîäÿòñÿ

8



ïî ðàñïðåäåëåíèþ, òî áóäåò ëè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàòü
ñ ðàñïðåäåëåíèåì êàêîãî-ëèáî èçìåðèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d?
Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò èçâåñòåí ëèøü äëÿ d = 1, 2. Ðåçóëüòàòû ãëà-
âû 2 ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ôèê-
ñèðîâàííîé ñòåïåíè, ñõîäÿùèõñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ.

Ãëàâà 3.

Â ãëàâå 3 ïîëó÷åíû àíàëîãè ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2 äëÿ øèðîêîãî
êëàññà âûïóêëûõ ìåð.

Íàïîìíèì, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ íà Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé
(èëè ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé), åñëè îíà ñîñðåäîòî÷åíà íà íåêîòî-
ðîì àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå L è çàäàåòñÿ íà íåì îòíîñèòåëü-
íî ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðû Ëåáåãà ïëîòíîñòüþ âèäà exp(−V ), ãäå
V � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà L (ðàâíàÿ +∞ âíå âûïóêëîãî ìíîæå-
ñòâà, íà êîòîðîì îíà êîíå÷íà). Òàêèå ìåðû âîçíèêàþò âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíè-
ÿõ. Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ áûëî îïóáëèêîâàíî ìíîãî ðàáîò ïî
âûïóêëûì ìåðàì â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
íåðàâåíñòâ è ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé, â
òîì ÷èñëå ìíîãî÷ëåíîâ. Ðÿä îáùèõ ñâîéñòâ âûïóêëûõ ìåð èçëîæåí
â êíèãàõ31,32, ãäå ìîæíî íàéòè äîïîëíèòåëüíûå áèáëèîãðàôè÷åñêèå
ññûëêè. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîíàäîáèòñÿ
ëèøü îäíî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ðàäîíîâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ íà ëîêàëüíî
âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè åå îáðàçû ïðè
íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿõ â êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàí-
ñòâà âûïóêëû. Ðàâíîñèëüíîå óñëîâèå:

µ(λA + (1− λ)B) ≥ µ(A)λ · µ(B)1−λ

äëÿ âñåõ λ ∈ [0, 1] è âñåõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ A è B.

Ãàóññîâñêèå ìåðû ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè, íî îáëàäàþò çàìåòíîé
ñïåöèôèêîé. Âàæíûì ïðèìåðîì íå îáÿçàòåëüíî ãàóññîâñêîé âûïóê-
ëîé ìåðû ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå âûïóêëûõ ìåð íà êîíå÷-
íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ èëè ëèíåéíûé îáðàç òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

31Áîãà÷åâ Â.È. Îñíîâû òåîðèè ìåðû. Ò. 1, 2. 2-å èçä. ÐÕÄ, Ìîñêâà�Èæåâñê, 2006.
32Áîãà÷åâ Â.È. Äèôôåðåíöèðóåìûå ìåðû è èñ÷èñëåíèå Ìàëëÿâýíà. ÐÕÄ, Ìîñêâà�Èæåâñê,

2008.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 3.2.4. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ Xk = Rnk ñ áîðåëåâñêèìè σ-àëãåáðàìè Bk è ïðè
êàæäîì k äàíà âûïóêëàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µk íà Xk. Ðàññìîò-
ðèì ïðîñòðàíñòâî X =

∏∞
k=1 Xk ñ ïðîäàêò-ìåðîé µ =

⊗∞
k=1 µk. Çà-

ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî M ⊆ X c µ(M) > 0 è íàòóðàëüíîå ÷èñëî d.
Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ èç Pd(µ) ñõîäèòñÿ ïî
ìåðå íà M , òî îíà ñõîäèòñÿ ïî ìåðå íà âñåì X è âî âñåõ Lp(µ),
ãäå p < ∞.

(ii) Äëÿ âñÿêîãî p ∈ [1, +∞) íà ïðîñòðàíñòâå Pd(µ) íîðìà èç
Lp(µ) ýêâèâàëåíòà íîðìå èç Lp(µ|M).

Çíà÷èò, ïðè 1 ≤ p, q < ∞ íà ïðîñòðàíñòâå Pd(µ) íîðìà èç
Lp(µ) ýêâèâàëåíòà íîðìå èç Lq(µ|M).

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî â ýòîé òåîðåìå êëàññà âûïóêëûõ ìåð, êàê è
äëÿ êëàññà âñåõ ãàóññîâñêèõ ìåð, ñîâïàäàþò äâà åñòåñòâåííûõ ïîíÿ-
òèÿ èçìåðèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d. Â ýòîì ñîñòîèò ñîäåðæàíèå
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííîãî â äàííîé ãëàâå.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.5. Äëÿ âûïóêëûõ ìåð µ ðàññìîòðåííîãî â
ïðåäûäóùåé òåîðåìå âèäà ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
Pd(µ) ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñòåïåíè d â ìåòðèêå ñõîäèìîñòè ïî ìåðå, à òàêæå ñ çàìûêà-
íèåì â ëþáîì Lp(µ) ñ p < ∞.

Âåðíî ëè ýòî äëÿ âñåõ âûïóêëûõ ìåð, îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðî-
ñîì.

Ñëåäñòâèå 3.2.6. Ïóñòü µ � âûïóêëàÿ ìåðà óêàçàííîãî â òåî-
ðåìå 3.2.4 âèäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E � ñóñëèíñêîå ëîêàëüíî âû-
ïóêëîå ïðîñòðàíñòâî è T : X → E � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íà íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå L ⊂ X ïîëíîé ìåðû. Òîãäà ìåðà ν = µ ◦ T−1 íà E âûïóêëà,
ïðè÷åì äëÿ íåå òàêæå âåðíî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 3.2.4.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñëåäñòâèÿ ïóòåì îáðàçîâàíèÿ ëèíåéíûõ îá-
ðàçîâ, ñ÷åòíûõ ïðîèçâåäåíèé è ñâåðòîê ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåòñÿ
êëàññ ìåð, äëÿ êîòîðûõ ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà îñòàåòñÿ â ñèëå. Íåèç-
âåñòíî, âåðíà ëè îíà äëÿ âñåõ âûïóêëûõ ìåð. Ïðàâäà, íå óäàëîñü
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ïîñòðîèòü è âûïóêëûå ìåðû, íå îõâàòûâàåìûå îïèñàííîé ïðîöåäó-
ðîé ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî ñëåäñòâèÿ. Âèäèìî, òàêèå ìåðû âñå æå
ñóùåñòâóþò, íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì, ÷òî ñàìà òåîðåìà
âåðíà äëÿ âñåõ âûïóêëûõ ìåð. Ïîëó÷åííûå â ãëàâå 3 ðåçóëüòàòû ìî-
ãóò áûòü ïîëåçíû ïðè äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè ýòîé ïðîáëåìû, òàê
êàê íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ðàññóæäåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ îñòàþòñÿ
â ñèëå äëÿ âñåõ âûïóêëûõ ìåð.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ ïðîôåññîðó Â.È. Áîãà÷åâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîìîùü
â ðàáîòå.
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