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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Èñòîðè÷åñêèé îáçîð. Çàäà÷è õàðàêòåðèçàöèè ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ
ïðîñòðàíñòâ ìàòðèö, ò.å. îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ìàòðè÷íûå ñâîéñòâà èëè
èíâàðèàíòû, ïîñòîÿííî âîçíèêàþò êàê â êà÷åñòâå åñòåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
çàäà÷, òàê è â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè. Íå ñëó÷àéíî, â ïîñëåäíåå âðåìÿ
ïðîèñõîäèò îñîáåííî áóðíîå ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè.

Îòîáðàæåíèå T : Mn(R) → Mn(R) ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà n íàä
êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ ôðîáåíèóñîâûì ýíäîìîðôèçìîì äëÿ íåêîòîðîãî ñâîéñòâà
P (ãîâîðÿò åùå, ÷òî T ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî P), åñëè èç óñëîâèÿ: ìàòðèöàA îáëàäàåò
ñâîéñòâîì P ñëåäóåò, ÷òî åå îáðàç � ìàòðèöà T (A)� òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì P .
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çà÷àñòóþ ýòîé èíôîðìàöèè ñîâìåñòíî ñ íåêîòîðûìè äàííûìè
îá îòîáðàæåíèè T , íàïðèìåð, ëèíåéíîñòü èëè ñþðúåêòèâíîñòü, äîñòàòî÷íî äëÿ
ïîëíîé õàðàêòåðèçàöèè îòîáðàæåíèÿ T . Ðàçðàáîòêà âîïðîñà õàðàêòåðèçàöèè
ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ ìàòðè÷íûå èíâàðèàíòû, ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíûì ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Èçó÷åíèå ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ âîñõîäèò ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó,
êîòîðûé ïîñòàâèë Äåäåêèíä 1 â 1880. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà
n. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåçàâèñèìûõ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ
ïåðåìåííûõ {xg}g∈G. Ãðóïïîâîé ìàòðèöåé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà XG ïîðÿäêà n, ñòîëáöû è ñòðîêè êîòîðîé çàèíäåêñèðîâàíû ýëåìåíòàìè
ãðóïïû G òàê, ÷òî (g, h)-òûé ýëåìåíò ìàòðèöû åñòü xgh−1. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
XG � ýòî îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n îò ïåðåìåííûõ {xg}g∈G. Äåäåêèíä
íàçâàë ýòîò ìíîãî÷ëåí ãðóïïîâûì îïðåäåëèòåëåì è óñòàíîâèë, ÷òî åñëè G �
àáåëåâà ãðóïïà, òî åå ãðóïïîâîé îïðåäåëèòåëü ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Áîëåå òîãî, êîýôôèöèåíò
ïðè ïåðåìåííîé xg â êàæäîì ëèíåéíîì ìíîæèòåëå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì
ãðóïïîâîãî õàðàêòåðà íà ýëåìåíòå g ∈ G. Íàïðèìåð, åñëè G = Z3 � öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà ïîðÿäêà 3, òî åå ãðóïïîâàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

Z3 e a a2

x y z

e x y z

a z x y

a2 y z x

Òàáëèöà õàðàêòåðîâ äëÿ ãðóïïû Z3 òàêîâà:
1R. Dedekind, Gesammelte Mathematische Werke. II // Chelsea, New York, 1969.
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Z3 e a a2

χ1 1 1 1
χ2 1 ε ε2

χ3 1 ε2 ε

çäåñü ε = e2πi/3. Ðàçëîæåíèå äëÿ ãðóïïîâîãî îïðåäåëèòåëÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ∣∣∣∣∣∣

x y z

z x y

y z x

∣∣∣∣∣∣ = (x + y + z)(x + εy + ε2z)(x + ε2y + εz) .

Îòêóäà âèäíî, ÷òî ëþáàÿ ñòðîêà òàáëèöû õàðàêòåðîâ ãðóïïû Z3 îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíîæèòåëþ â ðàçëîæåíèè äëÿ ãðóïïîâîãî
îïðåäåëèòåëÿ.

Äëÿ íåêîòîðûõ íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû òðåòüåãî ïîðÿäêà S3, è äëÿ ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q8, Äåäåêèíä òàêæå
ðàçëîæèë èõ ãðóïïîâûå îïðåäåëèòåëè â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé,
ñðåäè êîòîðûõ áûëè óæå íåëèíåéíûå. Îäíàêî îáùàÿ ñèòóàöèÿ îñòàâàëàñü íåÿñíîé
è Äåäåêèíä ïîñòàâèë âîïðîñ î ðàçëîæåíèè äëÿ ãðóïïîâîãî îïðåäåëèòåëÿ êîíå÷íîé
íåàáåëåâîé ãðóïïû â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé. Ðàáîòàÿ íàä ýòîé
ïðîáëåìîé, Ôðîáåíèóñ ñîçäàë íåñêîëüêî íîâûõ ïëîäîòâîðíûõ òåîðèé: îäíîé èç
íèõ áûëà òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï, à äðóãîé � òåîðèÿ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ìàòðè÷íûå èíâàðèàíòû, êîòîðîé ïîñâÿùåíà äàííàÿ
ðàáîòà. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ñâîèõ èäåé Ôðîáåíèóñó 2 óäàëîñü ïîëíîñòüþ
ðåøèòü ïðîáëåìó Äåäåêèíäà.

Ôðîáåíèóñ äîêàçàë, ÷òî ãðóïïîâîé îïðåäåëèòåëü êîíå÷íîé ãðóïïû G

ðàçëàãàåòñÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ïðîèçâåäåíèå âèäà P i1
1 · · ·P

ik
k ,

ãäå ìíîãî÷ëåíû Pj, j = 1, . . . , k, � íåïðèâîäèìû è ij = deg(Pj), j = 1, . . . , k,
ò. å. êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà â ðàçëîæåíèå
ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Áîëåå òîãî, ëþáîé íåïðèâîäèìûé
ìíîãî÷ëåí â ýòîì ðàçëîæåíèè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó íåïðèâîäèìîìó
ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû G, è ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñî
ñòåïåíüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
óñòàíîâèòü, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñîîòâåòñòâóåò åäèíîìó
ìíîæèòåëþ â ðàçëîæåíèè äëÿ ãðóïïîâîãî îïðåäåëèòåëÿ, Ôðîáåíèóñó
ïîíàäîáèëîñü îõàðàêòåðèçîâàòü áèåêòèâíûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ñîõðàíÿþùèå îïðåäåëèòåëü ìàòðèö íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî òðàíñïîíèðîâàíèå è ïîäîáèå ÿâëÿþòñÿ ôðîáåíèóñîâûìè ýíäîìîðôèçìàìè
äëÿ îïðåäåëèòåëÿ. Îïðåäåëèì íà îñíîâå ýòèõ äâóõ ïðèìåðîâ ñëåäóþùèé êëàññ
ñòàíäàðòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

2G. Frobenius, �Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen, Sitzungsber. Berlin:
Preuss. Akad. Wiss. Berlin, 1897, 994-1015. ( Ã. Ôðîáåíèóñ, Òåîðèÿ õàðàêòåðîâ è ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï // Ïåðåâîä
ñ íåì. ïîä ðåä. À.Ê.Ñóøêåâè÷à. Õàðüêîâ: Ãîñ. íàó÷. òåõí. èçä. Óêðàèíû, 1937, 106-127.)
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Ïóñòü Mm,n(R) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ìàòðèö ïîðÿäêà m × n ñ êîëüöîì
êîýôôèöèåíòîâ R. Â ñëó÷àå, êîãäà m = n, Mn(R) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî
êâàäðàòíûõ ìàòðèö Mn,n(R), GLn(R) îáîçíà÷àåò ãðóïïó îáðàòèìûõ ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå T : Mm,n(F) → Mm,n(F) íàçûâàåòñÿ
ñòàíäàðòíûì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â ñëåäóþùåì âèäå: íàéäóòñÿ ìàòðèöû P ∈
GLm(F), Q ∈ GLn(F) òàêèå, ÷òî T (X) = PXQ äëÿ âñåõ ìàòðèö X ∈ Mm,n(F).
Â ñëó÷àå m = n ïðåîáðàçîâàíèå T (X) = P (X t)Q äëÿ âñåõ X ∈ Mn(F), ãäå X t

îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó, òîæå íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ôðîáåíèóñà 1897ã. äàåò ïîëíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ îïðåäåëèòåëü.

Òåîðåìà 2. [Ôðîáåíèóñ 2] Ïóñòü T : Mn(C) → Mn(C) � áèåêòèâíîå ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî det T (X) = det X äëÿ âñåõ ìàòðèö X ∈ Mn(C).
Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå T ñòàíäàðòíî è det (PQ) = 1.

Â 1925ã. Øóð 3 îáîáùèë òåîðåìó Ôðîáåíèóñà: îí çàìåíèë óñëîâèå
èíâàðèàíòíîñòè îïðåäåëèòåëÿ íà óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè âñåõ ìèíîðîâ
íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà r. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó åãî òåîðåìû,
ïðèíàäëåæàùóþ Ìàðêóñó è Ìýþ 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû X ∈ Mm,n(C)
ðàññìàòðèâàåòñÿ r-àÿ ìàòðèöà äîïîëíåíèé Cr(X) ∈ M(m

r ),(n
r)

(C), ñîñòîÿùàÿ èç

ìèíîðîâ ìàòðèöû X ïîðÿäêà r, óïîðÿäî÷åííûõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïî ñòðîêàì è
ñòîëáöàì.

Òåîðåìà 3. [Øóð 3,4] Ïóñòü T : Mm n(C) → Mm n(C) � áèåêòèâíîå ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ çàäàííîãî ïàðàìåòðà r, 2 ≤ r ≤ min{m,n}, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå áèåêòèâíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå S : M(m

r ),(n
r)

(C) →
M(m

r ),(n
r)

(C), ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû X ∈ Mm,n(C)

Cr(T (X)) = S(Cr(X)) .

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå T ñòàíäàðòíîå.

Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà èìåëà ñëîæíîå êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî. Â 1949ã.
Äüåäîííå 5 ïðåäëîæèë íîâûé ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèè ôðîáåíèóñîâûõ
ýíäîìîðôèçìîâ, áàçèðóþùèéñÿ íà îñíîâíîé òåîðåìå ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.
Äüåäîííå ïîëó÷èë ñòàíäàðòíóþ õàðàêòåðèçàöèþ áèåêòèâíûõ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ âûðîæäåííûå ìàòðèöû íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì.

Òåîðåìà 4. [Äüåäîííå 5] Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è T � îáðàòèìîå
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íà Mn(F), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: èç det X = 0
ñëåäóåò det T (X) = 0. Òîãäà îòîáðàæåíèå T ñòàíäàðòíî.

3I. Schur, Einige Bemerkungen zur Determinantentheorie // Akad. Wiss. Berlin, S.-Ber. Preuß. (1925), 454�463.
4M. Marcus, F. May, On a theorem of I. Schur concerning matrix transformations // Archiv der Mathematik. 11

(1960) 27-30.
5J. Dieudonn�e, Sur une g�en�eralisation du groupe orthogonal �a quatre variables // Arch. Math. 1 (1949), 282�287.
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Å.Á. Äûíêèí 6 ïîëó÷èë òåîðåìó Ôðîáåíèóñà è ñåðèþ ñâÿçàííûõ ñ íåé
ðåçóëüòàòîâ â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ñâîåé êëàññèôèêàöèè ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï
êëàññè÷åñêèõ ãðóïï. Â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå.
Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ñòàíäàðòíûå
ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ïîäãðóïïó Stn(F) â ãðóïïå GLn2(F) âñåõ
îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö. Ãðóïïà Stn(F) èìååò
ñòðóêòóðó ñïëåòåíèÿ Stn(F) ∼= GLn(F) Wr Z2, ãäå Z2 � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ
òðàíñïîíèðîâàíèåì. Äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ Mn(F) îáîçíà÷èì ÷åðåç
Fix S ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé T , îñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî S

èíâàðèàíòíûì, ò. å. T (S) ⊆ S. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Fix S èìååò
ñòðóêòóðó ìîíîèäà ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè êîìïîçèöèè. Â îáùåì ñëó÷àå,
ìîíîèä Fix S íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â GLn2(F), òàê êàê âêëþ÷åíèå T (S) ⊆ S

íå îáÿçàòåëüíî âëå÷åò ðàâåíñòâî T (S) = S. Îäíàêî, Ä. Äèêñîíîì, ñì. íàïðèìåð
îáçîð 7, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ Mn(F)
îòîáðàæåíèå T äåéñòâóåò íà S ñþðúåêòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå,
ìîíîèä Fix S èìååò ñòðóêòóðó ãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì, êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ìíîæåñòâî S ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê àíàëèçó áàøíè
ïîäãðóïï Stn(F) ⊆ Fix S ⊆ GLn(F). Òåïåðü, ñ ïîìîùüþ ñïèñêà âñåõ òàêèõ
ïîäãðóïï G, ÷òî Stn(F) ⊆ G ⊆ GLn(F), ò. å. ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññèôèêàöèè
Äûíêèíà, íåòðóäíî äàòü îòâåò íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

� Ïóñòü S � ôèêñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî â Mn(F) è T � áèåêòèâíîå ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå, âçàèìîîäíîçíà÷íîå íà S. Êàêàÿ èìåííî ãðóïïà G èç ñïèñêà
ñîâïàäàåò ñ Fix S ?

� Êàêèå ãðóïïû G èç ñïèñêà ñîâïàäàþò ñ Fix S õîòü äëÿ êàêîãî-íèáóäü T -
èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà S ?

Ýòè òåîðåìû îòêðûëè ñòîëåòèå èíòåíñèâíîãî è ïëîäîòâîðíîãî èçó÷åíèÿ
ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ. Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ íåñêîëüêèìè äåñÿòèëåòèé
ýòè âîïðîñû èçó÷àëèñü îñîáåííî àêòèâíî è êàê ôóíäàìåíòàëüíîå íàïðàâëåíèå,
è â ñâÿçè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ïîäûòîæåíû â ðÿäå êíèã è îáçîðîâ 8. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ðàçâèòû íîâûå ìåòîäû è ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ íàä
ïîëÿìè, êîëüöàìè è ïîëóêîëüöàìè, ïîçâîëèâøèå ïåðåéòè îò èçó÷åíèÿ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé ê íåëèíåéíûì è äàæå íåàääèòèâíûì îòîáðàæåíèÿì è ðåøèòü
ìíîãî÷èñëåííûå âàæíûå çàäà÷è.

6Äûíêèí Å.Á. Ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû êëàññè÷åñêèõ ãðóïï // Òðóäû ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà. 1 (1952), 39-166.

7S. Pierce and others. A survey of linear preserver problems // Linear and Multilinear Algebra 33 (1992), 1-129.
8C.-K. Li, N.-K. Tsing, Linear preserver problems: a brief introduction and some special techniques. Directions in

matrix theory (Auburn, AL, 1990). Linear Algebra Appl. 162/164 (1992), 217-235.
C.-K. Li, S. Pierce, Linear preserver problems, Amer. Math. Monthly 108, no. 7 (2001), 591-605.
L. Moln�ar, Selected Preserver Problems on Algebraic Structures of Linear Operators and on Function Spaces //
Lecture Notes in Mathematics, Springer 1895 (2007), 230 pp.
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Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ
ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü T : Mn(R) → Mn(R)
� îòîáðàæåíèå ìàòðèö íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà n íàä íåêîòîðîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé R. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî S ⊆ Mn(R) èëè
ôóíêöèîíàë ρ : Mn(R) → Q, ãäå Q � çàäàííîå ìíîæåñòâî (ρ ìîæåò áûòü
îïðåäåëèòåëåì, ñëåäîì, ðàíãîì, ïåðìàíåíòîì è ò. ä.) èëè ñâîéñòâî ìàòðèö P
(íèëüïîòåíòíîñòü, èäåìïîòåíòíîñòü, âûðîæäåííîñòü è ò. ä.) èëè îòíîøåíèå R,
çàäàííîå íà ìíîæåñòâå ìàòðèö (ïîäîáèå, êîììóòàòèâíîñòü, îòíîøåíèå ïîðÿäêà
è ò. ä.). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå T ñîõðàíÿåò îäíî èç ïåðå÷èñëåííûõ
ñâîéñòâ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: â ïåðâîì ñëó÷àå, óñëîâèå X ∈ S âëå÷åò
óñëîâèå T (X) ∈ S; âî âòîðîì ñëó÷àå, ρ(X) = ρ(T (X)) äëÿ âñåõ ìàòðèö
X ∈ Mn(R); â òðåòüåì ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà X óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó
P , òî ìàòðèöà T (X) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó P ; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå,
óñëîâèå T (X)RT (Y ) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ XRY. Îñíîâíàÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ
ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ ñîñòîèò â ïîëíîé õàðàêòåðèçàöèè îòîáðàæåíèé,
ñîõðàíÿþùèõ S, ρ, P èëè R.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ôðîáåíèóñîâû ýíäîìîðôèçìû äðóãèõ
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ èìååò
ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â òåîðèè ìàòðèö. Ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå, ïðîáëåìà,
ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå, ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷å òåîðèè
èíâàðèàíòîâ, ò. å. çàäà÷å êëàññèôèêàöèè îðáèò è èíâàðèàíòîâ çàäàííîãî
äåéñòâèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå, òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü äåéñòâèå ïî åãî èíâàðèàíòàì.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óæå òàêîãî ìàëîãî êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
äîñòàòî÷íî äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïðèëîæåíèÿ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ. Ïåðâûå âîïðîñû,

ñâÿçàííûå ñ ôðîáåíèóñîâûìè ýíäîìîðôèçìàìè ïðîñòðàíñòâ ìàòðèö, áûëè
âûçâàíû ðàçëè÷íûìè ïðîáëåìàìè îáùåé àëãåáðû. Êëàññèôèêàöèÿ Ôðîáåíèóñà
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ îïðåäåëèòåëü, ïîòðåáîâàëàñü äëÿ íóæä
òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï. Òåîðåìà Äüåäîííå î ñîõðàíåíèè
âûðîæäåííîñòè âîçíèêëà èç òåîðèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï è êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.
Äàëåå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî òàêèå çàäà÷è åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â ñàìûõ
ðàçíîîáðàçíûõ êîíòåêñòàõ.

Ìåòîäû âû÷èñëåíèé. Äëÿ äàííîãî ìàòðè÷íîãî èíâàðèàíòà ñòðóêòóðà è
êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, åãî ñîõðàíÿþùèõ, ÿâëÿþòñÿ ìåðîé ñëîæíîñòè
ýòîãî èíâàðèàíòà, ò. å. îíè õàðàêòåðèçóþò è, â íåêîòîðîì ñìûñëå, îïðåäåëÿþò
êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî
èíâàðèàíòà. Äåéñòâèòåëüíî, áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ,
ðàíãà è äðóãèõ ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ îñíîâàíû íà ïðèâåäåíèè ìàòðèöû
ê íåêîòîðîìó ïîäõîäÿùåìó âèäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè, íå ìåíÿþùèìè äàííûé
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èíâàðèàíò, òàêèì îáðàçîì, ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ëèíåéíûõ
ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ äëÿ äàííîãî ìàòðè÷íîãî èíâàðèàíòà. Íàïðèìåð,
èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ
ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, ãäå íà äèàãîíàëè ñòîÿò òîëüêî
íóëè è åäèíèöû, ïðåîáðàçîâàíèåì, íå ìåíÿþùèì ðàíãà. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè
ïðîñòîé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàíãà êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n, òðåáóþùèé
O(n3) îïåðàöèé. Àíàëîãè÷íûé ôàêò âåðåí è äëÿ îïðåäåëèòåëÿ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïðîñòåéøèé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà êâàäðàòíîé n × n-ìàòðèöû
(ôîðìóëà Ðàéçåðà) òðåáóåò (n − 1)(2n − 1) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. Òàêîå
ðàçëè÷èå â ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî î÷åíü ìàëî ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé ñîõðàíÿþò ïåðìàíåíò: åäèíñòâåííûìè ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè,
ñîõðàíÿþùèìè ïåðìàíåíò, ÿâëÿþòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèå è äîìíîæåíèå íà
îáðàòèìûå ìàòðèöû P è Q ñ äâóõ ñòîðîí, ãäå îáå ìàòðèöû P è Q ÿâëÿþòñÿ
ïðîèçâåäåíèÿìè äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû è ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç åäèíè÷íîé,
ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ, òîãäà êàê â ñëó÷àå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé,
ñîõðàíÿþùèõ ðàíã è îïðåäåëèòåëü, P è Q � ïî÷òè ïðîèçâîëüíûå îáðàòèìûå
ìàòðèöû 7.

Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ìíîãèå çàäà÷è ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé
òðåáóþò èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ íîðì íà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äâà
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü, åñëè ñóùåñòâóåò
èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì (èçîìåòðèÿ) ìåæäó íèìè, ò. å. òàêàÿ ëèíåéíàÿ
áèåêöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî ïåðâàÿ íîðìà ïðîîáðàçà
ðàâíÿåòñÿ âòîðîé íîðìå îáðàçà. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ,
ñîõðàíÿþùèå ìàòðè÷íûå íîðìû, ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ñïåöèàëüíûå
ñëó÷àè èçîìåòðèé. Çíàíèå ãðóïïû èçîìåòðèé ïîìîãàåò íàéòè èçîìåòðè÷åñêèå
èçîìîðôèçìû ìåæäó íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðàñïîçíàòü ðàçëè÷íûå è ñîâïàäàþùèå íîðìû 7.

Òåîðèÿ ãðóïï. Ê. Äæîíñîí 9 ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó î ãðóïïîâûõ
îïðåäåëèòåëÿõ. Ìîãóò ëè äâå íåèçîìîðôíûå êîíå÷íûå ãðóïïû èìåòü îäèíàêîâûå
ãðóïïîâûå îïðåäåëèòåëè? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë äàí Å. Ôîðìàíåêîì è
Ä. Ñèáëè 10. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ãðóïïîâîé îïðåäåëèòåëü îïðåäåëÿåò êîíå÷íóþ
ãðóïïó ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Êëþ÷åâîé èäååé èõ äîêàçàòåëüñòâà
áûë ïîäúåì òåîðåìû Äüåäîííå î ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿõ, ñîõðàíÿþùèõ
âûðîæäåííîñòü, íà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðè÷íûõ àëãåáð.

Öåíòðàëüíûå ïðîñòûå àëãåáðû. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè A � öåíòðàëüíàÿ
ïðîñòàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè n2 íàä ïîëåì K, òî ôóíêöèÿ íîðìû N(a)
(îïðåäåëèòåëü îïåðàòîðà ëåâîãî óìíîæåíèÿ x → ax) âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò

9K. W. Johnson, Latin square determinants II // Discrete Mathematics, 105 (1992), 111-130.
10E. Formanek, D. Sibley, The group determinant determines the group // Proc. Amer. Math. Soc. 112 (1991),

649-656.
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ôîðìàëüíîìó òîæäåñòâó N(a) = (RN(a))n äëÿ ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè RN ,
íàçûâàåìîé ðåäóöèðîâàííîé íîðìîé. Íàïðèìåð, íà ìàòðè÷íîé àëãåáðå ïîðÿäêà
n ðåäóöèðîâàííàÿ íîðìà RN(A) ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì det A. Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ: Îïðåäåëÿåò ëè ðåäóöèðîâàííàÿ
íîðìà öåíòðàëüíóþ ïðîñòóþ àëãåáðó ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà? Íàèáîëåå
ïðîñòîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ðåäóöèðîâàííàÿ íîðìà îïðåäåëÿåò
öåíòðàëüíóþ ïðîñòóþ àëãåáðó åäèíñòâåííûì, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà
îáðàçîì, îñíîâàí íà íåêîòîðîì îáîáùåíèè òåîðåìû Ôðîáåíèóñà î ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèÿõ, ñîõðàíÿþùèõ îïðåäåëèòåëü.

Ïðèâåäåííûé ñïèñîê ïðèëîæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì. Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ âàæíûå ïðèëîæåíèÿ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ ìàòðèö íàä êîëüöàìè
è ïîëóêîëüöàìè âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Òàêæå ñóùåñòâóåò
ìíîãî ìàòðè÷íûõ îòíîøåíèé, âîçíèêàþùèõ â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ âàæíà êëàññèôèêàöèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ.
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ

ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ìàòåìàòèêàìè ðàçíûõ
ñòðàí. Ñîâðåìåííûé óðîâåíü ðàçâèòèÿ òåîðèè íàøåë îòðàæåíèå â òûñÿ÷àõ
ïå÷àòíûõ ðàáîò â öåíòðàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëàõ, â ðÿäå îáçîðîâ, â
òîì ÷èñëå, 33-é è 48-é òîìà æóðíàëà �Linear and Multilinear Algebra� (�Ëèíåéíàÿ
è ïîëèëèíåéíàÿ àëãåáðà�) öåëèêîì ïîñâÿùåíû îáçîðó ðåçóëüòàòîâ î ëèíåéíûõ
ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìàõ, â ðàáîòå ìíîãî÷èñëåííûõ ìåæäóíàðîäíûõ
êîíôåðåíöèé ïî ýòîé òåìàòèêå. Â ÷àñòíîñòè, â åæåãîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ,
ïðîâîäèìûõ ìåæäóíàðîäíûì ñîîáùåñòâîì ëèíåéíîé àëãåáðû (International
Linear Algebra Society), åñòü îòäåëüíàÿ ñåêöèÿ, ðàáîòà êîòîðîé ïîñâÿùåíà
ôðîáåíèóñîâûì ýíäîìîðôèçìàì ïðîñòðàíñòâ ìàòðèö. Èíòåðåñ ê ýòîé îáëàñòè
ìàòåìàòèêè àêòèâíî ïîääåðæèâàåòñÿ è óñèëèâàåòñÿ áëàãîäàðÿ ìíîãî÷èñëåííûì
ïðèëîæåíèÿì. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ÷èñëî äàâíî ïîñòàâëåííûõ, íî âñå åùå
îòêðûòûõ ïðîáëåì, â íàñòîÿùèé ìîìåíò ðàçâèòèå ýòîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè
äîñòèãëî òîãî óðîâíÿ, êîãäà îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò óæå íå ñòîëüêî
îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû, ñêîëüêî ðàçðàáîòêà îáùèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ,
îñîáåííî â ñëó÷àå ìàòðèö íàä êîëüöàìè è ïîëóêîëüöàìè è â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, òåìà ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

Öåëü ðàáîòû è îñíîâíûå çàäà÷è. Öåëü äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû
ñîñòîèò â ñîçäàíèè íîâûõ óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ôðîáåíèóñîâûõ
ýíäîìîðôèçìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøèòü âîïðîñû õàðàêòåðèçàöèè ôðîáåíèóñîâûõ
ýíäîìîðôèçìîâ, â òîì ÷èñëå èçâåñòíûå îòêðûòûå ïðîáëåìû, è îòûñêàòü
âçàèìîñâÿçè ìåæäó ôðîáåíèóñîâûìè ýíäîìîðôèçìàìè, âîçíèêàþùèìè â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Îñíîâíûìè çàäà÷àìè äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ:
ðåøåíèå ïðîáëåìû Êàïëàíñêîãî-Óîòêèíñà (1976ã.) õàðàêòåðèçàöèè ëèíåéíûõ
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îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ íóëè ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ, â ñëó÷àå ïîëèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ; âíåäðåíèå è ðàçâèòèå
ìåòîäà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùåãî ñâîäèòü íåëèíåéíóþ çàäà÷ó
ê íåñêîëüêèì ëèíåéíûì; õàðàêòåðèçàöèÿ ñþðúåêòèâíûõ, âîçìîæíî íåëèíåéíûõ
è äàæå íåàääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ íóëè ïîëèëèíåéíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ; õàðàêòåðèçàöèÿ îòîáðàæåíèé, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî
ðåãóëÿðíûõ ïîðÿäêîâ è íåêîòîðûõ ïîðÿäêîâ, çàäàííûõ ãðóïïîâîé îáðàòíîé
ìàòðèöåé; èçó÷åíèå àääèòèâíûõ è ëèíåéíûõ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ,
ñâÿçàííûõ ñ ðàíãîâûìè ñâîéñòâàìè ìàòðèö, â ÷àñòíîñòè, ñ èíâàðèàíòíîñòüþ
ðàíãà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ïåðåñòàíîâêè ýòèõ ìàòðèö
è ñ ãðàíè÷íûìè ðàâåíñòâàìè â êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâàõ äëÿ
ðàíãà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö � ðåøåíèå ïðîáëåìû Áèñëè (1999ã.); èçó÷åíèå
ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ íàä ïîëóêîëüöàìè è êëàññèôèêàöèÿ àääèòèâíûõ
ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöàìè; ðàñøèðåíèå
êëàññè÷åñêèõ òåîðåì Ôðîáåíèóñà è Äüåäîííå íà îòîáðàæåíèÿ ìàòðèö íàä
ïîëóêîëüöàìè; õàðàêòåðèçàöèÿ àääèòèâíûõ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ
ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöàìè äëÿ êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ ìàòðèö, â òîì ÷èñëå,
ðåãóëÿðíîñòè è ïî÷òè-ðåãóëÿðíîñòè òóðíèðíûõ ìàòðèö, ïðèìèòèâíîñòè
íàáîðîâ ìàòðèö; ðàñïðîñòðàíåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ôðîáåíèóñà î
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿõ, ñîõðàíÿþùèõ îïðåäåëèòåëü, íà ìàòðèöû íàä òåëàìè;
õàðàêòåðèçàöèÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâ ìíîãî÷ëåíîâ, ñîõðàíÿþùèõ
ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîñòè, íåîòðèöàòåëüíîñòè èëè ýëëèïòè÷íîñòè ìíîãî÷ëåíà.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå
ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ñòðóêòóðíîé òåîðèè êîëåö, ëèíåéíîé àëãåáðû íàä
ïîëÿìè è êîëüöàìè, òåîðèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, ìåòîä ìàòðè÷íûõ äåôîðìàöèé,
ðàçðàáîòàííûé â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè àâòîðà ðàáîòû, à òàêæå íîâûå
ìåòîäû, â òîì ÷èñëå ìåòîä ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ è ìåòîä öåïåé,
ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò
â ñëåäóþùåì:

� Ðàçðàáîòêà ìåòîäà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ, êëàññèôèêàöèÿ ñ åãî ïîìîùüþ
ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö íàä ïîëÿìè, ñòðîãî ñîõðàíÿþùèõ
ìíîæåñòâî íóëåé îäíîðîäíîãî ïîëèëèíåéíîãî ìíîãî÷ëåíà (òåîðåìû 1.2.1,
1.2.6, 1.2.2, 1.3.3) è äîêàçàòåëüñòâî èõ íåâûðîæäåííîñòè (ñëåäñòâèÿ 1.2.7,
1.3.6). Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Êàïëàíñêîãî-Óîòêèíñà
1976ã.

� Êëàññèôèêàöèÿ àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö íàä ïîëåì, ìîíîòîííûõ
îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíûõ îòíîøåíèé ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (òåîðåìà 2.4.2), â
òîì ÷èñëå,
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� ìèíóñ-ïîðÿäîê,

� ∗-ïîðÿäîê Äðåéçèíà,
� ëåâûé è ïðàâûé ∗-ïîðÿäêè,
� áðèëëèàíòîâûé ïîðÿäîê,

� ïîðÿäêè, çàäàííûå ñèíãóëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû.

� Äîêàçàòåëüñòâî áèåêòèâíîñòè íåíóëåâûõ àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî êàæäîãî èç ∗-
ïîðÿäêîâ è áðèëëèàíòîâîãî ïîðÿäêà (òåîðåìû 2.4.5 è 2.4.8).

� Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íåáèåêòèâíîãî íåíóëåâîãî àääèòèâíîãî
îòîáðàæåíèÿ ìàòðèö íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ìîíîòîííîãî
îòíîñèòåëüíî ìèíóñ-ïîðÿäêà.

� Êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö íàä ïîëåì, ìîíîòîííûõ
îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, çàäàííîãî ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöåé,
èëè îòíîñèòåëüíî åãî îáîùåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ íèëüïîòåíòíûì ðàçëîæåíèåì
ìàòðèöû (òåîðåìû 2.3.30 è 2.3.32).

� Õàðàêòåðèçàöèÿ ëèíåéíûõ è àääèòèâíûõ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ
ìàòðèö íàä ïîëÿìè äëÿ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàíãîâûìè
ñâîéñòâàìè, â òîì ÷èñëå ðåøåíèå ïðîáëåì Áèñëè 1999ã.:

� ìíîæåñòâî ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì ðàâåíñòâàì â
êëàññè÷åñêèõ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíêàõ ðàíãà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
íàä ïîëÿìè (òåîðåìû 3.1.5, 3.1.10, 3.1.17 è 3.1.18),

� ìíîæåñòâî ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè
ðàíãà ïðîèçâåäåíèÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ìàòðèö îòíîñèòåëüíî çàäàííîé
ïåðåñòàíîâêè ìàòðèö âíóòðè íàáîðà (òåîðåìû 3.2.13 è 3.2.15).

� Ðàçðàáîòêà êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè, â
òîì ÷èñëå,

� ââåäåíèå è ñðàâíåíèå äðóã ñ äðóãîì êîìáèíàòîðíûõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé,
èñïîëüçóþùèõñÿ ïðè èçó÷åíèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö, ìàòðèö íàä
ìàêñ-àëãåáðàìè è äðóãèìè ïîëóêîëüöàìè (ïðåäëîæåíèÿ 4.1.2, 4.1.68,
4.1.72, 4.1.75, 4.1.79),

� õàðàêòåðèçàöèÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöàìè,
ñîõðàíÿþùèõ ãðàíè÷íûå ñëó÷àè â àðèôìåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâàõ äëÿ
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèö (òåîðåìû 4.4.3, 4.4.5, 4.4.7, 4.4.9, 4.4.11,
4.4.12, 4.4.15, 4.4.16, 4.4.20, 4.4.21, 4.4.23 è 4.4.26).
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� õàðàêòåðèçàöèÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöàìè,
ñîõðàíÿþùèõ íóëè ìíîãî÷ëåíîâ (òåîðåìà 4.5.17),

� ñòðóêòóðíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö è ìàòðèö,
ìàæîðèðóåìûõ èäåìïîòåíòíîé ìàòðèöåé â ñìûñëå ìèíóñ-ïîðÿäêà
(òåîðåìû 5.3.7 è 5.3.49, ñîîòâåòñòâåííî),

� õàðàêòåðèçàöèÿ àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö íàä àíòèíåãàòèâíûìè
ïîëóêîëüöàìè, ñîõðàíÿþùèõ ïðèìèòèâíûå íàáîðû ìàòðèö (òåîðåìà
5.1.61),

� õàðàêòåðèçàöèÿ àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö íàä àíòèíåãàòèâíûìè
ïîëóêîëüöàìè, ñîõðàíÿþùèõ ðåãóëÿðíûå è ïî÷òè-ðåãóëÿðíûå òóðíèðíûå
ìàòðèöû (òåîðåìà 5.2.27).

� Àíàëîãè òåîðåì Ôðîáåíèóñà è Äüåäîííå î õàðàêòåðèçàöèè ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé ìàòðèö íàä ïîëÿìè, ñîõðàíÿþùèõ îïðåäåëèòåëü è ìíîæåñòâî
âûðîæäåííûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ìàòðèö íàä àíòèíåãàòèâíûìè
ïîëóêîëüöàìè (òåîðåìû 4.3.2, 4.3.10 è 4.3.8).

� Ðàçâèòèå ìåòîäà ìàòðè÷íûõ äåôîðìàöèé, êëàññèôèêàöèÿ ñ åãî
ïîìîùüþ ñþðúåêòèâíûõ ïîëóëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö íàä òåëàìè,
ñîõðàíÿþùèõ îïðåäåëèòåëü Äüåäîííå (òåîðåìû 6.3.8 è 6.4.2).

� Èññëåäîâàíèå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé êîíå÷íîìåðíûõ è áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñîõðàíÿþùèõ
îäíî èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ:

� ïîëîæèòåëüíîñòü,

� íåîòðèöàòåëüíîñòü,

� ýëëèïòè÷íîñòü.

Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî îòñóòñòâèå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà k, ñîõðàíÿþùèõ êàæäîå èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ íà
ïðîñòðàíñòâàõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè áîëüøåé 2k, ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñîõðàíÿþùèõ ýòè ñâîéñòâà. Ïîñëåäíÿÿ
çàäà÷à âîñõîäèò ê ðàáîòå Ïîëèà è Øóðà 1914ã. (òåîðåìà 7.1.5, ñëåäñòâèå
7.1.6 è òåîðåìà 7.1.9).

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëè÷íûõ
çàäà÷àõ ëèíåéíîé è ïîëèëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè êîëåö, ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè, âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, òåîðèè óïðàâëåíèÿ.
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Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî
äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ: êàôåäðàëüíûé ñåìèíàð
êàôåäðû Âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ; ñåìèíàð �Êîëüöà è ìîäóëè� â ÌÃÓ; ñåìèíàð
�Èçáðàííûå âîïðîñû àëãåáðû� â ÌÃÓ; ñåìèíàð �Òåîðèÿ ìàòðèö è åå ïðèëîæåíèÿ�
â ÌÃÓ; êàôåäðàëüíûé ñåìèíàð êàôåäðû Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è
òîïîëîãèè ÌÃÓ; ñåìèíàð Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ; ñåìèíàð
Èíñòèòóòà ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ÐÀÍ; ñåìèíàð ïðîô. Ãîáåðà, Ýêîëü Ïîëèòåõíèê,
Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ, 2006, 2008ãã.; ñåìèíàð �Ìàêñ-àëãåáðû�, INRIA, Ïàðèæ,
Ôðàíöèÿ, 2005, 2006, 2008ãã.; ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà ã. Ñòîêãîëüìà, Øâåöèÿ,
2007ã.; ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà ã. Äîðòìóíä, Ãåðìàíèÿ, 2003, 2004, 2005 ãã.;
ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà ã. Êîïåíãàãåí, Äàíèÿ, 2005ã.; ñåìèíàð ïðîô. Áóòêîâè÷à,
óíèâåðèòåò ã. Áèðìèíãåì, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2005ã.; ñåìèíàð ïðîô. Áàêà è
ñåìèíàð ïðîô. Ýëüøíåðà â óíèâåðñèòåòå ã. Áåëåôåëüäà, Ãåðìàíèÿ, 2004,
2005ãã.; ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà ã. Ïàäóÿ, Èòàëèÿ, 2008ã.; ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà
ã. Óïñàëà, Øâåöèÿ, 2007ã.; ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà, ã. Íàíò, Ôðàíöèÿ, 2006
ã., ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà ã. Áðàóíøâåéã, Ãåðìàíèÿ 2004, 2005ãã.; ñåìèíàð
óíèâåðñèòåòà ã. Òàìïåðå, Ôèíëÿíäèÿ, 2004, 2005ãã., ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà ã.
Ëþíä, Øâåöèÿ, 2007 ã., ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà ã. Ëèññàáîí, Ïîðòóãàëèÿ, 2003;
ñåìèíàð ïðîô. Ðàíà, óíèâåðñèòåò ã. Àìñòåðäàì, Ãîëëàíäèÿ, 2003ã.; ñåìèíàð
óíèâåðñèòåòà ã. Ïîðòî, Ïîðòóãàëèÿ, 2003; ñåìèíàð òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà
ã. Áåðëèí, Ãåðìàíèÿ, 2005ã è äð.; íà çàñåäàíèè Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà, 2003ã.; íà ïëåíàðíûõ çàñåäàíèÿõ: Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé
êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À. Ã. Êóðîøà, Ðîññèÿ,
Ìîñêâà, 2008; 5-îé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ëèíåéíîé àëãåáðå, Ñëîâåíèÿ,
Ëþáëÿíà, 2008; Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Èäåìïîòåíòíàÿ è òðîïè÷åñêàÿ
ìàòåìàòèêà è ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�, Ðîññèÿ, Ìîñêâà, 2007; 2-îé
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòðè÷íûì ìåòîäàì è îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì,
Ðîññèÿ, Ìîñêâà, 2007; Êîíôåðåíöèè ïî êâàçèäåòåðìèíàíòàì è óíèâåðñàëüíîé
ëîêàëèçàöèè, Èñïàíèÿ, Áàðñåëîíà, 2007; Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè
ãðóïï è óíèâåðñàëüíûì àëãåáðàì, Èçðàèëü, Èåðóñàëèì, 2005; Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ïî íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè, Áåëüãèÿ, Àíòâåðïåí, 2004;
Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, Ðîññèÿ, Ìîñêâà, 2004; XII-îé
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòðèöàì è ñòàòèñòèêå, Ãåðìàíèÿ, Äîðòìóíä,
2003; 3-åé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ëèíåéíîé àëãåáðå, Ñëîâåíèÿ, Áëåä,
2003; íà ìíîãî÷èñëåííûõ ñåêöèîííûõ äîêëàäàõ íà êîíôåðåíöèÿõ, â òîì ÷èñëå,
íà âñåìèðíûõ êîíãðåññàõ ìàòåìàòèêîâ â Ïåêèíå â 2002ã. è Ìàäðèäå â 2006ã.; íà
ðåãóëÿðíûõ êîíôåðåíöèÿõ, ïðîâîäèìûõ ìåæäóíàðîäíûì ñîîáùåñòâîì ëèíåéíûõ
àëãåáðàèñòîâ: â 2006, 2004, 2001ãã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 30 ñòàòüÿõ, ñïèñîê
êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Òåçèñû äîêëàäîâ íå âêëþ÷åíû â ýòîò
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ñïèñîê.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 7 ãëàâ, ðàçáèòûõ
íà ïàðàãðàôû, íóìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ ïîä÷èíåíà íóìåðàöèè ãëàâ, íóìåðàöèÿ
òåîðåì ïîä÷èíåíà íóìåðàöèè ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáúåì
äèññåðòàöèè 321 ñòðàíèöà, áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 239 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ïðîáëåìû Êàïëàíñêîãî-Óîòêèíñà 11:
Ïóñòü p(x1, . . . , xk) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû

ñòåïåíè deg p > 1 íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè
è ïóñòü T : Mn(F) → Mn(F) � âîçìîæíî, ëèíåéíîå, îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà
n × n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ F. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàáîðà ìàòðèö (A1, . . . , Ak), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ p(A1, . . . , Ak) = 0,
ñïðàâåäëèâî p(T (A1), . . . , T (Ak)) = 0. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåâûðîæäåííîñòü
òàêèõ îòîáðàæåíèé è/èëè îõàðàêòåðèçîâàòü èõ ñòðóêòóðó.

Â ïðåäñòàâëåííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðîáëåìà ðåøåíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
îäíîðîäíûõ ïîëèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ íåíóëåâîé ñóììîé êîýôôèöèåíòîâ
è îäíîðîäíûõ ïîëèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ íóëåâîé ñóììîé êîýôôèöèåíòîâ
ñïåöèàëüíîãî âèäà, èñêëþ÷àþùåãî ïîëèíîìèàëüíûå òîæäåñòâà ìàòðè÷íîé
àëãåáðû. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä � ìåòîä
ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü îòâåòû íà îáà âîïðîñà ñðàçó:
äîêàçàòü íåâûðîæäåííîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ è ïîëó÷èòü èõ îáùèé
âèä, ïðè÷åì îòâåòèòü íà âîïðîñ â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, à èìåííî, îòêàçàòüñÿ
îò òðåáîâàíèÿ ëèíåéíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé. Òàêæå ïðåèìóùåñòâîì
ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ðàáîòàåò íàä ïîëåì ïðîèçâîëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò äâóõ, è ïðèìåíèì íå òîëüêî ê ïîëíîé ìàòðè÷íîé
àëãåáðå, íî è êî ìíîãèì åå ïîäìíîæåñòâàì.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé îäíîðîäíûé ïîëèëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí
p(x1, . . . , xk) =

∑
σ∈Sk

ασxσ(1) ·. . .·xσ(k), ασ ∈ F, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
∑

σ∈Sk

ασ 6=

0, çäåñü è äàëåå Sk � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå {1, . . . , k}.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé.

Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà 1.2.1) Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, char F 6=
2, n ≥ 4, k ≥ 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå T : Mn(F) →
Mn(F) ñòðîãî ñîõðàíÿåò íóëè ìíîãî÷ëåíà p(x1, . . . , xk), ò.å. p(A1, . . . , Ak) = 0

11W. Watkins, Linear maps that preserve commuting pairs of matrices // Linear Alg. Appl., 14 (1976), 29�35.
W. Watkins, Polynomial functions that preserve commuting pairs of matrices // Linear and Multilinear Algebra, 5
(1977), 87�90.
I. Kaplansky, Mappings preserving various properties, 1976.
M. Marcus, I. Filippenko, Invariance of the nonvanishing specializations of polynomials // Linear and Multilinear
Algebra, 5 (1977), 99�105.
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(T (A1), . . . , T (Ak)) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
èçîìîðôèçì ïîëÿ ϕ : F → F, ôóíêöèè γ : Mn(F)\{0} → F∗, ãäå F∗ = F\{0}, è
µ : Mn(F) → F, à òàêæå îáðàòèìàÿ ìàòðèöà S, ÷òî

(i) T (A) = γ(A) SAϕS−1 + µ(A) I äëÿ âñåõ A ∈ Mn(F) èëè
(ii) T (A) = γ(A) S (Aϕ)t S−1 + µ(A) I äëÿ âñåõ A ∈ Mn(F), çäåñü

÷åðåç Xϕ îáîçíà÷åíà ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì
àâòîìîðôèçìà ϕ ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû X, ÷åðåç X t � òðàíñïîíèðîâàííàÿ
ìàòðèöà, ÷åðåç I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 5 ðåøàåò ïðîáëåìó Êàïëàíñêîãî-Óîòêèíñà äëÿ îòîáðàæåíèé,
ñòðîãî ñîõðàíÿþùèõ íóëè îäíîðîäíûõ ïîëèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ íåíóëåâîé
ñóììîé êîýôôèöèåíòîâ. Â êîíöå ãëàâû 1 ïðèâåäåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå
ñóùåñòâåííîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòðîãîì ñîõðàíåíèè íóëåé ìíîãî÷ëåíà êàê äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåâûðîæäåííîñòè, òàê è äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî
îòîáðàæåíèÿ.

Îäíàêî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ îòêàçàòüñÿ îò
íåêîòîðûõ ââåäåííûõ îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà óäàëîñü
èçáàâèòüñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ T è äîêàçàòü
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 6. (Òåîðåìà 1.2.6) Ïóñòü äëÿ ìíîãî÷ëåíà p ñïðàâåäëèâî, ÷òî ìàòðèöà

n∑
i,j=1

( ∑
σ:σ(i)=j

ασ

)
Ei,j

îáðàòèìà â Mk(F). Äîïóñòèì, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 5
íåñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå T : Mn(F) → Mn(F) ñòðîãî ñîõðàíÿåò íóëè
ìíîãî÷ëåíà p. Òîãäà çàêëþ÷åíèÿ (i), (ii) ñïðàâåäëèâû, îäíàêî, ãîìîìîðôèçì ïîëÿ
ϕ : F → F ìîæåò áûòü íåñþðúåêòèâíûì.

Â ñëó÷àå k = 2 îòîáðàæåíèå T ìîæåò íå èìåòü îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû:
íàïðèìåð, äëÿ ìíîãî÷ëåíà p = x1x2 ëþáîå îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå
ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêîé íà ìíîæåñòâå îáðàòèìûõ ìàòðèö, ñòðîãî ñîõðàíÿåò
íóëè p. Îäíàêî íà ìíîæåñòâå ìàòðèö ðàíãà 1 ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèçàöèþ:

Òåîðåìà 7. (Òåîðåìà 1.2.2) Ïóñòü F = F, n ≥ 3, k ≥ 2. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå T : Mn(F) → Mn(F) ñòðîãî ñîõðàíÿåò íóëè
ìíîãî÷ëåíà p(x1, . . . , xk), ò.å. p(A1, . . . , Ak) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
p(T (A1), . . . , T (Ak)) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò àâòîìîðôèçì ïîëÿ ϕ : F → F,
ôóíêöèÿ γ : Mn(F)\{0} → F∗ è îáðàòèìàÿ ìàòðèöà S ∈ Mn(F) òàêèå, ÷òî

T (A) = γ(A) SAϕS−1 äëÿ âñåõ ìàòðèö A ðàíãà 1 èëè
T (A) = γ(A) S (Aϕ)t S−1 äëÿ âñåõ ìàòðèö A ðàíãà 1.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àääèòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ T ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå 8. (Ñëåäñòâèå 1.2.7) Ïóñòü F = F, n ≥ 3, k ≥ 2, T :
Mn(F) → Mn(F) � àääèòèâíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå íóëè
ìíîãî÷ëåíà p(x1, . . . , xk). Òîãäà ñóùåñòâóþò ýëåìåíò γ ∈ F, îáðàòèìàÿ
ìàòðèöà S ∈ Mn(F) è àâòîìîðôèçì ïîëÿ ϕ : F → F, òàêèå, ÷òî T (A) =
γSAϕS−1 äëÿ âñåõ A ∈ Mn(F) èëè T (A) = γS(Aϕ)tS−1 äëÿ âñåõ A ∈ Mn(F).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ðåøàåò ïðîáëåìó íåâûðîæäåííîñòè
ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ íåíóëåâîé ñóììîé
êîýôôèöèåíòîâ:

Ñëåäñòâèå 9. (Ñëåäñòâèå 1.2.8) Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 îòîáðàæåíèå T

íåâûðîæäåíî, ò.å. èìååò íóëåâîå ÿäðî.

Çàìå÷àíèå 10. Âñå ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû äîêàçàíû â äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòå òàêæå ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îòîáðàæåíèÿ, à èìåííî, äëÿ
îòîáðàæåíèé T : D1 → D2, ãäå D1, D2 ⊆ Mn(F) � ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà,
êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå ìàòðèöû ðàíãà 1 è âñå èäåìïîòåíòû
ðàíãà n − 1. Â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷åíèå èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ ìàòðèö A ∈ D1

(êðîìå òåîðåìû 7, ãäå çàêëþ÷åíèå âåðíî òîëüêî äëÿ ìàòðèö ðàíãà 1).

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ íóëåâîé ñóììîé êîýôôèöèåíòîâ ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ
òåì, ÷òî ñðåäè òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîäåðæàòñÿ òîæäåñòâà ìàòðè÷íîé àëãåáðû,
ñîõðàíåíèå íóëåé êîòîðûõ íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà îòîáðàæåíèå
T . Íàïðèìåð, ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Àìèöóðà-Ëåâèöêîãî, ìíîãî÷ëåí

p(x1, . . . , x2n) =
∑

σ∈S2n

(−1)σxσ(1) · . . . · xσ(2n)

òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ íà Mn(F), çíà÷èò, åãî íóëè ñîõðàíÿþòñÿ âñåìè
îòîáðàæåíèÿìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòðîåíèå èäåàëà òîæäåñòâ ìàòðè÷íîé àëãåáðû
ïðè n > 2 � îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 12, ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâíîãî
ñïîñîáà èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ âñå òîæäåñòâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì â
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí áîëåå óçêèé êëàññ îäíîðîäíûõ ïîëèëèíåéíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ
ïåðåñòàíîâîê:

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü k ≥ 2. Ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê Ξ ⊆ Sk íàçûâàåòñÿ
äîïóñòèìûì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (i) ñóùåñòâóåò òàêîå t ∈
{1, . . . , k}, ÷òî êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Ξ ôèêñèðóåò ïåðâûå t − 1 ýëåìåíò, íî
σ(t) 6= t; (ii) ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà w, u, v ∈ {1, . . . , k}, u < v, ÷òî σ(w) = v è
σ(w + 1) = u äëÿ âñåõ σ ∈ Ξ.

12V. Drensky, Ed. Formanek, Polynomial Identity Rings // Basel � Boston � Berlin: Birkh�auser Verlag. 2004. 201
pp.
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Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ 6= id, ìíîæåñòâî Ξ = {σ}
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì. Òàêæå äîïóñòèìî ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç Sk,
ïåðåñòàâëÿþùèõ 1 è 2.

Ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,
ðåøàþùèé ïðîáëåìó Êàïëàíñêîãî-Óîòêèíñà äëÿ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé,
ñîõðàíÿþùèõ íóëè îäíîðîäíûõ ïîëèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ íóëåâîé ñóììîé
êîýôôèöèåíòîâ, çàäàâàåìûõ äîïóñòèìîé ïåðåñòàíîâêîé.

Òåîðåìà 12. (Òåîðåìà 1.3.3) Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è |F| > 2, n ≥ 3,
k ≥ 2 � öåëûå ÷èñëà. Ïóñòü Ξ ⊂ Sk � ôèêñèðîâàííîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
ïåðåñòàíîâîê,

p(x1, . . . , xk) = x1 · . . . · xk −
∑
σ∈Ξ

ασxσ(1) · . . . · xσ(k), ασ ∈ F,
∑
σ∈Ξ

ασ = 1.

Òîãäà ïðîèçâîëüíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå T : Mn(F) → Mn(F), ñîõðàíÿþùåå
ìíîæåñòâî íóëåé p, ñîõðàíÿåò êîììóòàòèâíîñòü.

Â ðàáîòå äîêàçàíî òàêæå ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå òåîðåìû 12:

Òåîðåìà 13. (Òåîðåìà 1.3.3, ñëåäñòâèÿ 1.3.5 è 1.3.6)
1. Ïóñòü äâà îäíîðîäíûõ ïîëèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíà

p1(x1, . . . , xk) = x1 · . . . · xk −
∑
σ∈Ξ

ασxσ(1) · . . . · xσ(k), ασ ∈ F,

p2(x1, . . . , xk) = x1 · . . . · xk −
∑
σ∈Ξ

βσxσ(1) · . . . · xσ(k), βσ ∈ F

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
∑
σ∈Ξ

ασ = 1 =
∑
σ∈Ξ

βσ. Òîãäà ïðîèçâîëüíîå áèåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå T : Mn(F) → Mn(F), ïåðåâîäÿùåå ìíîæåñòâî íóëåé p1 â
ìíîæåñòâî íóëåé p2, ñîõðàíÿåò êîììóòàòèâíîñòü.

2. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè T (I) 6= 0 çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 12
ñïðàâåäëèâî òàêæå è â ñëó÷àå F = Z2.

3. Ïðè k ≥ 3 è ïðè óñëîâèè, ÷òî p1(A1, . . . , Ak) = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà p2(T (A1), . . . , T (Ak)) = 0, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 12 ñïðàâåäëèâî
áåç òðåáîâàíèÿ èíúåêòèâíîñòè T . Áîëåå òîãî, â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
îòîáðàæåíèå T èìååò íóëåâîå ÿäðî.

Ïîñëåäíèé ïóíêò ïðèâåäåííîé òåîðåìû ðåøàåò ïðîáëåìó íåâûðîæäåííîñòè
ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ íóëåâîé ñóììîé
êîýôôèöèåíòîâ.

Â àääèòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
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Ñëåäñòâèå 14. (Çàìå÷àíèå 1.3.7) Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå ñ |F| > 2, n ≥ 3,
k ≥ 2 � öåëûå ÷èñëà. Ïóñòü Ξ ⊂ Sk � ôèêñèðîâàííîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
ïåðåñòàíîâîê, à ìíîãî÷ëåíû

p1(x1, . . . , xk) = x1 · . . . · xk −
∑
σ∈Ξ

ασxσ(1) · . . . · xσ(k), ασ ∈ F,

p2(x1, . . . , xk) = x1 · . . . · xk −
∑
σ∈Ξ

βσxσ(1) · . . . · xσ(k), βσ ∈ F,

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
∑
σ∈Ξ

ασ = 1 =
∑
σ∈Ξ

βσ. Òîãäà áèåêòèâíîå àääèòèâíîå

îòîáðàæåíèå T : Mn(F) → Mn(F), ïåðåâîäÿùåå ìíîæåñòâî íóëåé ìíîãî÷ëåíà p1

â ìíîæåñòâî íóëåé ìíîãî÷ëåíà p2 èìååò âèä T (A) = γ SAϕS−1 + f(A)I èëè
T (A) = γ S(Aϕ)tS−1 + f(A)I, ãäå γ ∈ F, ϕ : F → F � àâòîìîðôèçì, f : Mn(F) →
F � àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, S ∈ Mn(F) � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû 1 ïîñòðîåíû ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå
ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèé òåîðåì 5, 7 è 12, à çíà÷èò, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ðåçóëüòàòû
ãëàâû 1 íåóëó÷øàåìû.

Ïðåäëîæåííûé â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ìåòîä ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàòîðîâ âîçìîæíî ïðèìåíèòü òàêæå äëÿ êëàññèôèêàöèè ôðîáåíèóñîâûõ
ýíäîìîðôèçìîâ îòíîñèòåëüíî íåîäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà,
à òàêæå äëÿ êëàññèôèêàöèè ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâ
ñèììåòðè÷åñêèõ, ýðìèòîâûõ, òðåóãîëüíûõ ìàòðèö è äð.

Â ãëàâå 2 èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå è àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, ìîíîòîííûå
îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ íà ìàòðè÷íîé àëãåáðå è
÷àñòè÷íûõ ïðîðÿäêîâ, çàäàííûõ ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöåé, ò.å. îòîáðàæåíèÿ,
ñîõðàíÿþùèå ýòè ïîðÿäêè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî àääèòèâíûå ìîíîòîííûå
îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà Äðåéçèíà îòîáðàæåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè áèåêòèâíû.

Ââåäåíî îáùåå îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïîðÿäîê ≺ íà Mm n(F) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè:

(i) ïîðÿäîê ≺ óíèòàðíî èíâàðèàíòåí;

(ii) ïîðÿäîê ≺ ñëàáåå ïîðÿäêà Äðåéçèíà;

(iii) åñëè A ≺ B, òî rk A ≤ rk B;

(iv) åñëè A ≺ B è rk A = rk B, òî A = B.

Ðàçðàáîòàí ìåòîä öåïåé, ïîçâîëÿþùèé êëàññèôèöèðîâàòü âñå àääèòèâíûå
ôðîáåíèóñîâû ýíäîìîðôèçìû, ìîíîòîííûå îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíûõ ïîðÿäêîâ,
è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 16. (Òåîðåìà 2.4.2) Ïóñòü ≺ � ðåãóëÿðíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T : Mm,n(F) → Mm,n(F) � àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå,
ìîíîòîííîå îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ≺. Òîãäà T èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

1) T (X) = PXϕQ äëÿ âñåõ X ∈ Mm,n(F), ãäå ϕ : F → F � ýíäîìîðôèçì ïîëÿ,
P, Q � îáðàòèìûå ìàòðèöû ïîäõîäÿùèõ ðàçìåðîâ,

2) åñëè m = n, T (X) = P (Xϕ)tQ äëÿ âñåõ X ∈ Mn(F), ãäå ϕ : F → F �
ýíäîìîðôèçì ïîëÿ, P, Q ∈ GLn(F), çäåñü è äàëåå GLn(F) îáîçíà÷àåò ãðóïïó
îáðàòèìûõ n× n ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ F.

3) T (X) = 0 äëÿ âñåõ X ∈ Mm,n(F).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòó òåîðåìó óäàåòñÿ çíà÷èòåëüíî óñèëèòü, â ÷àñòíîñòè,
à) îïèñàòü òå è òîëüêî òå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîíîòîííû îòíîñèòåëüíî

ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà;
á) äîêàçàòü àâòîìàòè÷åñêóþ áèåêòèâíîñòü íåíóëåâûõ ìîíîòîííûõ

îòîáðàæåíèé.
Íàïðèìåð, ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 17. (Òåîðåìà 2.4.5) Àääèòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå T : Mn(C) → Mn(C)
ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà Äðåéçèíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T ≡ 0
èëè ñóùåñòâóþò U, V ∈ Un(C) � ãðóïïà óíèòàðíûõ ìàòðèö, è 0 6= α ∈ C,
òàêèå, ÷òî T èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

1) T ([xi,j]) = αU [xi,j]V äëÿ âñåõ X = [xi,j] ∈ Mn(C),
2) T ([xi,j]) = αU [xi,j]V äëÿ âñåõ X = [xi,j] ∈ Mn(C), çäåñü è äàëåå x îáîçíà÷àåò

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ÷èñëî äëÿ x ∈ C,
3) T ([xi,j]) = αU [xi,j]

tV äëÿ âñåõ X = [xi,j] ∈ Mn(C),
4) T ([xi,j]) = αU [xi,j]

tV äëÿ âñåõ X = [xi,j] ∈ Mn(C).

Â ýòîì, êàê è â ñëåäóþùåì, ñëó÷àå, òàê êàê ìàòðèöû U è V îáðàòèìûå, ëåãêî
âèäåòü, ÷òî íåíóëåâîå îòîáðàæåíèå àâòîìàòè÷åñêè áèåêòèâíî.

Òåîðåìà 18. (Òåîðåìà 2.4.8) Àääèòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå T : Mn(C) → Mn(C)
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì îòíîñèòåëüíî áðèëëèàíòîâîãî ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëèáî T ≡ 0, ëèáî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû U, V ∈ Un(C) è 0 6= α ∈ C,
òàêèå, ÷òî T èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

1) T ([xi,j]) = αU [xi,j]V äëÿ âñåõ X = [xi,j] ∈ Mn(C),
2) T ([xi,j]) = αU [xi,j]V äëÿ âñåõ X = [xi,j] ∈ Mn(C),
3) T ([xi,j]) = αU [xi,j]

tV äëÿ âñåõ X = [xi,j] ∈ Mn(C),
4) T ([xi,j]) = αU [xi,j]

tV äëÿ âñåõ X = [xi,j] ∈ Mn(C).

Ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå íåáèåêòèâíûå àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, ìîíîòîííûå
îòíîñèòåëüíî ìèíóñ-ïîðÿäêà. Îäíàêî èç òåîðåìû 16 ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâûå
ëèíåéíûå ìîíîòîííûå îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî ïîðÿäêà îòîáðàæåíèÿ
àâòîìàòè÷åñêè áèåêòèâíû.
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Äëÿ íåðåãóëÿðíûõ ïîðÿäêîâ ìåòîä öåïåé íå ðàáîòàåò. Îäíàêî â ñëó÷àå
ïîðÿäêîâ, ïîðîæäåííûõ ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöåé, óäàëîñü óñòàíîâèòü
ñâÿçü ìåæäó ìîíîòîííûìè îòîáðàæåíèÿìè è îòîáðàæåíèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè
îäíîâðåìåííóþ äèàãîíàëèçóåìîñòü íàáîðîâ ìàòðèö, ê êîòîðûì ïðèìåíèì
ìåòîä öåïåé. Â èòîãå, äëÿ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ
õàðàêòåðèçàöèÿ.

Òåîðåìà 19. (Òåîðåìà 2.3.30) Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, n > 3. Ëèíåéíîå
áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå T : Mn(F) → Mn(F) ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî

÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, çàäàííîãî ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöåé,
]
<-ïîðÿäêà, (èëè

åãî ðàñøèðåíèÿ íà âñå ìàòðèöû,
cn
< -ïîðÿäêà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò ìàòðèöà P ∈ GLn(F) è íåíóëåâîé ýëåìåíò α ∈ F, òàêîé, ÷òî T

èìååò âèä T (X) = αPXP−1 äëÿ âñåõ ìàòðèö X ∈ Mn(F) èëè T (X) = αPXtP−1

äëÿ âñåõ ìàòðèö X ∈ Mn(F).

Ðàçâèâàÿ äàëåå ââåäåííûé ìåòîä, óäàëîñü åùå óñèëèòü ýòó òåîðåìó, çàìåíèâ
óñëîâèå áèåêòèâíîñòè íà óñëîâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè:

Òåîðåìà 20. (Òåîðåìà 2.3.32) Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, n > 3, T :
Mn(F) → Mn(F) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Îòîáðàæåíèå T ñòðîãî ìîíîòîííî

îòíîñèòåëüíî
]
< (èëè

cn
< )-ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò

ìàòðèöà P ∈ GLn(F) è íåíóëåâîé ýëåìåíò α ∈ F, òàêîé, ÷òî T èìååò âèä
T (X) = αPXP−1 äëÿ âñåõ ìàòðèö X ∈ Mn(F) èëè T (X) = αPXtP−1 äëÿ âñåõ
ìàòðèö X ∈ Mn(F).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ äëÿ îòîáðàæåíèé T : Mn(F) → Mn(F),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: A
]
< B =⇒ T (A)

cn
< T (B).

Çàìå÷àíèå 21. Çàìåòèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò áèåêòèâíûõ ëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé T : Mn(F) → Mn(F), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: A
cn
< B âëå÷åò

T (A)
]
< T (B).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðèìåðû �íåñòàíäàðòíûõ� ëèíåéíûõ

áèåêòèâíûõ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ äëÿ
]
< è

cn
< ïîðÿäêîâ â ñëó÷àå |F| =

n = 2:

Ïðèìåð 22. Ïðè |F| = n = 2 ñóùåñòâóþò áèåêòèâíûå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ,
ìîíîòîííûå îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìûõ ïîðÿäêîâ, íî íå ÿâëÿþùèåñÿ
êîìïîçèöèåé ïîäîáèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðíûå ìàòðèöû. Ïðèìåðîì ìîæåò
ñëóæèòü îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå òàê: T (Eii) = Eii, T (Eij) = I + Eij.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àääèòèâíûõ è ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö
íàä ïîëÿìè, ñîõðàíÿþùèõ ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ìàòðèö, îïðåäåëÿåìûå â òåðìèíàõ
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ôóíêöèè ðàíãà. Îáîçíà÷èì

Q1 =
{
(A, B) | rk (A + B) = rk (A) + rk (B)

}
;

Q2 =
{
(A, B) | rk (A + B) = |rk (A)− rk (B)|

}
;

Q3 =
{
(A, B) | rk (AB) = min{rk (A), rk (B)}

}
;

Q4 =
{
(A, B) | rk (AB) = rk (A) + rk (B)− n

}
; è

Q5 =
{
(A, B, C) | rk (AB) + rk (BC) = rk (ABC) + rk (B)

}
.

Â 1999ã. âîïðîñ õàðàêòåðèçàöèè ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ äëÿ êàæäîãî
èç ïåðå÷èñëåííûõ ìíîæåñòâ áûë ñôîðìóëèðîâàí â äîêëàäå Ë. Áèñëè íà
êîíôåðåíöèè �Linear Preserve Workshop� â Ëèññàáîíå (Ïîðòóãàëèÿ). Ïîñêîëüêó
çàäà÷è èçó÷åíèÿ ëèíåéíûõ è àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ Q1

èëè Q2, ëåãêî ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì èçó÷åíèÿ ëèíåéíûõ, ñîîòâåòñòâåííî,
àääèòèâíûõ, îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ âû÷èòàåìîñòü ðàíãà, èëè, ÷òî òîæå
ñàìîå, ìèíóñ-ïîðÿäîê, êîòîðûå áûëè ðåøåíû â ãëàâå 2 ïðåäñòàâëåííîé
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïàðàãðàô 3.1 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðîâ,
ñîõðàíÿþùèõ ìíîæåñòâî Q3, Q4 èëè Q5. Êðîìå òîãî â ïàðàãðàôå 3.2 ðàññìîòðåíû
ñåìåéñòâà ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ðàíãà
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.

Òåîðåìà 23. (Òåîðåìà 3.1.5) Åñëè F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, è T : Mn(F) →
Mn(F) � îáðàòèìîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òî îòîáðàæåíèå T ñîõðàíÿåò
ìíîæåñòâî Q3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T (X) = αPXP−1 äëÿ íåêîòîðîé
îáðàòèìîé ìàòðèöû P ∈ Mn(F) è íåíóëåâîãî ñêàëÿðà α ∈ F.

Òàêæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå áîëüøîãî êëàññà
íåñþðúåêòèâíûõ ëèíåéíûõ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ äëÿ Q3.

Òåîðåìà 24. (Òåîðåìà 3.1.10) Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Òîãäà ëèíåéíîå
áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå T : Mn(F) → Mn(F) ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî Q4 â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà T (X) = αPXP−1 äëÿ íåêîòîðîé îáðàòèìîé
ìàòðèöû P ∈ Mn(F) è íåíóëåâîãî ñêàëÿðà α ∈ F.

Áîëåå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî
ôðîáåíèóñîâû ýíäîìîðôèçìû äëÿ Q4 ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìàìè.

Òåîðåìà 25. (Òåîðåìà 3.1.17) Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è îòîáðàæåíèå
T : Mn(F) → Mn(F) ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì è ëèíåéíûì. Òîãäà T ñîõðàíÿåò
ìíîæåñòâî Q5 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà T (X) = αPXP−1 äëÿ
íåêîòîðîé îáðàòèìîé ìàòðèöû P ∈ Mn(F) è íåíóëåâîãî ñêàëÿðà α ∈ F.
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Ñëåäóùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà îñíîâíîå ïîëå, íåíóëåâûå ëèíåéíûå ôðîáåíèóñîâû
ýíäîìîðôèçìû äëÿ Q5 áèåêòèâíû.

Òåîðåìà 26. (Òåîðåìà 3.1.18) Ïóñòü ïîëå F ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, òðè
ýëåìåíòà, è T : Mn(F) → Mn(F) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà îòîáðàæåíèå
T ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâîQ5 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà T (X) = αPXP−1

äëÿ íåêîòîðîé îáðàòèìîé ìàòðèöû P ∈ Mn(F) è ñêàëÿðà α ∈ F.

Èñïîëüçóÿ òàêæå èäåè, ïðåäëîæåííûå â ïàðàãðàôå 1.3 ãëàâû 1, óäàëîñü
îõàðàêòåðèçîâàòü ôðîáåíèóñîâû ýíäîìîðôèçìû è äëÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ðàíãà
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

Òåîðåìà 27. (Òåîðåìà 3.2.13) Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå íóëåâîé
õàðàêòåðèñòèêè, n, k ≥ 2 � öåëûå ÷èñëà è σ ∈ Sk � ôèêñèðîâàííàÿ
íåòîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà, îòîáðàæåíèå T : Mn(F) → Mn(F) ÿâëÿåòñÿ
àääèòèâíîé áèåêöèåé. Òîãäà T ïåðåâîäèò íàáîð ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèé
ñîîòíîøåíèþ

rk (A1 · . . . · Ak) = rk (Aσ(1) · . . . · Aσ(k)), (∗)
â íàáîð ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó æå ñîîòíîøåíèþ, â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà P ∈ GLn(F), íåíóëåâîé ñêàëÿð α ∈ F,
è àâòîìîðôèçì ïîëÿ ϕ : F → F, òàêèå, ÷òî T èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

T (A) = α PAϕP−1 äëÿ âñåõ A ∈ Mn(F)

èëè, â ñëó÷àå, σ(i) = k − i + 1 äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ k,

T (A) = αP (Aϕ)tP−1 äëÿ âñåõ A ∈ Mn(F).

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå óäàåòñÿ îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ áèåêòèâíîñòè, íî
äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå T ñòðîãî ñîõðàíÿëî îòíîøåíèå (∗),
ò.å. ïåðåâîäèëî â ñåáÿ êàê ìíîæåñòâî íàáîðîâ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ (∗),
òàê è åãî äîïîëíåíèå. Îòîáðàæåíèå ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïî÷òè-
ñþðúåêòèâíûì, åñëè ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà åãî îáðàçà ñîâïàäàåò ñî âñåì
ïðîñòðàíñòâîì-îáðàçîì. Äëÿ àääèòèâíûõ ïî÷òè-ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé
ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû 27:

Òåîðåìà 28. (Òåîðåìà 3.2.15) Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, char F = 0, n ≥
2, è T : Mn(F) → Mn(F) � ïî÷òè-ñþðúåêòèâíîå àääèòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Îòîáðàæåíèå T ñòðîãî ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå (∗) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ïîäîáèÿ P ∈ GLn(F), íåíóëåâîé ñêàëÿð α ∈ F, è íåíóëåâîé
ãîìîìîðôèçì ïîëåé ϕ : F → F, òàêîé, ÷òî T èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

T (A) = α PAϕP−1 äëÿ âñåõ A ∈ Mn(F)
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èëè, â ñëó÷àå σ(i) = k − i + 1 äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ k,

T (A) = αP (Aϕ)tP−1 äëÿ âñåõ A ∈ Mn(F).

Îòìåòèì, ÷òî èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ T ñëåäóåò àâòîìàòè÷åñêè èç òîãî,
÷òî T ñòðîãî ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå (∗), ïîýòîìó â ëèíåéíîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå
ïî÷òè-ñþðúåêòèâíîñòè îêàçûâàåòñÿ èçëèøíèì. Ïîêàçàíî, ÷òî íàêëàäûâàåìûå
îãðàíè÷åíèÿ äàëåå íåóëó÷øàåìû, â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïî÷òè-
ñþðúåêòèâíûõ àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé, íåñòðîãî ñîõðàíÿþùèõ îòíîøåíèå (∗),
äëÿ êîòîðûõ çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 28 íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ãëàâû 4 è 5 ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ ìàòðèö
íàä ïîëóêîëüöàìè. Ïðè ïåðåõîäå îò ïîëåé ê ïîëóêîëüöàì ìíîãèå êëàññè÷åñêèå
ìàòðè÷íûå èíâàðèàíòû òåðÿþò ñìûñë, à ýêâèâàëåíòíûå íàä ïîëÿìè îïðåäåëåíèÿ,
íàïðèìåð, ðàíãà, ïåðåñòàþò áûòü ýêâèâàëåíòíûìè. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ
ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè òðåáóþò èçó÷åíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ
ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ. Â íà÷àëå ãëàâû 4 ïðèâåäåíû íàèáîëåå ÷àñòî
èñïîëüçóåìûå îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè è ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ
íàä ïîëóêîëüöàìè, èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,
îïèñûâàþùàÿ ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ðàíãîâûìè ôóíêöèÿìè ìàòðèöû
íàä ìàêñ-àëãåáðîé.

Òåîðåìà 29. (Ïðåäëîæåíèÿ 4.1.2, 4.1.68, 4.1.72, 4.1.75, 4.1.79) Îñíîâíûå
ðàíãîâûå ôóíêöèè ìàòðèö íàä ìàêñ-àëãåáðîé óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
íåðàâåíñòâàì, ïðèâåäåííûì â âèäå äèàãðàììû, íà êîòîðîé ïóòè ñîåäèíÿþò
ñðàâíèìûå âåëè÷èíû è èç äâóõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì, áîëüøå
òà, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà âûøå. Îòìåòèì, ÷òî âñå ïðèâåäåííûå íåðàâåíñòâà
ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè.
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mr1(A)ñëàáûé

ñòðî÷íûé ðàíã

r(A) = sr(A)ñòðî÷íûé

è îáåðòûâàþùèé ñòðî÷íûé

ðàíãè

mc1(A) ñëàáûé

ñòîëáöîâûé ðàíã

c(A) = sc(A) ñòîëáöîâûé è

îáåðòûâàþùèé ñòîëáöîâûé

ðàíãè

t(A) ãðàíè÷íûé ðàíã

f(A) ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã

ñòðî÷íûé ðàíã mr2(A)

â ñìûñëå Ãîíäðàíà-Ìèíó

mc2(A) ñòîëáöîâûé ðàíã

â ñìûñëå Ãîíäðàíà-Ìèíó

rk det (A) äåòåðìèíàíòíûé ðàíã

mr3(A) = trop(A) òðîïè÷åñêèé ðàíãñèëüíûé ñòðî÷íûé ðàíã

Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà ïîëíîñòüþ ðåøàåò âîïðîñ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé
ðàíãà äëÿ ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöàìè. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ýòà òåîðåìà
ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü òàêèå òðóäíî-âû÷èñëèìûå êîìáèíàòîðíûå èíâàðèàíòû,
êàê ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã è ðàíã Ãîíäðàíà-Ìèíó, ÷åðåç ðàíãîâûå ôóíêöèè,
êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ëåãêî. Íà îñíîâå âûÿâëåííûõ ñâÿçåé ìåæäó
ðàíãîâûìè ôóíêöèÿìè äîêàçàíû ñëåäóþùèå àíàëîãè òåîðåì Ôðîáåíèóñà è
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Äüåäîííå.
×òîáû èõ ñôîðìóëèðîâàòü, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ âûðîæäåííîñòè è

áè-îïðåäåëèòåëÿ íàä ïîëóêîëüöàìè, ïîñêîëüêó ýòè ïîíÿòèÿ íå ÿâëÿþòñÿ
îáùåèçâåñòíûìè. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, ÷åðåç Sn îáîçíà÷èì ïîëóìîäóëü
ñòîëáöîâ äëèíû n ñ ýëåìåíòàìè èç S.

Îïðåäåëåíèå 30. Ìàòðèöà A ∈ Mmn(S) íàçûâàåòñÿ S-âûðîæäåííîé, åñëè Ax =
0 èëè xA = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ Sn. Ìàòðèöà A ∈ Mmn(S)
íàçûâàåòñÿ S-íåâûðîæäåííîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ S-âûðîæäåííîé.

Îïðåäåëåíèå 31. Åñëè S � ïîäïîëóêîëüöî íåêîòîðîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà
R, òî ìàòðèöà A ∈ Mmn(S) íàçûâàåòñÿ R-âûðîæäåííîé, åñëè Ax = 0 èëè xA = 0
äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ Rn. Ìàòðèöà A ∈ Mmn(S) íàçûâàåòñÿ
R-íåâûðîæäåííîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ R-âûðîæäåííîé.

Îïðåäåëåíèå 32. Áè-îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A = [ai,j] ∈ Mn(S) íàçûâàåòñÿ
ïàðà ÷èñåë (‖A‖+, ‖A‖−), ãäå

‖A‖+ =
∑
σ∈An

a1,σ(1) · · · an,σ(n), ‖A‖− =
∑

σ∈Sn\An

a1,σ(1) · · · an,σ(n),

ãäå An ⊆ Sn îáîçíà÷àåò ïîäãðóïïó ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê.

Îïðåäåëåíèå 33. Ïðåîáðàçîâàíèå T íàçûâàåòñÿ (P, Q, B)-îïåðàòîðîì, åñëè
ñóùåñòâóþò ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû P è Q è ìàòðèöà B áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ,
òàêèå, ÷òî T (X) = P (X ◦ B)Q äëÿ âñåõ X ∈ Mm,n(S) èëè, åñëè m = n,
T (X) = P (X ◦ B)tQ äëÿ âñåõ X ∈ Mn(F); (P, Q,B)-îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ (P, Q)-
îïåðàòîðîì, åñëè B = J , çäåñü è äàëåå ÷åðåç J îáîçíà÷åíà ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû
êîòîðîé ðàâíû åäèíèöå.

Òåîðåìà 34. (Òåîðåìà 4.3.2) Ïóñòü T : Mn(S) → Mn(S) � ñþðúåêòèâíûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Îïåðàòîð T ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî S-âûðîæäåííûõ ìàòðèö,

2. Îïåðàòîð T ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî S-íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö,

3. Îïåðàòîð T � (P, Q, B)-îïåðàòîð è ýëåìåíòû ìàòðèöû B îáðàòèìû â
ïîëóêîëüöå S.

Òåîðåìà 35. (Òåîðåìà 4.3.10) Ïóñòü T : Mn(S) → Mn(S) � ñþðúåêòèâíûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Îïåðàòîð T ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî R-âûðîæäåííûõ ìàòðèö;

2. Îïåðàòîð T ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî R-íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö
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3. Îïåðàòîð T èìååò âèä T (X) = PDXEQ äëÿ âñåõ X ∈ Mn(S) èëè
T (X) = PDX tEQ äëÿ âñåõ X ∈ Mn(S), ãäå P è Q � íåêîòîðûå ìàòðèöû
ïåðåñòàíîâêè, D è E � îáðàòèìûå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû.

Çäåñü ìàòðèöû P, Q îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì, à ìàòðèöû D, E

îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì, ñ òî÷íîñòüþ äî îáðàòèìîãî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ,
îáðàçîì.

Òåîðåìà 36. (Òåîðåìà 4.3.8) Ïóñòü îòîáðàæåíèå T : Mn(S) → Mn(S) ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêòèâíûì è ëèíåéíûì. Òîãäà áè-îïðåäåëèòåëü (‖T (X)‖+, ‖T (X)‖−) =
(‖X‖+, ‖X‖−) äëÿ âñåõ X ∈ Mn(S) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
îòîáðàæåíèå T èìååò âèä T (X) = PDXEQ äëÿ âñåõ X ∈ Mn(S) èëè
T (X) = PDX tEQ äëÿ âñåõ X ∈ Mn(S), ãäå P è Q � íåêîòîðûå ìàòðèöû
ïåðåñòàíîâêè îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, D è E � îáðàòèìûå äèàãîíàëüíûå
ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (‖DE‖+, ‖DE‖−) = (1, 0). Ìàòðèöû
P, Q îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, à ìàòðèöû D, E îïðåäåëåíû
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî îáðàòèìîãî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ.

Îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû. Ïåðåéäåì
ê ðàññìîòðåíèþ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò ìàòðèö.
Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå ñîáñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ò.å. ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ äëèííûõ êîììóòàòîðîâ.

Òåîðåìà 37. (Òåîðåìà 4.5.17) Ïóñòü àíòèíåãàòèâíîå ïîëóêîëüöî S ñîäåðæèò
ïîëóêîëüöî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë Z+,

f(x1, . . . , xmk
) = [[. . . [[x1, x2], x3], . . .], xm1

] · . . . · [[. . . [xmk−1+1, xmk−1+2], . . .], xmk
]

� ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, f+(x1, . . . , xmk
) � ìíîãî÷ëåí,

ñîñòîÿùèé èç âñåõ ìîíîìîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, âõîäÿùèõ
â ìíîãî÷ëåí f , f−(x1, . . . , xmk

) � ìíîãî÷ëåí, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ìîíîìîâ
ìíîãî÷ëåíà f, èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû,

V(Pm1,...,mk
) = {(X1, X2, . . . , Xmk

) ∈ (Mn(S))mk|f+(X1, . . . , Xmk
) = f−(X1, . . . , Xmk

)},

T : Mn(S) → Mn(S) � áèåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü îòîáðàæåíèå
T ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî V(Pm1,...,mk

). Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè
P ∈ Mn(S), òàêàÿ, ÷òî T (X) = PXP−1 äëÿ âñåõ X ∈ Mn(S) èëè T (X) =
PX tP−1 äëÿ âñåõ X ∈ Mn(S).

Â ãëàâå 5, íà îñíîâå ðàçâèòîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå òåõíèêè, õàðàêòåðèçóþòñÿ
àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöàìè, ñîõðàíÿþùèå
êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ìàòðèö, à èìåííî, ïðèìèòèâíîñòü íàáîðîâ ìàòðèö
äëÿ îòîáðàæåíèé äåêàðòîâîé ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö â ñåáÿ è ñâîéñòâî
ìàòðèöû áûòü ðåãóëÿðíîé (ïî÷òè-ðåãóëÿðíîé) òóðíèðíîé ìàòðèöåé.

26



Ïóñòü Mk(S) = Mn(S)× . . .×Mn(S)︸ ︷︷ ︸
k ðàç

, Mn(B)(0) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ìàòðèö

ñ íóëåâîé äèàãîíàëüþ íàä áèíàðíûì áóëåâûì ïîëóêîëüöîì.
Äëÿ ïðèìèòèâíûõ íàáîðîâ ìàòðèö äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ

ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ:

Òåîðåìà 38. (Òåîðåìà 5.1.61) Ïóñòü 2 ≤ k < n è T : Mk
n(S) → Mk

n(S)
ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì àääèòèâíûì îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå ñîõðàíÿåò
ïðèìèòèâíîñòü íàáîðîâ ìàòðèö, òîãäà íàéäóòñÿ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê
P, Qi, i = 1, . . . , k, ïåðåñòàíîâêà σ : {1, 2, . . . , k} → {1, 2, . . . , k} è ìàòðèöû
Bi ∈ Mn(S), i = 1, . . . , k, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè, òàêèå,
÷òî T (X(r)) = (P (X ◦ K ◦ Br)P

t + Qr(X ◦ I ◦ Br)Q
t
r)

(σ(r)) äëÿ âñåõ r = 1, . . . , k
èëè T (X(r)) = (P (X t ◦K ◦ Br)P

t + Qr(X ◦ I ◦ Br)Q
t
r)

(σ(r)) äëÿ âñåõ r = 1, . . . , k,
ãäå (X(r)) ∈ Mk

n(S) îáîçíà÷àåò íàáîð ìàòðèö, â êîòîðîì ìàòðèöà X ∈ Mn(S)
ðàñïîëîæåíà â r-òîé ïîçèöèè, à ìàòðèöû âî âñåõ îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ íóëåâûå.

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ (ïî÷òè-ðåãóëÿðíûõ) òóðíèðíûõ ìàòðèö äîêàçàíî, ÷òî, åñëè
n > 3 è T : Mn(B)(0) → Mn(B)(0) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì àääèòèâíûì
îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ðåãóëÿðíûå òóðíèðíûå ìàòðèöû, â ñëó÷àå
íå÷åòíîãî n, è ïî÷òè-ðåãóëÿðíûå òóðíèðíûå ìàòðèöû, åñëè n � ÷åòíîå ÷èñëî,
òî îòîáðàæåíèå T ÿâëÿåòñÿ (P, P t)-îïåðàòîðîì (ñì. òåîðåìó 5.2.27).

Ãëàâà 6 ïîñâÿùåíà ïîëóëèíåéíûì îòîáðàæåíèÿì, ñîõðàíÿþùèì
íåêîììóòàòèâíûé îïðåäåëèòåëü.

Â ýòîé ãëàâå ìîäèôèöèðîâàí ìåòîä ìàòðè÷íûõ äåôîðìàöèé, ðàíåå
èñïîëüçîâàâøèéñÿ òîëüêî äëÿ èçó÷åíèÿ ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ
ìàòðèö íàä ïîëÿìè. Ïðåäëîæåííîå ðàçâèòèå ìåòîäà ìàòðè÷íûõ äåôîðìàöèé
ïîçâîëèëî â ñëó÷àå ìàòðèö íàä íåêîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè ñâåñòè çàäà÷ó
õàðàêòåðèçàöèè ïîëóëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ âûðîæäåííîñòü, ê
çàäà÷å õàðàêòåðèçàöèè ïîëóëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ðàíã îäèí,
ðåøåííîé â ðàáîòå Õóà 13, è ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã
òåîðåìû Äüåäîííå:

Òåîðåìà 39. (Òåîðåìà 6.3.8) Ïóñòü D � òåëî, ÿâëÿþùååñÿ K-àëãåáðîé íàä
íåêîòîðûì ïîëåì K, îòëè÷íûì îò F2.

Ðàññìîòðèì áèåêòèâíîå, σ-ïîëóëèíåéíîå íàä K îòîáðàæåíèå T : Mn(D) →
Mn(D), âçàèìîîäíîçíà÷íîå íà ìíîæåñòâå âûðîæäåííûõ ìàòðèö.

Òîãäà îòîáðàæåíèå T èìååò âèä T (X) = PXµQ äëÿ âñåõ ìàòðèö X ∈
Mn(D) èëè èìååò âèä T (X) = P (Xµ)tQ äëÿ âñåõ ìàòðèö X ∈ Mn(D). Çäåñü
P, Q ∈ GLn(D), µ � àâòîìîðôèçì â ïåðâîì ñëó÷àå èëè àíòè-àâòîìîðôèçì
� âî âòîðîì � òåëà D, σ-ïîëóëèíåéíûé íàä K, ïðè÷åì ìàòðèöû P è Q

îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì, ñ òî÷íîñòüþ äî îáðàòèìîãî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ,
îáðàçîì, µ åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà òåëà D.

13L.K. Hua, A theorem on matrices over sfield and its applications // J. Chinese Math. Soc. (N.S) 1 (1951) 110-163.

27



Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷åí òàêæå àíàëîã òåîðåìû
Ôðîáåíèóñà äëÿ ìàòðèö íàä òåëîì:

Òåîðåìà 40. (Òåîðåìà 6.4.2) Ïóñòü D � òåëî, ÿâëÿþùååñÿ àëãåáðîé íàä
íåêîòîðûì ïîëåì K, îòëè÷íûì îò F2. Ïóñòü T : Mn(D) → Mn(D) � σ-
ïîëóëèíåéíîå íàä K îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå îïðåäåëèòåëü Äüåäîííå. Åñëè D

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ðàñøèðåíèåì K, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå
T ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

Òîãäà îòîáðàæåíèå T èìååò òàêîé æå âèä, êàê â òåîðåìå 39, ïðè÷åì
det (PQ) = 1.

Ôðîáåíèóñîâû ýíäîìîðôèçìû ïðîñòðàíñòâà â áîëüøîé ñòåïåíè èãðàþò ðîëü
åãî ñèììåòðèé. Èòîãîì èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ,
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðÿäà ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà
ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö äîïóñêàåò äîñòàòî÷íî
áîëüøîå ñåìåéñòâî òàêèõ ñèììåòðèé. Â ãëàâå 7 íà ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâà
ìíîãî÷ëåíîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî â äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ îòâåò ìîæåò áûòü ïðèíöèïèàëüíî äðóãèì. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåçóëüòàòû, êàê è ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà, óäàëîñü ñôîðìóëèðîâàòü â ìàòðè÷íûõ
òåðìèíàõ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé:

Îïðåäåëåíèå 41. Ìíîãî÷ëåí p(x) ∈ R[x] íàçûâàåòñÿ
- ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè âñå åãî êîðíè ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè;
- ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè îí íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé;
- ïîëîæèòåëüíûì, åñëè p(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ R;
- íåîòðèöàòåëüíûì, åñëè p(x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ R.

Â ãëàâå 7 èññëåäîâàíû ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îáîçíà÷àåòñÿ R[x], èëè íà
ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
îáîçíà÷àåòñÿ Rn[x], êîòîðûå ñîõðàíÿþò îäèí èç êëàññîâ ìíîãî÷ëåíîâ, ââåäåíûõ
âûøå. À èìåííî, ìû áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà
ïðîñòðàíñòâå R[x] èëè Rn[x], îòîáðàæåíèåì, ñîõðàíÿþùèì ãèïåðáîëè÷íîñòü,
ýëëèïòè÷íîñòü, ïîëîæèòåëüíîñòü, íåîòðèöàòåëüíîñòü, åñëè îíî ñîõðàíÿåò
ìíîæåñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ, ýëëèïòè÷åñêèõ, ïîëîæèòåëüíûõ, íåîòðèöàòåëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîáëåìà õàðàêòåðèçàöèè ôðîáåíèóñîâûõ
ýíäîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ âîñõîäèò ê ðàáîòå Ïîëèà è Øóðà 14. Â
÷àñòíîñòè â ýòîé ðàáîòå èìè äîêàçàíà õàðàêòåðèçàöèÿ äèàãîíàëüíûõ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ãèïåðáîëè÷íîñòü. Â äàëüíåéøåì ýòî íàïðàâëåíèå
èíòåíñèâíî ðàçâèâàëîñü.

14G. P�olya, I. Schur, �Uber zwei Arten von Faktorenfolgen in der Theorie der algebraischen Gleichungen // J. Reine
Angew. Math. 144 (1914), 89�113.
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Îäíàêî íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ â âîïðîñàõ õàðàêòåðèçàöèè
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ãèïåðáîëè÷íîñòü, âîïðîñ õàðàêòåðèçàöèè
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ýëëèïòè÷íîñòü, îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.
Ñåäüìàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ýòîãî âîïðîñà. Ðàññìîòðåíû òðè êëàññà
îòîáðàæåíèé: ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ, ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ èëè ìíîæåñòâî
ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð
íà ïðîñòðàíñòâå R[x] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà, ò.å. â âèäå ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà d

dx ñ ïîëèíîìèàëüûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà ïðîñòðàíñòâå R[x]. Êàê
îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ãîðàçäî ìåíüøå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ
ëþáîå èç ïåðå÷èñëåííûõ ìíîæåñòâ, ÷åì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ
ãèïåðáîëè÷íîñòü. Áîëåå òî÷íî, äâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòà ãëàâû 7 ôîðìóëèðóþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 42. (Òåîðåìà 7.1.5) Ïóñòü UQ : R[x] → R[x] � äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð ïîðÿäêà k ≥ 1 ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè Q =
(q0(x), q1(x), . . . , qk(x)), qi(x) ∈ R[x], i = 0, . . . , k, qk(x) 6≡ 0, ò.å.

UQ = q0(x) + q1(x)
d

dx
+ q2(x)

d2

dx2 + . . . + qk(x)
dk

dxk
.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Q îïåðàòîð UQ íå
ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ (ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíûõ,
ýëëèïòè÷åñêèõ) ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2k è âûøå.

Ñëåäñòâèå 43. (Ñëåäñòâèå 7.1.6) Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
êîíå÷íîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî
íåîòðèöàòåëüíûõ (ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíûõ, ýëëèïòè÷åñêèõ)
ìíîãî÷ëåíîâ â R[x], èìååò âèä α0 · 1, ãäå 1 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð
íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ, äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî α0 ∈ R.

Çàìå÷àíèå 44. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà, ñóùåñòâóåò ìíîãî ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ïîëîæèòåëüíîñòü. Ïåðâûì
ïðèìåðîì îòîáðàæåíèÿ òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé:(

1− d

dx

)−1

= 1 +
d

dx
+

d2

dx2 + . . .

Ñëó÷àé ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà,
èìåþùåãî ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, äîïóñêàåò ïîëíóþ õàðàêòåðèçàöèþ. À
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èìåííî, ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, óñèëèâàþùàÿ ðåçóëüòàòû Ðåìàêà 15 è
Ãóðâèöà 16 (ñì. òàêæå çàäà÷ó 38 èç êíèãè Ïîëèà è Ñåãå 17):

Òåîðåìà 45. (Òåîðåìà 7.1.9) Ïóñòü α = (α0, α1, . . . , αk, . . .) � áåñêîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííî
íóëåâîé. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð áåñêîíå÷íîãî
ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàäàííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ α:

Uα = α0 + α1
d

dx
+ α2

d2

dx2 + . . . + αk
dk

dxk
+ . . . .

Òîãäà äëÿ îòîáðàæåíèÿ Uα ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Uα ñîõðàíÿåò ïîëîæèòåëüíîñòü.

2. Uα ñîõðàíÿåò íåîòðèöàòåëüíîñòü.

3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà p(x) = akx
k+. . .+a1x+a0

ñïðàâåäëèâî
Uα(p)(0) = a0α0 + a1α1 + . . . + k!akαk ≥ 0;

4. Ñëåäóþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ ãàíêåëåâàÿ ìàòðèöà

α0 1!α1 2!α2 . . . l!αl . . .

1!α1 2!α2 3!α3 . . . (l + 1)!αl+1 . . .

2!α2 3!α3 4!α4 . . . (l + 2)!αl+2 . . .
...

...
... . . . ...

...
l!αl (l + 1)!αl+1 (l + 2)!αl+2 . . . (2l)!α2l . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


çàäàåò íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó.

5. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà µα íà R, âñå ìîìåíòû êîòîðîé
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∫∞
−∞ tkdµα(t) = k!αk, k = 0, 1, 2, . . .. Â ýòîì ñëó÷àå

îòîáðàæåíèå Uα ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

Uα(p)(x) = p(x) ? µα,

ãäå p(x) ∈ R[x] � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí è ? îáîçíà÷àåò ñëåäóþùåå
îòîáðàæåíèå òèïà ñâåðòêè:

Uα(p)(x) =

∫ ∞

−∞
p(t)dµ(t− x).

15R. Remak, Bemerkung zu Herrn Stridsbergs Beweis des Waringschen Theorems, Math. Ann. 72 (1912), 153�156.
16A. Hurwitz, �Uber definite Polynome, Math. Ann. 73 (1913), 173�176.
17G. P�olya, G. Szeg�o, Problems and theorems in analysis. II. Theory of functions, zeros, polynomials, determinants,

number theory, geometry. Translated from the German by C. E. Billigheimer. Reprint of the 1976 English translation.
Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 1998. xii+392 pp.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ïðåäëîæåíû íîâûå óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ôðîáåíèóñîâûõ
ýíäîìîðôèçìîâ, ïîçâîëèâøèå ðåøèòü âîïðîñû õàðàêòåðèçàöèè
ôðîáåíèóñîâûõ ýíäîìîðôèçìîâ è îòûñêàòü âçàèìîñâÿçè ìåæäó
ôðîáåíèóñîâûìè ýíäîìîðôèçìàìè, âîçíèêàþùèìè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè.

2. Ââåäåí ìåòîä ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ è ñ åãî ïîìîùüþ îõàðàêòåðèçîâàíû
ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ìàòðèö íàä ïîëÿìè, ñîõðàíÿþùèå íóëè
îäíîðîäíûõ ïîëèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíî
ðåøåíèå ïðîáëåìû Êàïëàíñêîãî-Óîòêèíñà 1976ã. (òåîðåìû 1.2.1, 1.2.2, 1.2.6,
1.3.3).

3. Ââåäåí ìåòîä öåïåé è ñ åãî ïîìîùüþ îõàðàêòåðèçîâàíû àääèòèâíûå
îòîáðàæåíèÿ, ìîíîòîííûå îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíûõ ïîðÿäêîâ (òåîðåìà
2.4.2). Äëÿ ðÿäà ïîðÿäêîâ äîêàçàíà àâòîìàòè÷åñêàÿ áèåêòèâíîñòü òàêèõ
îòîáðàæåíèé (òåîðåìû 2.4.5 è 2.4.8). Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåáèåêòèâíûõ
àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé, ìîíîòîííûõ, îòíîñèòåëüíî ìèíóñ-ïîðÿäêà.

4. Îõàðàêòåðèçîâàíû ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ìîíîòîííûå îòíîñèòåëüíî
ïîðÿäêîâ, ïîðîæäåííûõ ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöåé (òåîðåìà 2.3.30).

5. Îõàðàêòåðèçîâàíû ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ìàòðèö íàä ïîëÿìè, ñîõðàíÿþùèå
ðàíãîâûå ñâîéñòâà ìàòðèö, òåì ñàìûì ðåøåíû ïðîáëåìû Áèñëè 1999ã.
(òåîðåìû 3.2.13, 3.2.15, 3.1.5, 3.1.10, 3.1.17 è 3.1.18).

6. Ïîëó÷åíû ïîëóêîëüöåâûå àíàëîãè òåîðåì Ôðîáåíèóñà è Äüåäîííå,
õàðàêòåðèçóþùèõ ôðîáåíèóñîâû ýíäîìîðôèçìû ìàòðèö íàä ïîëÿìè
(òåîðåìû 4.3.2, 4.3.10 è 4.3.8).

7. Îõàðàêòåðèçîâàíû àääèòèâíûå ôðîáåíèóñîâû ýíäîìîðôèçìû ìàòðèö íàä
ïîëóêîëüöàìè äëÿ êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ ìàòðèö: ïðèìèòèâíîñòü íàáîðà
ìàòðèö, ñâîéñòâî ìàòðèöû áûòü ðåãóëÿðíîé èëè ïî÷òè-ðåãóëÿðíîé
òóðíèðíîé ìàòðèöåé (òåîðåìû 5.1.61 è 5.2.27).

8. Ðàçðàáîòàíà íåêîììóòàòèâíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ìàòðè÷íûõ äåôîðìàöèé.
Ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì îõàðàêòåðèçîâàíû ïîëóëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ìàòðèö
íàä òåëîì, ñîõðàíÿþùèå îïðåäåëèòåëü Äüåäîííå (òåîðåìû 6.3.8 è 6.4.2).

9. Ðàçâèò ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ôðîáåíèóñîâûõ
ýíäîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâ ìíîãî÷ëåíîâ. Äîêàçàíî îòñóòñòâèå ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà ïðîñòðàíñòâå
ìíîãî÷ëåíîâ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíè, ñîõðàíÿþùèõ ìíîæåñòâî
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ïîëîæèòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
èëè ìíîæåñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (òåîðåìû 7.1.5, 7.1.6, 7.1.9).

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó Ó÷èòåëþ ïðîôåññîðó
Àëåêñàíäðó Âàñèëüåâè÷ó Ìèõàëåâó çà íàïðàâëÿþùèå ñîâåòû è âñåñòîðîííþþ
ïîääåðæêó. Òàêæå àâòîð áëàãîäàðèò êîëëåêòèâ êàôåäðû Âûñøåé
àëãåáðû Ìåõàíèêî-Ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ: È. Â. Àðæàíöåâà,
Â. À. Àðòàìîíîâà, Å. È. Áóíèíó, Ý. Á. Âèíáåðãà, Å. Ñ. Ãîëîäà, Ì. Â. Çàéöåâà,
À. È. Çîáíèíà, Í. Ê. Èëüèíó, Â. À. Èñêîâñêèõ, Â. Í. Ëàòûøåâà, Â. Ò. Ìàðêîâà,
Þ. Ã. Ïðîõîðîâà, Ä. À. Òèìàøåâà, È. À. ×óáàðîâà, À. Ë. Øìåëüêèíà çà öåííûå
îáñóæäåíèÿ è òâîð÷åñêóþ äðóæåñòâåííóþ àòìîñôåðó íà êàôåäðå, Ë. Ã. ×åðíûø
çà ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå äèññåðòàöèè, Ì. Àêèàí, À. À. Àëèåâó, Ë. Á. Áèñëè,
È. È. Áîãäàíîâà, Þ. Áîðñåà, Ñ. Ãîáåðà, Á. Êóçüìó, ×.-Ê. Ëè, Î. Â. Ìàðêîâó,
À. À. Ìèõàëåâà, Á. Ò. Ïîëÿêà, Î. À. Ïøåíèöûíó, À. Ì. Ðàéãîðîäñêîãî, Á. Øàïèðî,
Ï. Øåìåðëà çà èíòåðåñíóþ è ïëîäîòâîðíóþ ñîâìåñòíóþ ðàáîòó. Íàêîíåö, àâòîð
áëàãîäàðèò ñâîþ ñåìüþ çà ïîíèìàíèå è ëþáîâü.
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Â ðàáîòå [7], ñîâìåñòíîé ñ À.Â. Ìèõàëåâûì � íàó÷íûì êîíñóëüòàíòîì
äèññåðòàíòà, À. Â. Ìèõàëåâó ïðèíàäëåæàò ðàçäåëû 4.7, 4.8 è 4.11, à äèññåðòàíòó
îñòàëüíûå ðàçäåëû ðàáîòû.

Â ðàáîòàõ [8,11,14,18], ñîâìåñòíûõ ñ äèïëîìíèöåé äèññåðòàíòà À.À. Àëèåâîé,
äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ è èäåÿ èõ
äîêàçàòåëüñòâ, à Àëèåâîé � òåõíè÷åñêàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâ ðåçóëüòàòîâ î
áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèÿõ. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î íåáèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèÿõ
ïðèíàäëåæàò äèññåðòàíòó.

Â ðàáîòå [20], ñîâìåñòíîé ñ À.À. Àëèåâîé è Á. Êóçüìîé, äèññåðòàíòó
ïðèíàäëåæèò ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ è èäåÿ äîêàçàòåëüñòâ ëåìì
è òåîðåì ïàðàãðàôîâ 2 è 3, Êóçüìå ïðèíàäëåæèò èäåÿ äîêàçàòåëüñòâ ëåììû
4.1 è òåîðåìû 4.2 è èäåÿ ïðèìåðà 5.2, òåõíè÷åñêàÿ ïðîðàáîòêà äîêàçàòåëüñòâ
ïðèíàäëåæèò âñåì òðåì àâòîðàì â ðàâíîé ìåðå.

Â ðàáîòå [15], ñîâìåñòíîé ñ àñïèðàíòêîé äèññåðòàíòà Î.À. Âàéñìàí
(Î.À. Ïøåíèöûíîé), ôîðìóëèðîâêà òåîðåì è îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà
ïðåäëîæåíû äèññåðòàíòîì, òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîé èäåè
ïðèíàäëåæèò Âàéñìàí.

Â ðàáîòå [25], ñîâìåñòíîé ñ È.È. Áîãäàíîâûì, äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæàò
ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, Áîãäàíîâó ïðèíàäëåæèò
èäåÿ ðàññìàòðèâàòü îäíîâðåìåííóþ äèàãîíàëèçóåìîñòü ìàòðèö, ïîçâîëèâøàÿ
ïðèìåíèòü ìåòîä öåïåé, ïðåäëîæåííûé äèññåðòàíòîì.
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Â ðàáîòàõ [10,17], ñîâìåñòíûõ ñ Ë.Á. Áèñëè, ðàáîòå [13], ñîâìåñòíîé ñ Ë.Á.
Áèñëè è Ñ.-×. Éè, è ðàáîòå [19], ñîâìåñòíîé ñ Ë.Á. Áèñëè, É.-Á. Äæóíîì è Ñ.-
Ç. Ñîíãîì, äèññåðòàíò ðàçðàáàòûâàë ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû è ïîäõîäû
ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, à Ë.Á. Áèñëè � êîìáèíàòîðíûå. Ðåøàåìûå â ýòèõ
ñòàòüÿõ ïðîáëåìû áûëè ïîñòàâëåíû Áèñëè íà êîíôåðåíöèè â Ëèññàáîíå â 1999ã.
äëÿ ìàòðèö íàä ïîëÿìè. Äèññåðòàíòîì ïðåäëîæåíû èõ ïîëóêîëüöåâûå àíàëîãè.
Éè, Äæóíó è Ñîíãó ïðèíàäëåæàò äîêàçàòåëüñòâà òåõíè÷åñêèõ ëåìì îá îòñóòñòâèè
(P, Q, B)-îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ òðàíñïîíèðîâàíèå, ñðåäè ôðîáåíèóñîâûõ
ýíäîìîðôèèçìîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî èíâàðèàíòà.

Â ðàáîòàõ [12,16,24], ñîâìåñòíûõ ñ Ë.Á. Áèñëè, Ñ.-Ã. Ëè è Ñ.-Ç. Ñîíãîì,
è â ðàáîòå [29], ñîâìåñòíîé ñ Ë.Á. Áèñëè, äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò
ôîðìóëèðîâêà è îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ðàçâèòèå
òåõíèêè äîêàçàòåëüñòâà â ÷àñòè ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ,
Áèñëè ïðèíàäëåæèò äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ
îá îáùåì âèäå ëèíåéíûõ áèåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ íàä ïîëóêîëüöàìè è
ïðåäëîæåíèå ïðèìåíÿòü êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû äëÿ óïðîùåíèÿ ñòðóêòóðû
íåêîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâ, Ëè è Ñîíãó ïðèíàäëåæèò òåõíè÷åñêîå äîêàçàòåëüñâî
âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì îá îòáîðå îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ðàññìàòðèâàåìûé
èíâàðèàíò, ñðåäè ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé.

Â ðàáîòå [21], ñîâìåñòíîé ñ Ë.Á. Áèñëè è Ê. Íèë, ðåøåíà ïðîáëåìà,
ïîñòàâëåííàÿ Áèñëè íà êîíôåðåíöèè â Ëèññàáîíå â 1999ã. Áèñëè ðàçðàáàòûâàë
êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû è ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, îäíàêî
òîëüêî äîáàâëåíèå ê íèì ðàçðàáàòûâàåìûõ äèññåðòàíòîì ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ïîçâîëèëî ðåøèòü çàäà÷ó. Ê. Íèë ïðèíàäëåæàò ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâ
âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì 3.3 è 4.6, êàñàþùèåñÿ âûäåëåíèÿ èç âñåõ ñòàíäàðòíûõ
îòîáðàæåíèé èìåííî òåõ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò äàííûé èíâàðèàíò.

Â ðàáîòå [22], ñîâìåñòíîé ñ Ë.Á. Áèñëè, Ê.-Ò. Êàíãîì è Ñ.-Ç. Ñîíãîì,
ñîàâòîðàìè äèññåðòàíòà èíèöèèðîâàíû ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ, ðàññìîòðåíû
÷àñòíûå ñëó÷àè ïðè ìàëûõ n è ñôîðìóëèðîâàíà ïåðâîíà÷àëüíàÿ âåðñèÿ
ðåçóëüòàòà îá îáùåì âèäå èäåìïîòåíòíîé ìàòðèöû íàä áèíàðíîé áóëåâîé
àëãåáðîé. Äèññåðòàíòîì ñôîðìóëèðîâàí îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò òåîðåìû îá
îáùåì âèäå èäåìïîòåíòíîé ìàòðèöû, ïðåäëîæåíî îõàðàêòåðèçîâàòü ìíîæåñòâî
ìàòðèö, ìàæîðèðóåìûõ äàííîé, ñôîðìóëèðîâàí îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò î
ìàæîðèðîâàíèè è ïðåäëîæåíà êîíöåïöèÿ äîêàçàòåëüñòâà, ðåàëèçàöèÿ îñíîâíîé
÷àñòè êîòîðîé ïðèíàäëåæèò äèññåðòàíòó. Òåõíè÷åñêàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâ ëåìì
èç ñåêöèè 4 ïðîâåäåíà Áèñëè.

Â ðàáîòå [28], ñîâìåñòíîé ñ Á. Øàïèðî, äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò èäåÿ
ïðèìåíèòü ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû Ïîëèà-Øóðà, à
Øàïèðî äîïîëíèë ýòîò ïîäõîä ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,
÷òî ïîçâîëèëî èì ñîâìåñòíî ðåøèòü óêàçàííóþ ïðîáëåìó. Äèññåðòàíòîì äîêàçàíî
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îòñóòñòâèå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà
ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíè, ñîõðàíÿþùèõ ìíîæåñòâî
ïîëîæèòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ èëè
ìíîæåñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (òåîðåìà À).

Â ðàáîòå [30], ñîâìåñòíîé ñ Á. Êóçüìîé, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû
ïîëó÷åí ïóòåì âíåäðåíèÿ ïðåäëîæåííîãî äèññåðòàíòîì ìåòîäà ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàòîðîâ è ïðåäëîæåííîãî Êóçüìîé ïîäõîäà, áàçèðóþùåãîñÿ íà èäåìïîòåíòàõ.
Íåóëó÷øàåìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè k = 2 äîêàçàíà Êóçüìîé, à ïðè
k > 2 äîêàçàíà äèññåðòàíòîì.
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