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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èíâàðèàíòíàÿ âåðîÿò-

íîñòíàÿ ìåðà µ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ñ ãåíåðàòîðîì

L :=
d∑

i,j=1

aij(x)∂xi
∂xj

+
d∑

i=1

bi(x)∂xi

ïðè øèðîêèõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû aij è bi óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèî-

íàðíîìó óðàâíåíèþ À.Í. Êîëìîãîðîâà

L∗µ = 0, (1)

êîòîðîå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà∫
Rd

Lu dµ = 0 äëÿ âñåõ u ∈ C∞
0 (Rd). (2)

Çäåñü ôóíêöèè bi ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè áîðåëåâñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

b = (bi), aij � áîðåëåâñêèå ôóíêöèè. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà

A(x) = (aij(x))i,j≤d ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíà. Âïåðâûå ýòî óðàâ-

íåíèå äëÿ èíâàðèàíòíûõ ìåð ïîÿâèëîñü â ðàáîòå À.Í. Êîëìîãîðîâà1,

êîòîðûé ðàññìàòðèâàë äèôôóçèîííûå ïðîöåññû â êîìïàêòíîì ìíîãî-

îáðàçèè (ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ñì. â êíèãå2). Â êîìïàêòíîì ñëó÷àå

âñåãäà ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Â ñëó÷àå âñåãî

ïðîñòðàíñòâà Rd òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ïðîñòî ôîðìó-

ëèðóåìûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âåñüìà îáùåãî âèäà áûëè ïðåäëîæåíû

Ð.Ç. Õàñüìèíñêèì3. Â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (1) äëÿ ôóíêöèé (ò.å. ôàêòè÷åñêè äëÿ ïëîòíîñòåé ìåð µ) èçó÷àëèñü
1Êîëìîãîðîâ À.Í. Îá àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäàõ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Óñïåõè ìàò. íàóê, 1938,

ò. V, ñ. 5-41.
2Âàòàíàáý Ñ., Èêýäà Í. Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è äèôôóçèîííûå ïðîöåñ-

ñû. Ìèð, Ì., 1986.
3Õàñüìèíñêèé Ð.Ç. Ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåêóððåíòíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ è ñòàáèëè-

çàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 1960, ò.

5, ñ. 179-196.
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ïîä íàçâàíèåì ½ñîïðÿæåííûõ ðåøåíèé�, ñì. ðàáîòû4,5. Òàêèå ðåøåíèÿ

ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì îò ðåøåíèé îáû÷íûõ äè-

âåðãåíòíûõ èëè íåäèâåðãåíòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð,

äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñ ãåëüäåðîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåøåíèå

ìîæåò áûòü ëèøü ãåëüäåðîâûì è íå èìåòü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Â ïîñëåä-

íèå 15 ëåò óðàâíåíèÿ L∗µ = 0 àêòèâíî èññëåäîâàëèñü Â.È. Áîãà÷åâûì,

Í.Â. Êðûëîâûì, Ì. Ð¼êíåðîì, Â. Øòàííàòîì, G. Metafune, D. Pallara,

A. Rhandi (ñì. ðàáîòû6,7,8,9,10,11,12,13,14,15).

Óðàâíåíèå (1) ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü äèôôóçèîííûå ïðîöåññû ñ ñèí-

ãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî Â. Øòàííàòîì13,14,

èçó÷åíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áåç êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î ñóùåñòâîâà-

íèè äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ñ ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì L îêàçûâàåòñÿ

ïîëåçíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïðîöåññà. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñò-

íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ L∗µ = 0 ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûì ïóíêòîì ïîñòðîå-

íèÿ è èññëåäîâàíèÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, îñîáåííî â ñëó÷àÿõ ñèíãó-

ëÿðíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Êðîìå òîãî, òàêèå óðàâíåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ ïðè

4Sj�ogren P. On the adjoint of an elliptic linear di�erential operator and its potential theory. Ark. Mat.,

1973, v. 11, p. 153�165.
5Escauriaza E., Kenig C.E. Area integral estimates for solutions and normalized adjoint solutions to

nondivergence form elliptic equations. Ark. Mat., 1993, v. 31, p. 275�296.
6Bogachev V.I., R�ockner M. Regularity of invariant measures on �nite and in�nite dimensional spaces

and applications. J. Funct. Anal., 1995, v. 133, p. 168�223.
7Bogachev V.I., Krylov N.V., R�ockner M. Regularity of invariant measures: the case of non-constant

di�usion part. J. Funct. Anal., 1996, v. 138, p. 223�242.
8Áîãà÷åâ Â.È., Ð�åêíåð Ì. Îáîáùåíèå òåîðåìû Õàñüìèíñêîãî îá èíâàðèàíòíûõ ìåðàõ. Òåîðèÿ

âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 2000, ò. 45, n 3, ñ. 363�378.
9Bogachev V.I., Krylov N.V., R�ockner M. On regularity of transition probabilities and invariant

measures of singular di�usions under minimal conditions. Comm. Partial Di�. Equations, 2001, v. 26,

n 11�12, p. 2037�2080.
10Bogachev V.I., R�ockner M. Elliptic equations for measures on in�nite-dimensional spaces and

applications. Probab. Theory Relat. Fields, 2001, v. 120, n 4, p. 445�496.
11Áîãà÷åâ Â.È., Ðåêíåð Ì., Øòàííàò Â. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è

åäèíñòâåííîñòü èíâàðèàíòíûõ ìåð äèôôóçèé. Ìàòåì. ñá., 2002, ò. 197, n 7, c. 3�36.
12Bogachev V.I., Krylov N.V., R�ockner M. Elliptic equations for measures: regularity and global bounds

of densities. J. Math. Pures Appl., 2006, v. 85, n 6, 743�757.
13Stannat W. (Nonsymmetric) Dirichlet operators on L1: existence, uniqueness and associated Markov

processes. Annali Scuola Normale Super. di Pisa Cl. Sci. (4), 1999, v. 28, n 1, p. 99�140.
14Stannat W. Time-dependent di�usion operators on L1. J. Evol. Equat., 2004, v. 4, p. 463�495.
15Metafune G., Pallara D., Rhandi A. Global regularity of invariant measures. J. Funct. Anal., 2005,

v. 223, p. 396�424.
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èññëåäîâàíèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèôôóçèé êàê óðàâíåíèÿ íà êîíå÷íî-

ìåðíûå ïðîåêöèè èíâàðèàíòíûõ ìåð (ñì.6,10). Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò b

îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ñèíãóëÿðíûì, è åäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæíî óòâåðæäàòü

î íåì � èíòåãðèðóåìîñòü îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ. Ñèíãóëÿðíîñòü êîýô-

ôèöèåíòîâ äåëàåò íåïðèìåíèìûìè êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ L∗µ = 0 ïî-

ëó÷åíû â ðàáîòàõ Ð.Ç. Õàñüìèíñêîãî, Â.È. Áîãà÷åâà è Ì. Ð¼êíåðà (ñì.3,8).

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò àïðèîðíàÿ îöåí-

êà W 1,q-íîðìû ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà

âíóòðåííåé îáëàñòè Ω′ ⊂ Ω ÷åðåç ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ è L1-íîðìó

ðåøåíèÿ íà áîëüøåé îáëàñòè Ω. Òàêàÿ îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ â ïåðâîé

ãëàâå äèññåðòàöèè.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èññëåäîâàëàñü Â.È. Áîãà÷åâûì, Ì. Ð¼êíå-

ðîì, Â. Øòàííàòîì11. Èìè áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèí-

ñòâåííîñòè, èçó÷åíà âçàèìîñâÿçü åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè èíâàðèàíòíîé ìåðû ó ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóãðóïïû, ïî-

ñòðîåí ïðèìåð óðàâíåíèÿ ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé A è ãëàäêèì êîýôôè-

öèåíòîì b, êîòîðîå èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèÿ.

Îäíàêî îñòàâàëîñü íåÿñíûì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ íååäèí-

ñòâåííîñòü â ñëó÷àå ãëàäêèõ êîýôôèöèåíòîâ è êàêîâà ìîæåò áûòü ðàç-

ìåðíîñòü ñèìïëåêñà âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åäèí-

ñòâåííîñòü è íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ýëëèïòè÷å-

ñêèìè óðàâíåíèÿìè, èññëåäîâàëèñü Î.À. Ëàäûæåíñêîé16, Í.Ñ. Íàäèðà-

øâèëè17, Ì.Â. Ñàôîíîâûì18, Â.Â. Æèêîâûì19,20.

Âàæíûå ðåçóëüòàòû î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû Â.È. Áî-

16Ëàäûæåíñêàÿ Î.À., Óðàëüöåâà Í.Í. Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òè-

ïà. Íàóêà, Ì., 1973.
17Nadirashvili N. S.Nonuniqueness in the martingale problem and Dirichlet problem for uniformly

elliptic operators. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4), 1997, v. 24, p. 537-550.
18Safonov M. Nonuniqueness for second order elliptic equations with measurable coe�cients. SIAM J.

Math. Anal., 1999, v. 30, p. 879�895.
19Æèêîâ Â.Â. Çàìå÷àíèÿ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè. Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 2004, ò. 38, âûï. 3, ñ. 15�28.
20Æèêîâ Â.Â. Î âåñîâûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ìàòåì. ñá., 1998, ò. 189, n 8, ñ. 27�58.
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ãà÷åâûì, Ì. Ð¼êíåðîì è Í.Â. Êðûëîâûì9. Â ÷àñòíîñòè, èìè áûëî

óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ A è A−1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû,

aij ∈ W 1,p
loc (Rd) è bi ∈ Lp

loc(Rd) èëè bi ∈ Lp
loc(µ) äëÿ íåêîòîðîãî p > d,

òî ðåøåíèå µ çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ % ∈ W 1,p
loc (Rd) îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëå-

áåãà. Áîëåå òîãî, åñëè bi ∈ Lp
loc(Rd), òî íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ % ÿâëÿåòñÿ

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé, ÷òî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

Õàðíàêà (ñì.21,22) äëÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ïî-

ñëåäíåì óòâåðæäåíèè äàæå ïðè åäèíè÷íîé ìàòðèöå A íåëüçÿ çàìåíèòü

óñëîâèå bi ∈ Lp
loc(Rd) íà óñëîâèå bi ∈ Lp

loc(µ) èëè äàæå íà áîëåå ñèëüíîå

óñëîâèå bi ∈ Lr
loc(µ) äëÿ âñåõ r ≥ 1. Íåîáõîäèìîñòü èìåòü óñëîâèÿ ñòðî-

ãîé ïîëîæèòåëüíîñòè â òåðìèíàõ èíòåãðèðóåìîñòè ñíîñà b îòíîñèòåëüíî

ìåðû µ, à íå ìåðû Ëåáåãà, ïîÿâëÿåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé âèäà

(1) êàê óðàâíåíèé íà êîíå÷íîìåðíûå ïðîåêöèè ðåøåíèé ñëàáûõ ýëëèïòè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ìåð â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì.6,10).

Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ6,7,15,12. Â ÷àñò-

íîñòè, áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ A è A−1 ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åííû, îòîáðàæåíèå A ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâî è ïðè íåêîòîðîì p > d

èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå |b| ∈ Lp(µ), òî µ = % dx, % ∈ W 1,p(Rd) è ïî-

òîìó % ∈ L∞(Rd). Áîëåå òîãî, åñëè çàäàíà ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Φ ∈ W 1,1
loc (Rd) òàêàÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ Φ, |∇Φ|p ∈ L1(µ), òî

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

%(x) ≤ CΦ(x)−1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíÿëàñü òåõíèêà Ìî-

çåðà. Â ðàáîòå15 áûëè ïîëó÷åíû ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ñíèçó

%(x) ≥ C1 exp
(
−C2|x|β+1)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî aij ∈ C3
b (Rd), bi ∈ C2(Rd)

|bi(x)|+ |∂xk
bi(x)|+ |∂xk

∂xl
bi(x)| ≤ C(1 + |x|β).

21Moser J. On Harnack's theorem for elliptic di�erential equations. Comm. Pure and Appl. Math.,

1961, v. 14, p. 577-591.
22Trudinger N. S. On Harnack type inequalities and their application to quasilinear elliptic equations.

Comm. Pure and Appl. Math., 1967, v. 20, 721-748.
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Êðîìå òîãî, ïðè òàêèõ æå òðåáîâàíèÿõ íà êîýôôèöèåíòû áûëè ïîëó÷å-

íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ó ìåðû µ ïëîòíîñòè %, äëÿ êîòîðîé ln %

âõîäèò â êëàññ W 1,p(µ). Èññëåäîâàíî òàêæå âêëþ÷åíèå ln % ∈ W 2,p(µ).

Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè îòêàçàòüñÿ â ýòèõ óòâåð-

æäåíèÿõ îò ñòîëü âûñîêîé ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ.

Öåëü ðàáîòû. Ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íååäèíñòâåííîñòè âå-

ðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ìåð ñ åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé äèôôóçèè è ãëàäêèì ñíîñîì. Èññëåäîâàòü ðàçìåðíîñòü ñèì-

ïëåêñà âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé. Íàéòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñòðîãîé

ïîëîæèòåëüíîñòè íåïðåðûâíîé âåðñèè ïëîòíîñòè ðåøåíèÿ â òåðìèíàõ

èíòåãðèðóåìîñòè ñíîñà îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ. Ïîëó÷èòü îöåíêè ñíèçó

íà ïëîòíîñòü ðåøåíèÿ áåç ïðåäïîëîæåíèé î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñíîñà.

Èññëåäîâàòü èíòåãðèðóåìîñòü ëîãàðèôìè÷åñêîãî ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñî-

ñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Äëÿ ïëîòíîñòè % ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ L∗µ = 0 ïîëó÷åíà îöåíêà

%(x) ≥ C1 exp
(
−C2|x|β+1

)
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè A ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí

âìåñòå ñ A−1, îòîáðàæåíèå A ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâî è ôóíêöèÿ |b(x)|
èìååò ìàæîðàíòó C(1 + |x|β). Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ íàéäåíû ýôôåê-

òèâíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âêëþ÷åíèÿ |∇%/%| â êëàññ Lp(µ).

2. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ è áîëåå ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ L∗µ = 0 ñ åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé äèôôóçèè è ãëàäêèì ñíîñîì b â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îäíî âå-

ðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå óæå èçâåñòíî. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåí ïðèìåð òàêîãî

óðàâíåíèÿ äëÿ ìåð, ñèìïëåêñ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé êîòîðîãî áåñêî-

íå÷íîìåðåí.

3. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè A è A−1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, A ðàâíîìåðíî

ëèïøèöåâî, òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ñíîñà bi îòíîñèòåëüíî

ðåøåíèÿ µ óðàâíåíèÿ L∗µ = 0 âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ó ìåðû µ íåïðåðûâ-

íîé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, â òîì ÷èñëå ìåòîä

àïðèîðíûõ îöåíîê è èòåðàöèîííàÿ òåõíèêà Ìîçåðà, ìåòîäû òåîðèè ìåðû

è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â

òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òåîðèè

ìåðû è ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî

äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ½Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà�

ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.È. Áîãà÷åâà è Í.À. Òîëìà÷åâà (2005�2008); íà íàó÷íî-

èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåí-

êîðð. ÐÀÍ Á.Ñ. Êàøèíà (2007), íà ñåìèíàðå ½Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç�

â óíèâåðñèòåòå Áèëåôåëüäà (Ãåðìàíèÿ, 2005�2008); íà ñåìèíàðå â Ïå-

êèíñêîì Íîðìàëüíîì Óíèâåðñèòåòå (Êèòàé, 2007); íà ñåìèíàðå â èíñòè-

òóòå Ìèòòàã-Ëåôôëåðà (Øâåöèÿ, 2007). Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè èì. È.Ã. Ïåò-

ðîâñêîãî ½Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû� (Ìîñêâà,

ÌÃÓ, 2007), ðîññèéñêî-ÿïîíñêîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

(ÌÈÀÍ, 2007) è íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ½Stochastic Analysis

of the Advanced Statistical Models� è ½Recent Developments in Statistics

and Econometrics� (ßïîíèÿ, 2008).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5

ñòàòüÿõ àâòîðà â âåäóùèõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ,

è òåçèñàõ ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî ½Äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû�, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí

â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò òðè ïàðàãðàôà, è ñïèñêà ëè-

òåðàòóðû èç 48 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 75

ñòðàíèö.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 1.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà àïðèîðíûì îöåíêàì ðåøåíèé

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà è èõ ïðèìåíåíèþ ê ýëëèïòè-

÷åñêèì óðàâíåíèÿì äëÿ ìåð.

1. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ u ∈ W 1,q(Ω) ýëëèïòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ

∂xi
(aij∂xj

u + biu)− ci∂xi
u− gu = f − ∂xi

ei (3)

íà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rd, ïðè÷åì q ≥ 2. Óðàâíåíèå (3) ïîíèìà-

åòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà∫
Ω

∂xi
ϕ(aij∂xj

u + biu + ei) + ϕ(ci∂xi
u + gu + f) dx = 0

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ϕ ∈ C1
0(Ω), ãäå âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿ-

þùèìñÿ èíäåêñàì. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A = (aij), b, c è g óðàâíåíèÿ (3)

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ H(q):

(a) A ∈ C0,δ(Ω), aij = aj i è ñóùåñòâóþò òàêàÿ êîíñòàíòà α > 0, ÷òî

A(x) ≥ αI äëÿ âñÿêîãî x ∈ Ω,

(b) b, c ∈ Ld(Ω) è g ∈ Ld/2(Ω) ïðè 2 ≤ q < d,

(c) b, c ∈ Ls(Ω) è g ∈ Ls/2(Ω) äëÿ íåêîòîðîãî s > d ïðè 2 ≤ q = d,

(d) b, c ∈ Lq(Ω), g ∈ Ldq/(d+q)(Ω) ïðè q > d.

Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü îöåíêó W 1,q-íîðìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) íà

âíóòðåííåé îáëàñòè Ω′ ⊂ Ω ÷åðåç íîðìû ôóíêöèé e, f è L1-íîðìó ðåøå-

íèÿ íà áîëüøåé îáëàñòè Ω. Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ðåçóëüòàòà,

êîòîðûé áûë ñôîðìóëèðîâàí Ìîððè23.

×åðåç W 1,q(Ω) îáîçíà÷èì ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, êîòî-

ðûå ïðèíàäëåæàò Lq(Ω) âìåñòå ñ èõ îáîáùåííûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-

íûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé íîð-

23Morrey C.B. Multiple integrals in the calculus of variations. Springer-Verlag, Berlin � Heidelberg �

New York, 1966.
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ìîé

‖f‖W q,1(Ω) := ‖f‖q,1 := ‖f‖Lq(Ω) + ‖∇f‖Lq(Ω),

ãäå ‖ · ‖Lq(Ω) = ‖ · ‖q îáîçíà÷àåò Lq(Ω)-íîðìó ñêàëÿðíûõ èëè âåêòîð-

íûõ ôóíêöèé. Ïóñòü C0,δ(Ω) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé (âîçìîæíî,

âåêòîðíûõ èëè ìàòðè÷íûõ) íà Ω, ÿâëÿþùèõñÿ ã¼ëüäåðîâûìè ïîðÿäêà δ.

Äëÿ ìàòðè÷íîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ A íà Ω ïîëîæèì

‖A(x)‖ = sup
|y|≤1

|A(x)y|,

‖A‖C0,δ := sup
x∈Ω

‖A(x)‖+ sup
x,y∈Ω

‖A(x)− A(y)‖/|x− y|δ.

Ïîëîæèì Θτ,v(r) = sup
x∈Ω

( ∫
U(x,r)∩Ω

|v(y)|τ dy
)1/τ

, τ ≥ 1, r > 0, v ∈ Lτ(Ω).

×åðåç U(x, r) îáîçíà÷èì øàð ñ öåíòðîì x è ðàäèóñîì r, à ÷åðåç |U(x, r)|
åãî îáúåì.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A, b, c è g óðàâíåíèÿ (3) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ H(q),

ïðè÷åì q ≥ 2. Ïóñòü e ∈ Lq(Ω) è f ∈ Lp(Ω), ãäå p = dq/(d + q) ïðè

q 6= d è p > d/2 ïðè q = d. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ u ∈ W 1,q(Ω) ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) íà Ω, òî äëÿ âñÿêîé îáëàñòè Ω′ ñ çàìûêàíèåì

â Ω âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖u‖W 1,q(Ω′) ≤ C
(
‖u‖L1(Ω) + ‖e‖Lq(Ω) + ‖f‖Lp(Ω)

)
,

ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò Ω, Ω′, d, α, q, ‖A‖C0,δ è îò âåëè÷èí Θd,b,

Θd,c, Θd/2,g ïðè 2 ≤ q < d, îò ÷èñëà s è íîðì ‖b‖Ls, ‖c‖Ls, ‖g‖Ls/2 ïðè

q = d è íîðì ‖b‖Lq, ‖c‖Lq
, ‖g‖Ldq/(d+q) ïðè q > d.

2. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå óòî÷íÿåòñÿ çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû â íåðà-

âåíñòâå Õàðíàêà21,22 îò êîýôôèöèåíòîâ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ u ∈ W 1,2(Ω) óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèþ ∂xi
(aij∂xj

u−biu) = 0, ò.å. äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
Ω

∂xi
ϕ(aij∂xj

u− biu) dx = 0.



9

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå γ ≥ 0 è α > 0 òàêèå,

÷òî
∑
i,j

|ai,j(x)|2 ≤ γ2 è A(x) ≥ α · I äëÿ âñåõ x ∈ Ω. Ïóñòü, êðîìå

òîãî, îòîáðàæåíèå b : Ω → Rd èçìåðèìî è

sup
x∈Ω

|b(x)| ≤ B < ∞.

Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ u èìååò ëîêàëüíî ãåëüäåðîâó âåðñèþ,

â ÷àñòíîñòè, ýòà âåðñèÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà íà Ω.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ = 1 + 4δ, ãäå 0 < δ ≤ 3. Åñëè

U(y, θR) ⊂ Ω, òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ íåïðåðûâíîé

âåðñèè ôóíêöèè u:

sup
x∈U(y,R)

u(x) ≤ C inf
x∈U(y,R)

u(x), (4)

ãäå

C = exp
{
c(d)δ−1(γα−1 + Bα−1R

)}
,

ïðè÷åì ÷èñëî c(d) çàâèñèò ëèøü îò d.

3. Ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà Õàðíàêà çäåñü âûâåäåíû íèæíèå

îöåíêè äëÿ ïëîòíîñòè % ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìåð.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îöåíîê ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âêëþ÷åíèÿ

|∇%/%| ∈ Lp(µ) äëÿ âñåõ p > 1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

L∗µ = 0, (5)

ãäå L = ∂xi
(aij∂xj

) + bi∂xi
, A = (aij)i,j≤d � áîðåëåâñêîå îòîáðàæåíèå

ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö,

aij ∈ W 1,1
loc (Rd), b = (bi) � áîðåëåâñêîå âåêòîðíîå ïîëå. Ïî îïðåäåëå-

íèþ, ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà Rd ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (5), åñëè ôóíêöèè aij, ∂xi
aij è bi èíòåãðèðóåìû íà êàæäîì

êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå îòíîñèòåëüíî ìåðû µ è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
Rd

[
aij∂xi

∂xjϕ + ∂xi
aij∂xj

ϕ + bj∂xj
ϕ
]
dµ = 0

äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ C∞
0 (Rd).



10

Åñëè aij ∈ W 1,1
loc (Rd), òî óðàâíåíèå (1) ñ îïåðàòîðîì L = aij∂xi

∂xj
+bi∂xi

ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (5) ñ îïåðàòîðîì L = ∂xi
(aij∂xj

) + bi∂xi
çàìåíîé

êîýôôèöèåíòà bj íà bj + ∂xi
aij.

Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ óäî-

âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5), ïðè÷åì, ôóíêöèè ‖A(x)‖ è ‖A(x)−1‖ ëîêàëü-
íî îãðàíè÷åíû, aij ∈ W 1,p

loc (Rd), äëÿ íåêîòîðîãî p > d, êîýôôèöèåíò

b = (bi) � ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå.

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó â ðàáîòå9, ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ íà êîýô-

ôèöèåíòû A è b ìåðà µ çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ % ∈ W 1,p
loc (Rd) îòíîñèòåëüíî

ìåðû Ëåáåãà. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ % îáëàäàåò íåïðåðûâíîé âåðñèåé.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (5) â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòü % ÿâëÿåòñÿ

ñëàáûì ðåøåíèåì â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óðàâíåíèÿ

∂xi
(aij∂xj

%− bi%) = 0.

Ïóñòü W � íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ïî-

ëóîñè [0,∞).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò íèæíþþ îöåíêó ðåøåíèé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü |b(x)| ≤ W (|x|/θ), ãäå θ > 1, è ïóñòü

α(r) = sup
|x|≤r

‖A(x)−1‖, γ(r) = sup
|x|≤r

‖A(x)‖.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî K = K(d), çàâèñÿùåå

òîëüêî îò d, ÷òî íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ ôóíêöèè % óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó

%(x) ≥ %(0) exp
{
−K(d)(θ − 1)−1α(θ|x|)−1(γ(θ|x|) + V (|x|)|x|

)}
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ‖A(x)‖ ≤ γ è ‖A(x)−1‖ ≤ α, òî ñóùåñòâóåò òà-

êîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî K = K(d, α, γ, θ), ÷òî íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ

ôóíêöèè % óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

%(x) ≥ %(0) exp
{
−K

(
1 + V (|x|)|x|

)}
.

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ îöåíîê ìîæíî óêàçàòü ýôôåêòèâíî ïðîâå-

ðÿåìûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ê Lp(µ) ëîãàðèôìè÷åñêîãî ãðàäèåíòà
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∇%/% ìåðû µ. Â ñëó÷àå p = 2 ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëó÷å-

íû â ðàáîòå6. Ïåðâûé îáùèé ðåçóëüòàò äëÿ p > 2 íåäàâíî óñòàíîâëåí â

ðàáîòå15. Íàéäåííîå íèæå óñëîâèå óñèëèâàåò ýòîò ðåçóëüòàò, ïîñêîëüêó

ìû íå òðåáóåì äèôôåðåíöèðóåìîñòè êîýôôèöèåíòà ñíîñà è èñïîëüçóåì

ìåíüøóþ ðåãóëÿðíîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè (â ðàáîòå15 ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî aij ∈ C3(Rd) è b ∈ C2(Rd)). Ïóñòü Lp(µ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ

èçìåðèìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå èíòåãðèðóåìû â ñòåïåíè p îòíîñèòåëüíî

ìåðû µ ñ íåïðåðûâíîé ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ íà Rd. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç W p,1(µ) ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò

ïðîñòðàíñòâó Lp(µ) âìåñòå ñ èõ îáîáùåííûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà

íà Rd, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (5).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü aij ∈ C0,δ(Rd) ∩ W p0,1
loc (Rd), α · I ≤ A ≤ Λ · I,

ãäå p0 > d è α, Λ, δ > 0, ïðè÷åì lim
r→0

supx ‖∂xi
aij‖Ld(U(x,r)) = 0 (ïîñëåäíåå

óñëîâèå âûïîëíåíî, åñëè A ëèïøèöåâî). Ïóñòü òàêæå ïîëîæèòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ Φ ∈ W 1,1
loc (R1) âîçðàñòàåò íà [0, +∞), Φ(N + 1) ≤ CΦ(N)1+ε

ïðè íåêîòîðûõ C, ε > 0 è ôóíêöèè Φ(|x|) è Φ′(|x|)p1 ñ íåêîòîðûì p1 > d

èíòåãðèðóåìû ïî ìåðå µ íà Rd. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû ÷èñëà C0 > 0,

θ > 1, p > 1 è γ ∈ [0, 1/d), äëÿ êîòîðûõ

|b(x)| ≤ C0Φ(|x| − θ)γ, |∇aij(x)|d ≤ C0Φ(|x|),
∞∑

N=1

Nd−1Φ(N)−q < ∞, ãäå q := 1− γ(p + εd) > 0.

Òîãäà µ èìååò ïëîòíîñòü %, äëÿ êîòîðîé ln % ∈ W p,1(µ).

Ãëàâà 2.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè è íååäèíñòâåííî-

ñòè ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

L∗µ = 0 (6)

ñ îïåðàòîðîì L âèäà Lu(x) = ∆u(x) + (b(x),∇u(x)), ãäå b = (bi) � áîðå-

ëåâñêîå âåêòîðíîå ïîëå íà Rd, ïðè÷åì bi ∈ C∞(Rd). Òàê æå, êàê è âûøå,
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óðàâíåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà∫
Rd

Lu dµ = 0 äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u ∈ C∞
0 (Rd).

1. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàíåå ïîëó÷åííûõ â ýòîì

íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ãëàäêî-

ñòè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå9.

2. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ äâóõ è áîëåå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ (6) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îäíî âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå óæå èçâåñò-

íî. Ïóñòü óðàâíåíèå (6) èìååò âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå µ = % dx. Òîãäà

% ∈ C∞(Rd) è äëÿ âñÿêîãî øàðà U ⊂ Rd ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà

C(U) > 0, ÷òî %(x) ≥ C(U) äëÿ âñÿêîãî x ∈ U . Áîëåå òîãî, ñóùåñòâó-

åò òàêîå âåêòîðíîå ïîëå a ∈ C∞(Rd), ÷òî div a = 0 è êîýôôèöèåíò b

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

b =
∇%

%
+

a

%
. (7)

Áóäåì èñêàòü åùå îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) â âèäå ν = vµ. Çàìåòèì,

÷òî ìåðà ν = vµ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Lµv := div
(
%∇v − av

)
= 0. (8)

Îïðåäåëèì íà C∞
0 (Rd) áèëèíåéíóþ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó

[f, g] :=

∫
Rd

(a,∇f)g dx.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C2
b (Ω) ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé íà Ω, èìåþùèõ îãðàíè÷åííûå è íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå

ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îò-

ëè÷íîãî îò êîíñòàíòû îãðàíè÷åííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (8).
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Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ C2
b (Rd)

òàêàÿ, ÷òî (a,∇ϕ) ∈ L1(Rd),

[ϕ, 1] = 0 è [ϕ, ϕ] < 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8),

îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè ïðèìåð óðàâíåíèÿ (6), èìåþùåãî ïî êðàé-

íåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèÿ, äîñòàòî÷íî óêàçàòü

âåêòîðíîå ïîëå a è ôóíêöèþ ϕ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 2.

Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà b íàäî çàäàòü ïëîòíîñòü % îäíîãî

èç ðåøåíèé è ïðèìåíèòü ôîðìóëó (7).

3. Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé. Çàôèê-

ñèðóåì a è äëÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ϕ1 è ϕ2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

òåîðåìû 2, ïîñòðîèì ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå ðåøåíèÿ v1 è v2. Òåîðåìà 2

ãàðàíòèðóåò, ÷òî 1, v1 è 1, v2 � ïàðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèè. Ïðè

êàêîì óñëîâèè íà ϕ1 è ϕ2 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèè 1, v1 è v2

ëèíåéíî íåçàâèñèìû? Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, â ÷àñòíîñòè, îòâå÷àåò è íà

ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü n ≥ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå

ôóíêöèè ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn+1 êëàññà C2
b (Rd), ÷òî äëÿ êàæäîé èç íèõ âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2, è v1, v2, . . ., vn+1 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8),

ïîñòðîåííûå ïðè ïîìîùè ýòèõ ôóíêöèé ñîãëàñíî òåîðåìå 2. Ïðåäïî-

ëîæèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèè 1, v1, . . ., vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû è äëÿ

âñåõ α = (αk)1≤k≤n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

[ϕn+1 −
n∑

k=1

αkϕk, ϕn+1 −
n∑

k=1

αkϕk] < 0. (9)

Òîãäà ôóíêöèè 1, v1, . . . , vn è vn+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû, â êîòîðûõ ñèìïëåêñ âå-

ðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé áåñêîíå÷íîìåðåí. Îäíàêî îñòàåòñÿ îòêðûòûì âî-

ïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè óðàâíåíèé ñ êîíå÷íîìåðíûì ñèìïëåêñîì âåðîÿò-

íîñòíûõ ðåøåíèé ðàçìåðíîñòè áîëåå 1.
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Ãëàâà 3.

Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíî-

ñòè ïëîòíîñòè ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ L∗µ = 0 ñ îïåðàòîðîì

Lu = ∂xi

(
aij∂xj

u
)

+ bi∂xi
u.

Çäåñü óðàâíåíèå L∗µ = 0 ïîíèìàåòñÿ â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è óðàâíåíèå

(5) â ãëàâå 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A(x) = (aij(x))1≤i,j≤d óäîâëåòâîðÿåò ñëå-

äóþùèì óñëîâèÿì:

(C1) ïðè íåêîòîðîì p > d ôóíêöèè aij âõîäÿò â êëàññ W 1,p
loc (Rd),

(Ñ2) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå m, M > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Rd

èìååì mI ≤ A(x) ≤ MI, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Èçâåñòíî9, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (C1), (C2) è bi ∈ Lp
loc(µ),

òî ìåðà µ èìååò âèä µ = % dx, ãäå % ∈ W 1,p
loc (Rd). Â ÷àñòíîñòè, ïëîò-

íîñòü % èìååò íåïðåðûâíóþ âåðñèþ. Èçâåñòíî òàêæå (ñì.9, ñëåäñòâèå

2.10), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (Ñ1), (Ñ2) è âêëþ÷åíèè bi ∈ Lp
loc(Rd)

ñ íåêîòîðûì p > d íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ ïëîòíîñòè % ñòðîãî ïîëîæè-

òåëüíà. Â ïîñëåäíåì óòâåðæäåíèè óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè bi â ñòåïåíè

p > d îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íåëüçÿ çàìåíèòü íà èíòåãðèðóåìîñòü

bi â êàêîé-ëèáî ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Îêàçûâàåòñÿ, èíòåãðèðó-

åìîñòü b â ñòåïåíè p > d îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà ìîæíî çàìåíèòü

óñëîâèåì

(Ñ3) exp(δ|b|) ∈ L1
loc(µ), ãäå δ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Â ýòîì è ñîñòîèò îñíîâíîé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû.

1. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå

àïðèîðíûå îöåíêè.

2. Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû. Çäåñü

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî øàðà U ⊂ Rd ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòî-

ÿííàÿ C > 0, ÷òî %(x) ≥ C äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ U . Èäåÿ ñîñòîèò â

òîì, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîé âûøå àïðèîðíîé îöåíêè óñòàíîâèòü

ëîêàëüíóþ èíòåãðèðóåìîñòü | ln %|α ïðè íåêîòîðîì α > 0, à çàòåì ïðèìå-

íèòü èòåðàöèîííóþ òåõíèêó Ìîçåðà àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ
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ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà Õàðíàêà äëÿ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé (ñì.21,22). Ïóñòü U(x0, R) � øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â x0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü µ = % dx � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5), ãäå êîýôôèöè-

åíòû aij, bi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (C1), (C2) è (C3). Ïóñòü òàêæå

esssupx∈U(x0,R)%(x) > 0.

Òîãäà | ln %| ∈ L∞(U(x0, R)).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü µ = % dx � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5), ãäå êîýô-

ôèöèåíòû aij, bi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (C1), (C2) è (C3). Ïóñòü

ess supx∈Rd % > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâ-

íàÿ âåðñèÿ ïëîòíîñòè %.

Â ñëó÷àå d = 1, A = I, b = %′/% è µ = % dx çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè

íåïðåðûâíîé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé âåðñèè % èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ24,25.

3. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû

ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ 1 ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé äëÿ ìåð

â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò

óñòàíàâëèâàòü íàëè÷èå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ïëîòíîñòåé

êîíå÷íîìåðíûõ ïðîåêöèé ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ïåðåõîäíûõ âå-

ðîÿòíîñòåé áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèôôóçèé. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ çà-

äà÷à äëÿ ïðîåêöèé èíâàðèàíòíûõ ìåð ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçó÷à-

ëàñü â ðàáîòàõ26,27.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-

òåëþ ïðîôåññîðó Â.È. Áîãà÷åâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíè-

ìàíèå ê ðàáîòå.

24Scheutzow M., Weizs�acker H. von.Which moments of a logarithmic derivative imply quasiinvariance?

Doc. Math., 1998, v. 3, p. 261�272.
25Nualart E. Exponential divergence estimates and heat kernal tail. C. R. Acad. Sci. Paris, 2004, ser. I,

v. 338, p. 77-80.
26Agrachev A., Kuksin S., Sarychev A., Shirikyan A. On �nite-dimensional projections of distributions

for solutions of randomly forced PDE's. Ann. Inst. H. Poincar�e, 2007, v. 43, p. 399�415.
27Shirikyan A. Qualitative properties of stationary measures of three-dimensional Navier-Stokes

equations. J. Funct. Anal., 2007, v. 249, p. 284�306.
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