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I. OBWA� HARAKTERISTIKA RABOTY

Aktual~nost~ temy dissertacii. S rannih issledovani� dif-

ferencial~nyh uravneni� s qastnymi proizvodnymi, teori� �lli-

ptiqeskih uravneni� igrala va�nu� rol~. V pervo� polovine

proxlogo veka krupnye rezul~taty v teorii line�nyh i neline�-

nyh �lliptiqeskih uravneni� byli dostignuty v velikolepnyh

rabotah (sm. obzornu� stat~� [1]). Central~nymi zadaqami v

teorii �lliptiqeskih uravneni� i �lliptiqeskih sistem byli ka-

qestvennye problemy rexeni� (v tom qisle, svo�stvo differen-

ciruemosti i analitiqnosti rexeni�) i teori� kraevyh zadaq.

Mnogimi svo�stvami �lliptiqeskih operatorov oblada�t i xiro-

kie klassy line�nyh vyro�da�wihs� �lliptiqeskih operatorov,

kotorye izuqa�ts� intensivno s serediny 50-60 godov do nasto-

�wego dn�. Gladkost~ rexeni� obwih line�nyh uravneni� horoxo

opisana v klassah gipo�lliptiqeskih operatorov. Horoxo izves-

tny neobhodimye i dostatoqnye uslovi� gipo�lliptiqnosti op-

eratorov s posto�nnymi ko�fficientami. Dl� operatorov s pe-

remennymi ko�fficientami izvestny tol~ko otdel~nye dostato-

qnye uslovi�, pozvol��wie ustanavlivat~ gipo�lliptiqnost~ ra-

zliqnyh klassov operatorov. V rabotah Egorova [2] i H�rmandera

[3] byl obnaru�en oqen~ va�ny� podklass gipo�lliptiqeskih op-

eratorov, a imenno klass sub�lliptiqeskih operatorov, kotorye

ohvatyva�t poqti vse gipo�lliptiqeskie operatory s prostymi

harakteristikami. Va�nu� rol~ v issledovanii operatorov s krat-

nymi harakteristikami igra�t raboty H�rmandera [4], Gruxina

[5], Helffera i Nuriga [6], D�ilioli i Treva [7].

[1] H. Brezis, F. Browder, Adv. Math. 135 (1998), 76-144.

[2] �. V. Egorov, UMN, 2 (1975), 57-114, 57-104.

[3] L. Hörmander, Ann. Math. Studies, 91 (1979), 127-207.

[4] L. Hörmander, Acta Math., 119 (1967), 147-171.
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Svo�stvo analitiqnosti rexeni� obwih neline�nyh �lliptiqeskih

uravneni� izuqalos~ s naqala dvadcatogo veka. �ta problema

�vl�ets� odno� iz 23 znamenityh gipotez Gil~berta. Ona byla

rexena Bernxte�nom dl� odnogo �lliptiqeskogo uravneni� vto-

rogo por�dka s dvum� peremennymi. Zatem k koncu 50 godov mnogie

matematiki, v tom qisle, �evre�, �iro, Rado, Levi, Petrovski�,

Morre�, Fridman, razvili �tot rezul~tat do polno� obwnosti.

Ustanovleno, qto rexenie �lliptiqesko� sistemy l�bogo por�dka

s l�bym qislom peremennyh analitiqno, esli prava� qast~ anali-

tiqna. V posledu�wih godah issledovanie v �tom napravlenii

sosredotoqeno na obwie line�nye uravneni�. Obzor rezul~tatov

po probleme analitiqnosti soder�its� v stat~�h Voleviqa i

Ole�nik [8], i Treva [9]. Obwie kraevye zadaqi dl� line�nyh

�lliptiqeskih uravneni� izuqilis~ v rabotah Bernxte�na,

Lebega, Xaudera, Vixika, Ole�nik, Xapiro, Lopatinskogo, Ag-

mona, Duglisa i Nirenberga, Braudera, Agranoviqa, Kal~derona,

Lionsa i Mad�enesa. Kraevye zadaqi dl� neline�nyh �lliptiqe-

skih uravneni� issledovalis~ v rabotah Ler� i Xaudera, Niren-

berga, Gel~fanda, Braudera, Poho�aeva, Ler� i Lionsa, Ser-

rina, Lady�ensko�, Ambrosetti i Rabinoviqa, �vansa, Brezisa

i Nirenberga, Skrupnika, Gil~barga i Trudingera. Odnako, kak

vidno iz vyxe obzora, nedostatoqnoe vnimanie udel�ets� teorii

neline�nyh vyro�da�wihs� �lliptiqeskih uravneni�. Po�tomu

[5] V. V. Gruxin, Matem. sb., 84 (1971), 163-195.

[6] B. Helffer, J. Nourrigat, Hypoellipticite Maximal pour des Operateurs

Polynomes de Champ de Vecteur, Birkhauser, (1985), 275 p.

[7] A. Gilioli, F. Treves, Amer. J. Math., 96 (1974), 367-385.

[8] L. P. Voleviq, O. A. Ole�nik, V kn. Izbrannye trudy I. G.

Petrovskogo, M.: Nauka, 1986.

[9] F. Treves, V kn. Prog. Nonlinear Differential Equations Appl., 69,

Birkhauser Boston, 2006.



- 3 -

aktual~no prodvinut~ izuqenie v �tom napravlenii.

Cel~ raboty. Cel~� nasto�we� raboty �vl�ets� postroenie

teorii poluline�nyh vyro�da�wihs� �lliptiqeskih uravneni�.

Na osnove ime�we�s� teorii neline�nyh �lliptiqeskih i line�-

nyh vyro�da�wihs� �lliptiqeskih uravneni�, issledu�ts� bes-

koneqna� differenciruemost~, analitiqnost~, regul�rnost~ po

�evre� rexeni�, suwestvovanie i nesuwestvovanie rexeni� krae-

vyh zadaq dl� �tih uravneni�, a tak�e problemy regul�rnosti

rexeni� vplot~ do granicy.

Obwie metody issledovani�. V dissertacii ispol~zu�ts�

metody apriornyh ocenok, metody podn�ti� vektornyh pole� na

gruppu Li, teori� psevdodifferencial~nyh operatorov, metod po-

stroeni� parametriksa, metody posledovatel~no� ocenki proizvod-

nyh, osnovannye na integral~nyh predstavleni�h, a tak�e metody

neline�nogo funkcional~nogo analiza.

Nauqna� novizna. Rezul~taty dissertacii �vl��ts� novymi.

Dl� xirokih klassov poluline�nyh vyro�da�wihs� �lliptiqes-

kih operatorov ustanovleny dostatoqnye uslovi� gipo�lliptiq-

nosti. Izuqeny neobhodimye uslovi� gipo�lliptiqnosti. Na�den

novy� podhod k dokazatel~stve analitiqnosti neline�nyh �llipti-

qeskih uravneni�. Vpervye rassmotren vopros ob analitiqnosti,

regul�rnosti po �evre� rexeni� poluline�nyh vyro�da�wihs�

�lliptiqeskih uravneni�. Razrabotan novy� metod dl� izuqeni�

analitiqnosti rexeni�, v rezul~tate qego poluqeny teoremy ob

analitiqesko� gipo�lliptiqnosti, s-gipo�lliptiqnosti mnogih

klassov poluline�nyh operatorov. Ustanovleny teoremy ob suwe-

stvovanii i nesuwestvovanii rexeni� kraevyh zadaq dl� polu-

line�nyh uravneni�. Vpervye na�deny kritiqeskie pokazateli

rassmatrivaemyh zadaq. Izuqena gladkost~ rexeni� vplot~ do

granicy. Mnogie rezul~taty �vl��ts� novymi i dl� line�nyh

vyro�da�wihs� �lliptiqeskih uravneni�.
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Praktiqeska� i teoretiqeska� cennost~. Dissertaci� nosit

teoretiqeski� harakter. Poluqennye rezul~taty mogut na�ti pri-

menenie v teorii differencial~nyh uravneni� s qastnymi proiz-

vodnymi, differencial~no� geometrii, matematiqesko� biologii.

Aprobaci� raboty. Ustanovlennye v dissertacii rezul~taty,

po mere ih poluqeni�, dokladyvalis~ i obsu�dalis~ na sledu�wih

konferenci�h i seminarah:

1. Seminar na mehaniko-matematiqeskom fakul~tete Moskov-

skogo Gosudarstvennogo Universiteta po spektral~no� teorii pod

rukovodstvom professorov �.V.Egorova i V.A.Kondrat~eva, 1990,

Moskva, Rossi�.

2. Seminar v institute matematiki imeni Steklova po teorii

funkci� pod rukovodstvom professora S.I.Poho�aeva, 1994,

Moskva, Rossi�.

3. Konferenci� “Dve nedeli po neline�nomu analizu”, 1997,

Torino, Itali�.

4. Konferenci� po teorii uravneni� v qastnyh proizvodnyh,

1998, Gumma, �poni�.

5. Me�dunarodna� konferenci� po mikrolokal~no� teorii i

sistemam differencial~nyh uravneni� v kompleksno� oblasti,

1998, Kioto, �poni�.

6. Seminar na matematiqeskom fakul~tete universiteta Tokio

po analizu pod rukovodstvom professora K. Kataoki, 1999, Tokio,

�poni�.

7. Me�dunarodna� konferenci� po teorii uravneni� v qastnyh

proizvodnyh i ih primeneni�, 2000, Hano�, V~etnam.

8. Me�dunarodna� konferenci� po teorii uravneni� v qastnyh

proizvodnyh i spektral~no� teorii, 2000, Klauxal, Germani�.

9. Me�dunarodna� konferenci� po mikrolokal~no� teorii i

sistemam differencial~nyh uravneni� v kompleksno� oblasti,

2001, Kioto, �poni�.
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10. Perva� me�dunarodna� konferenci� po abstraktnomu i prik-

ladnomu analizu, 2002, Hano�, V~etnam.

11. Vtora� me�dunarodna� konferenci� po abstraktnomu i pri-

kladnomu analizu, 2005, K�n~on, V~etnam.

12. Me�dunarodna� konferenci� po prikladno� matematike,

2005, Dae�on, �. Kore�.

Publikaci�. Osnovnye rezul~taty dissertacii opublikovany

v 28 rabotah, spisok kotoryh privodits� v konce avtoreferata.

Struktura i ob�em raboty. Dissertaci� izlo�ena na 324

stranicah i sostoit iz vvedeni�, vos~mi glav. Spisok literatury

soder�it 228 naimenovani�.

II. KRATKOE SODER�ANIE RABOTY

Vo vvedenii raboty dan kratki� obzor glavnyh rezul~tatov i

istoriqeskogo razviti� v teorii �lliptiqeskih i line�nyh vy-

ro�da�wihs� �lliptiqeskih uravneni�, kotorye ime�t blizkoe

otnoxenie k teme dissertacii. Zdes~ vvedeno obwee soder�anie

ka�dogo paragrafa dissertacii.

V pervo� qasti raboty issleduets� beskoneqna� differenci-

ruemost~ rexeni� vyro�da�wihs� �lliptiqeskih uravneni�. Ona

sostoit iz dvuh glav.

V glave 1 izuqa�ts� neobhodimye uslovi� gipo�lliptiqnosti

vyro�da�wihs� �lliptiqeskih operatorov metodom postroeni�

negladkih (neograniqennyh) rexeni� sootvetstvu�wih odnorod-

nyh uravneni�. Ona sostoit iz tr�h paragrafov. V paragrafe

1.1 vvod�ts� osnovnye opredeleni� i privod�ts� korotkie neob-

hodimye svedeni� ob gipergeometriqekih funkci�h Gaussa i Ap-

pel�. Ni�e nomera opredeleni� i teorem vz�ty iz dissertacionno�

raboty.
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Opredelenie 1.1.5. Line�ny� operator P (x,D) nazyvaets� gi-

po�lliptiqeskim v oblasti Ω, esli iz f ∈ D′(Ω) i P (x,D)f ∈
C∞(Ω) vytekaet, qto f ∈ C∞(Ω).

Nar�du s opredeleniem 1.1.5 mo�no rassmatrivat~ i bolee xi-

rokoe pon�tie gipo�lliptiqnosti:

Opredelenie 1.1.6. Operator P (x,D) nazyvaets� slabo gipo�l-

liptiqeskim v oblasti Ω, esli mo�no na�ti takoe celoe polo�i-

tel~noe qislo M , qto iz f ∈ CM(Ω) i P (x,D)f ∈ C∞(Ω) sleduet,

qto f ∈ C∞(Ω).

Opredelenie 1.1.7. Pust~ ε ≥ 0. Operator P (x,D) por�dka m

nazyvaets� gipo�lliptiqeskim s potere� ε proizvodnyh v oblasti

Ω, esli dl� l�bogo vewestvennogo qisla s iz f ∈ D′(Ω) i P (x,D)f ∈
Hs

loc(Ω) vytekaet, qto f ∈ Hs+m−ε
loc (Ω).

Opredelenie 1.1.8. Operator P (x,D) s ko�fficientami iz

A(Ω), (Gs(Ω)) nazyvaets� analitiqeski gipo�lliptiqeskim (s-gi-

po�lliptiqeskim) v oblasti Ω, esli iz f ∈ D′(Ω) i P (x,D)f ∈
A(Ω), (Gs(Ω)) vytekaet, qto f ∈ A(Ω), (Gs(Ω)), sootvetstvenno.

Opredelenie 1.1.10. Operator P (x,D) nazyvaets� rasxirenno

analitiqeski gipo�lliptiqeskim (rasxirenno s-gipo�lliptiqes-

kim) v oblasti Ω, esli iz f ∈ C∞(Ω) i P (x,D)f ∈ A(Ω) (P (x,D)f ∈
Gs(Ω)) sleduet, qto f ∈ A(Ω) (f ∈ Gs(Ω)).

S razvitiem teorii differencial~nyh uravneni� v qastnyh

proizvodnyh mowna� teori� psevdodifferencial~nyh operatorov

byla vvedena v rabotah Maslova [10], i Kona, Nirenberga [11].

Pon�tie gipo�lliptiqnosti mo�no estestvenno obobwit~ dl� nih.

[10] V. P. Maslov, Teori� Vozmuweni� i Asimptotiqeskie Me-

tody, M., MGU, 1965.

[11] J. J. Kohn, L. Nirenberg, Comm. Pure Appl. Math., 18 (1965),

269-305.



- 7 -

Nakonec, vved�m pon�tie, obobwa�wee opredelenie prostran-

stva funkci� po �evre� Gs(Ω). Govor�t, qto posledovatel~nost~

{Lk}∞k=1, sosto�wa� iz polo�itel~nyh qisel, udovletvor�et uslo-

vi� monotonnosti esli dl� nekotoro� konstanty C spravedliva

ocenka (
k

i

)
LiLk−i 6 CLk (i = 1, 2..., k = 1, 2, ...).

V dal~ne�xem izlo�enii my vsegda nalagaem uslovie monoton-

nosti na posledovatel~nost~ {Lk}∞k=1.

Opredelenie 1.1.11. Pust~ zadany dve posledovatel~nosti Lk i

L̃k, sosto�wih iz polo�itel~nyh qisel. Govor�t, qto funkci�

F (x, y), opredel�nna� na Ω1 × Ω2, prinadle�it prostranstvu

C(Lk; Ω1|L̃k; Ω2), esli F (x, y) ∈ C∞(Ω1×Ω2) i dl� l�bogo kompakta

K v Ω1 × Ω2 suwestvu�t takie konstanty C1, C2, qto

max
(x,y)∈K

∣∣∣∂|α|+|β|F (x, y)

∂xα∂yβ

∣∣∣ 6 C1C
|α|+|β|
2 L|α|L̃|β|

dl� vseh mul~ti-indeksov α i β.

Pered�m k neline�nym operatoram. Pust~ (x, τα)|α|6m ∈ Ω× Ω̃ i

Φ(x, ∂α)|α|6m - neline�ny� differencial~ny� operator v Ω por�dka

m, de�stvu�wi� po pravilu

Φ(x, ∂α)|α|6m : f(x) −→ Φ(x, ∂αf(x))|α|6m,

gde Φ(x, τα)|α|6m ∈ C∞(Ω× Ω̃).

Opredelenie 1.1.12. Neline�ny� operator Φ(x, ∂α)|α|6m nazy-

vaets� gipo�lliptiqeskim (analitiqeski gipo�lliptiqeskim, s-

gipo�lliptiqeskim) v oblasti Ω, esli mo�no na�ti takoe qislo

M ∈ Z̄+, qto iz f ∈ CM(Ω) i Φ(x, ∂αf)|α|6m ∈ C∞(Ω)(A(Ω), Gs(Ω))

sleduet, qto f ∈ C∞(Ω)(A(Ω), Gs(Ω)), sootvetstvenno.

Kak pravilo, vmesto line�nogo operatora ili uravneni� budem

prosto pisat~ operator ili uravnenie. Opredeleni� rasxirenno

analitiqesko� gipo�lliptiqnosti i rasxirenno s-gipo�lliptiq-
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nosti dl� neline�nyh operatorov povtor��ts� doslovno, kak i v

line�nom sluqae.

V paragrafe 1.2 postroeny neograniqennye rexeni� odnorod-

nogo uravneni� s koneqnym vyro�deniem. Rassmatrivaets� opera-

tor D�ilioli - Treva na ploskosti

Ga,b
k,c = X2X1 + icxk−1 ∂

∂y
,

gde a, b, c ∈ C,Re a · Re b 6= 0; k - polo�itel~noe qislo i X1 = ∂
∂x −

ibxk ∂
∂y ,X2 = ∂

∂x− iaxk ∂
∂y . Poluqeny sledu�wie glavnye rezul~taty:

Teorema 1.2.1. Pust~ k - neq�tnoe. Esli Re a < 0 i Re b > 0, to

i) Ga,b
k,cF

α1,β1,0
k,a,b (x, y) = − 4(b−a)

1
k+1πΓ( k

k+1 )

Γ( k(b−a)−c
(k+1)(b−a))Γ( c

(k+1)(b−a))
δ(x, y) := Aa,b

k,cδ(x, y).

ii) Ga,b
k,k(b−a)F

0,β,0
k,a,b (x, y) = 0 esli Re β > − k

k+1 .

iii) Ga,b
k,0F

α,0,0
k,a,b (x, y) = 0 esli Reα > − k

k+1 .

Esli Re a < 0, Re b < 0 i a 6= b, to

iiii) Ga,b
k,cE

α1,β1,0
k,a,b (x, y) = 0.

Esli Re a < 0, to

iiiii) Ga,a
k,cR

µ1,η1,0
k,a (x, y) = 0.

�vnye formuly funkci� F α1,β1,0
k,a,b , F 0,β,0

k,a,b , F
α,0,0
k,a,b , E

α1,β1,0
k,a,b , Rµ1,η1,0

k,a

ime�ts� v dissertacii. �ti vyra�eni� ne privod�ts� zdes~ vvidu

ih gromozkosti. Tol~ko otmetim, qto vse oni ne ograniqeny v neko-

toro� okrestnosti naqala koordinat. Po�tomu imeem:

Sledstvie 1.2.3. Esli libo Re a < 0,Re b > 0, c = −(k+ 1)(b−a)N,

libo Re a < 0,Re b > 0, c = ((k+1)N+k)(b−a), gde N - celoe neotri-

catel~noe qislo, libo Re a < 0,Re b < 0, to Ga,b
k,c ne gipo�lliptiqno

(ne analitiqeski gipo�lliptiqno, ne s-gipo�lliptiqno).

Teorema 1.2.2. Pust~ k - neq�tnoe. Esli Re a < 0 i Re b > 0, to

i) Ga,b
k,cF

α2,β2,1
k,a,b (x, y) =

4πΓ(k+2
k+1 )∂δ(x,y)∂x

(b−a)
1
k+1 Γ( (k+1)(b−a)−c

(k+1)(b−a) )Γ( c+b−a
(k+1)(b−a))

=: Ba,b
k,c

∂δ(x,y)
∂x .

ii) Ga,b
k,(k+1)(b−a)F

0,β,1
k,a,b (x, y) = 0 esli Re β > −k+2

k+1 .

iii) Ga,b
k,−(b−a)F

α,0,1
k,a,b (x, y) = 0 esli Reα > −k+2

k+1 .
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Esli Re a < 0,Re b < 0 i a 6= b, to

iiii) Ga,b
k,cE

α2,β2,1
k,a,b (x, y) = 0.

Esli Re a < 0, to

iiiii) Ga,a
k,cR

µ2,η2,1
k,a (x, y) = 0.

Sledstvie 1.2.4. Esli libo Re a < 0,Re b > 0, c = −((k + 1)N +

1)(b−a) libo Re a < 0,Re b > 0, c = (k+1)(b−a)(N+1), gde N - celoe

neotricatel~noe qislo, libo Re a < 0,Re b < 0, to operator Ga,b
k,c

ne �vl�ets� gipo�lliptiqeskim (analitiqeski gipo�lliptiqeskim,

s-gipo�lliptiqeskim).

Teorema 1.2.3. Pust~ k - q�tnoe i Re a < 0,Re b > 0.

Esli c = (k + 1)(b− a)N + (2k+1)(b−a)
2 , gde N - celoe qislo, to

Ga,b
k,cF

α1,β1,0
k,a,b (x, y) = 0, Ga,b

k,cF
α2,β2,1
k,a,b (x, y) = 0.

Esli c = (k + 1)(b− a)N + k(b−a)
2 , gde N - celoe qislo, to

Ga,b
k,cF

α1,β1,0
k,a,b (x, y) = Aa,b

k,cδ(x, y), Ga,b
k,cF

α2,β2,1
k,a,b (x, y) = Ba,b

k,c
∂δ(x,y)
∂x .

Sledstvie 1.2.5. Dopustim, qto k - q�tnoe i Re a < 0,Re b > 0.

Esli c = (k+1)(b−a)N+ (2k+1)(b−a)
2 , gde N - celoe qislo, to operator

Ga,b
k,c ne �vl�ets� gipo�lliptiqeskim (analitiqeski gipo�lliptiqe-

skim, s-gipo�lliptiqeskim).

V paragrafe 1.3 postroeny neograniqennye rexeni� sravnite-

l~no novogo klassa uravneni� s beskoneqnym vyro�deniem. Izu-

qaets� differencial~ny� operator na ploskosti, ime�wi� vid

Gc
a,b = Y2Y1 + i

(
c(x)|x|−4 + (a(x)− b(x))|x|−3) e−

1
|x|
∂

∂y
, (1.3.1)

gde funkci� e−1/|x| doopredelena nul�m pri x = 0, a ko�fficienty

a(x), b(x), c(x) zadany sledu�wim obrazom a := a(x) = a+ ∈ C esli

x > 0, a− ∈ C esli x < 0; b := b(x) = b+ ∈ C esli x > 0, b− ∈
C esli x < 0; c := c(x) = c+ ∈ C esli x > 0, c− ∈ C esli x < 0 i

Y1 =
∂

∂x
− ib(x) sign(x)|x|−2e−

1
|x|
∂

∂y
,Y2 =

∂

∂x
− ia(x) sign(x)|x|−2e−

1
|x|
∂

∂y
.
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Predpolo�im, qto Re a+ · Re a+ · Re a− · Re b+ · Re b− 6= 0. Us-

tanovleny sledu�wie glavnye rezul~taty:

A) Sluqa� Re a+ < 0,Re a− < 0,Re b+ > 0,Re b− > 0.

Teorema 1.3.1. Pust~ Re a+ < 0,Re a− < 0,Re b+ > 0,Re b− > 0.

Togda operator Gc
a,b ne �vl�ets� gipo�lliptiqeskim pri

c+

a+ − b+
= k,

c−
a− − b−

= l,

ili pri
c+

a+ − b+
= −k − 1,

c−
a− − b−

= −l − 1,

gde k i l - celye neotricatel~nye qisla. Bolee togo, Gc
a,bF

c
a,b = 0.

B) Sluqa� Re a+ < 0,Re a− < 0,Re b+ < 0,Re b− < 0.

Teorema 1.3.2. Pust~ Re a+ < 0,Re a− < 0,Re b+ < 0,Re b− < 0.

Togda operator Gc
a,b ne �vl�ets� gipo�lliptiqeskim. Bolee togo,

ime�t mesto Gc
a,bE

c
a,b(x, y) = 0 v sluqae otsutstvi� rezonansa (a+ 6=

b+, a− 6= b−), Gc
a,bH

c
a,b = 0 pri a+ = b+, a− 6= b−, Gc

a,bK
c
a,b = 0 pri a+ 6=

b+, a− = b−, i Gc
a,aR

c
a(x, y) = 0 pri naliqii rezonansa a+ = b+, a− = b−.

C) Sluqa� Re a+ < 0,Re a− < 0,Re b+ > 0,Re b− < 0.

Teorema 1.3.3. Pust~ Re a+ < 0,Re a− < 0,Re b+ > 0,Re b− < 0, i
c+

a+−b+ celoe otricatel~noe qislo. Togda operator Gc
a,b ne �vl�ets�

gipo�lliptiqeskim. Bolee togo, Gc
a,bD

c
a,b(x, y) = 0 v sluqae otsut-

stvi� rezonansa (a− 6= b− ), i Gc
a,bY

c
a,b(x, y) = 0 pri naliqii rezonansa

(a− = b−).

Otmetim, qto kak i v teoreme 1.2.1 vse funkcii v teoremah 1.2.2

- 1.3.3 �vno vypisyva�ts� v dissertacii.

Glava 2 posv�wena izuqeni� dostatoqnyh uslovi� gipo�llipti-

qnosti vyro�da�wihs� �lliptiqeskih uravneni�. Ona sostoit iz

p�ti paragrafov.

V paragrafe 2.1 vvod�ts� opredeleni�, oboznaqeni�, svedeni�,

neobhodimye v buduwem izuqenii. Qerez {Xj}kj=1 budem oboznaqat~
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sistemu vewestvennyh pole� v oblasti Ω ⊂ Rn. Pust~ ι - mul~ti-

por�dok, t. e. posledovatel~nost~ (ι1, . . . , ιr) s 1 6 ιs 6 k, 1 6 s 6 r.

Budem pisat~

Xι = [Xι1 . . . [Xιr−1
, Xιr ] . . . ], X

ι = Xι1 · · ·Xιr ,

i r = |ι| (dlina mul~ti-por�dka ι). Vved�m sledu�wie uslovi�:

Uslovie (H)l: suwestvuet takoe celoe neotricatel~noe qislo l,

qto kommutatory {Xι}|ι|6l poro�da�t vse prostranstvo Rn v ka�do�

toqke oblasti Ω.

Uslovie (K)d
l : dl� l�bogo i 6 d l�bogo vewestvennogo s i vs�kogo

kompakta K v Ω suwestvuet taka� posto�nna� C = C(s, l,K), qto

‖Xιf‖s 6 C
( k∑
j=1

‖Xjf‖s+ i−1
l

+ ‖f‖s
)
, ∀|ι| = i, f ∈ C∞0 (K).

Uslovie (K)l: Esli vektornye pol� {Xj}kj=1 udovletvor��t uslo-

vi� (K)d
l dl� vseh d, to govorim, qto oni udovletvor��t uslovi�

(K)l.

Uslovie (K’)d
l : dl� l�bogo i 6 d i vs�kogo kompakta K v Ω

suwestvuet taka� posto�nna� C = C(l,K), qto

‖Xιf‖s 6 C
( k∑

j

‖X i−1
j f‖s+ 1

l
+ ‖f‖s

)
, ∀|ι| = i, f ∈ C∞0 (K).

Po sisteme {Xj}kj=1 mo�no postroit~ operator vida

Qm := Qm(x,D) =
∑
|ι|6m

aι(x)X ι

i ego poluline�noe vozmuwenie

Θm := Θm(x, ∂α) : f −→ Qm(x,D)f + Φ(x,X ιf)|ι|6m−1,

gde aι(x),Φ(x, τι)|ι|6m−1 - beskoneqno differenciruemye funkcii.

Uslovims�, qto X ι est~ ediniqny� operator pri ι = 0.
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Opredelenie 2.1.2 (Helffer-Nurig [6]). Pust~ δ ∈ (0, 1]. Gov-

or�t, qto Qm(x,D) �vl�ets� maksimal~no δ-gipo�lliptiqeskim op-

eratorom v oblasti Ω, esli dl� ka�dogo kompakta K v Ω suwest-

vuet taka� konstanta C, qto∑
|ι|6m

‖X ιf‖2
δ(m−|ι|) 6 C(‖Qm(x,D)f‖2

L2 + ‖f‖2
L2)

dl� vseh f ∈ C∞0 (K).

Opredelenie 2.1.4. Pust~ 1 6 p 6 ∞. Dl� ka�dogo celogo

neotricatel~nogo qisla m oboznaqim qerez S
m,{Xj}kj=1

p,loc (Ω) mno�estvo

vseh takih funkci� f , qto dl� l�bogo kompakta K v Ω vypolneno

neravenstvo
∑
|ι|6m ‖X ιf‖Lp(K) < ∞. Polo�im S

∞,{Xj}kj=1

p,loc (Ω) =

∩∞m=0S
m,{Xj}kj=1

p,loc (Ω). Prostranstva S
m,{Xj}kj=1

2,loc (Ω) i S
∞,{Xj}kj=1

2,loc (Ω) budut

oboznaqeny prosto qerez S
m,{Xj}kj=1

loc (Ω) i S
∞,{Xj}kj=1

loc (Ω).

Opredelenie 2.1.6. Operator Qm(x,D) nazyvaets� rasxirenno

maksimal~no gipo�lliptiqeskim po sisteme {Xj}kj=1 v oblasti Ω,

esli dl� l�bogo natural~nogo qisla m1 ∈ Z̄+, iz f ∈ L2
loc(Ω),

Qm(x,D)f ∈ Sm1,{Xj}kj=1

loc (Ω) sleduet, qto f ∈ Sm1+m,{Xj}kj=1

loc (Ω).

Opredelenie 2.1.7. Neline�ny� operator Θm(x, ∂α) nazyvaets�

rasxirenno maksimal~no gipo�lliptiqeskim po sisteme {Xj}kj=1

v Ω, esli na�d�ts� takoe celoe neotricatel~noe qislo M , qto

dl� l�bogo natural~nogo qisla m1 ∈ Z̄+, iz f ∈ CM(Ω),Θmf ∈
S
m1,{Xj}kj=1

loc (Ω) sleduet, qto f ∈ Sm1+m,{Xj}kj=1

loc (Ω).

V paragrafe 2.2 dokazyvaets� gipo�lliptiqnost~ poluline�-

nogo operatora vtorogo por�dka. Poluqena sledu�wa� teorema

Teorema 2.2.2. Pust~ sistema {Xj}kj=1 udovletvor�et uslovi�

(H)l v Ω i Φ(x, τ0, τ1, . . . , τk) - beskoneqno differenciruema� funkci�.

Togda neline�ny� operator

Ψ2(x, ∂
α) : f −→

k∑
j=1

X2
j f + Φ(x, f,X1f, . . . , Xkf)
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�vl�ets� rasxirenno maksimal~no gipo�lliptiqeskim po sisteme

{Xj}kj=1. V qastnosti, on gipo�lliptiqen.

Dl� ustanovleni� vyxe teoremy my ispol~zuem metod apri-

ornyh ocenok i naliqie parametriksa line�no� qasti operatora

Ψ2(x, ∂
α).

Zameqanie 2.2.1. V teoreme 2.2.2 oqen~ va�no, qto Ψ2 �vl�ets�

poluline�nym. Inaqe teorema mo�et byt~ neverno�. Naprimer,

rassmotrim operator v R2

Ψ̃ = X2
1 + (X2

2)2,

gde X1 = ∂
∂x1
, X2 = ∂

∂x2
. Legko videt~, qto

Ψ̃(|x2|2m+1) = (2m+ 1)2(2m)2x4m−2
2 ∈ C∞(R2)

dl� vseh m ∈ Z+. Odnako |x2|2m+1 ∈ C2m(R2)\C∞(R2). Sledova-

tel~no, operator Ψ̃ negipo�lliptiqen v R2. Po vyxe kontrprimeru

mo�no postroit~ anologiqnye kontrprimery i v posledu�wih

glavah.

V paragrafe 2.3 rassmatriva�ts� line�ny� operator

P2m := P2m(x,D) = (−1)m
k∑
j=1

X2m
j +

∑
|ι|62m−1

aι(x)X ι,

gde aι(x) ∈ C∞(Ω); i ego neline�noe vozmuwenie

Ψ2m(x, ∂α) : f −→ P2m(x,D)f + Φ(x,X ιf)|ι|62m−1.

Poluqeny sledu�wie glavnye rezul~taty

Teorema 2.3.2. Pust~ sistema {Xj}kj=1 udovletvor�et uslovi�m

(H)l i (K)3m
l (ili (K’)3m

l ) v Ω. Togda dl� ka�dogo kompakta K

v Ω, i ka�dogo vewestvennogo qisla s na�d�ts� taka� posto�nna�

C(s,K) = C, qto∑
|ι|62m

‖X ιf‖2
2m−|ι|

l +s
6 C(‖P2mf‖2

s + ‖f‖2
s); ∀ f ∈ C∞0 (K).
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Inymi slovami, P2m - maksimal~no 1
l -gipo�lliptiqen.

Otmetim, qto esli l = 2, to trebuets� tol~ko uslovie (H)2 tak

kak v �tom sluqae vypolnenie uslovi� (H)2 vleq�t za sobo� uslovie

(K)2.

Teorema 2.3.3. Pust~ vektornye pol� {Xj}kj=1 udovletvor��t

uslovi�m (H)l i (K)3m
l (ili (K’)3m

l ) v Ω. Togda P2m �vl�ets�

gipo�lliptiqeskim operatorom s potere� 2m(l−1)
l proizvodnyh.

Teorema 2.3.4. Pust~ vektornye pol� {Xj}kj=1 udovletvor��t

uslovi�m (H)l i (K)l v Ω. Togda P2m �vl�ets� rasxirenno maksima-

l~no gipo�lliptiqeskim operatorom po sisteme {Xj}kj=1.

Teorema 2.3.6. Pust~ sistema {Xj}kj=1 udovletvor�et uslovi�m

(H)l i (K)l (ili (K’)l) v Ω. Esli funkci� Φ(x, τι)|ι|62m−1 beskoneqno

differenciruema, to neline�ny� operator Ψ2m �vl�ets� gipo�llip-

tiqeskim operatorom. Bolee togo, on rasxirenno maksimal~no gi-

po�lliptiqen po sisteme {Xj}kj=1.

Dalee, izuqaem gipo�lliptiqnost~ operatorov P4,Ψ4 bez trebo-

vani� vypolneni� uslovi� (K)l.

Teorema 2.3.12. Pust~ vektornye pol� {Xj}kj=1 udovletvor��t

uslovi� (H)3 v Ω, i zadany takie funkcii a, b, c ∈ C∞0 (Ω), qto a . b .

c. Togda dl� ka�dogo celogo qisla r suwestvu�t takie operatory

Tr i Sr, qto

TrbP4 = aI + Sr · c,

gde Tr, Sr - sgla�iva�wie operatory por�dkov 4, r, sootvetstvenno.

Teorema 2.3.13. Pust~ sistema {Xj}kj=1 udovletvor�et uslovi�

(H)3 v Ω. Dopustim, qto f ∈ Lploc(Ω), p ∈ (1,∞) i P4f = g. Togda

a) Esli g ∈ Lpα,loc(Ω), α ≥ 0, to f ∈ Lp
α+ 4

3 ,loc(Ω).

b) Esli g ∈ Λα,loc(Ω), α > 0, to f ∈ Λα+ 4
3 ,loc(Ω).

c) Esli g ∈ L∞(Ω), to f ∈ Λ 4
3 ,loc(Ω).
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d) Esli g ∈ S
m,{Xj}kj=1

p,loc (Ω), p ∈ (1,∞), k = 0, 1, . . . , to

f ∈ Sm+4,{Xj}kj=1

p,loc (Ω).

Teorema 2.3.14. Pust~ sistema {Xj}kj=1 udovletvor�et uslovi�

(H)3 v Ω. Esli funkci� Φ(x, τι)|ι|63 beskoneqno differenciruema, to

Ψ4 �vl�ets� neline�nym gipo�lliptiqeskim operatorom. Bolee

togo, on rasxirenno maksimal~no gipo�lliptiqen po sisteme

{Xj}kj=1 v Ω.

Zametim, qto v line�nom sluqae rezul~taty �togo paragrafa

mo�no obobwit~ i dl� psevdodifferencial~nyh operatorov.

V paragrafe 2.4 izuqaets� uravnenie

Ψa,b
k,c(f) := Ga,b

k,cf + Φ
(
x, y, f,

∂f

∂x
, xk

∂f

∂y

)
= 0, (2.4.8)

gde Ga,b
k,c - operator, rassmotrenny� v paragrafe 1.2. Postroim

fundamental~nye rexeni� operatora Ga,b
k,c. Rassmotrim otdel~no

sluqa�, kogda k - q�tnoe i k - neq�tnoe.

A) Sluqa� k - neq�tnoe.

Opredelenie 2.4.1. Nazov�m parametry a, b, c, k dopustimymi,

esli c 6= ±[N(k + 1)(b − a)], c 6= ±[N(k + 1) + k](b − a), gde N −
celoe qislo.

Teorema 2.4.1. Pust~ a, b, c, k dopustimye parametry. Togda

Ga,b
k,cE

a,b
k,c(x, y, u, v) = δ(x− u, y − v).

Na osnove teoremy 2.4.1 dokazany sledu�wie teoremy:

Teorema 2.4.2. Ga,b
k,c �vl�ets� slabo gipo�lliptiqeskim operato-

rom togda i tol~ko togda, kogda parametry a, b, c, k dopustimy.

Otmetim, qto dokazatel~stvo v dissertacii vyxe teoremy otli-

qaets� ot dokazatel~stva predlo�ennogo D�ilioli i Trevom v [7].
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Teorema 2.4.5. Pust~ m ≥ 2k + 3, parametry a, b, c, k dopustimy

i Φ - beskoneqno differenciruema� funkci�. Togda ka�doe Cm(Ω)-

rexenie uravneni� (2.4.8) prinadle�it C∞(Ω). V qastnosti, ne-

line�ny� operator Ψa,b
k,c gipo�lliptiqen.

B) Sluqa� k - q�tnoe.

Teorema 2.4.3. Sledu�wa� formula imeet mesto

G−1,1
k,2N(k+1)+kE

−1,1
k,2N(k+1)+k(x, y, u, v) = δ(x−u, y−v), gde N−celoe qislo.

Ispol~zu� teoremu 2.4.3 mo�no dokazat~ sledu�wu� teoremu:

Teorema 2.4.6. Pust~ m ≥ 2k + 3 i Φ - beskoneqno differencirue-

ma� funkci�. Predpolo�im, qto f ∈ Cm(Ω) �vl�ets� rexeniem

uravneni� (2.4.8), gde a = b = −1, c = 2N(k + 1) + k,N - celoe qislo.

Togda f ∈ C∞(Ω). Neline�ny� operator Ψ−1,1
k,2N(k+1)+k gipo�lliptiqen.

Snova, formuly dl� Ea,b
k,c, E

−1,1
k,2N(k+1)+k v teoremah 2.4.1, 2.4.3 ne

privod�ts� zdes~ vvidu ih slo�nosti.

V paragrafe 2.5 izuqaets� gipo�lliptiqnost~ operatora Gc
a,b,

vyra�enie kotorogo u�e vypisyvalos~ v paragrafe 1.3. Qerez

preobrazovanie Fur~e konstruirovany parametriksy dl� rassma-

trivaemogo uravneni�. Gladkost~ rexeni� ots�da i vytekaet.

Kak poboqny� produkt poluqaem tak�e lokal~na� razreximost~

i lokal~na� nerazreximost~ rassmatrivaemogo uravneni�. Doka-

zany sledu�wie teoremy:

Teorema 2.5.1. Dopustim, qto Re a+ < 0,Re a− < 0,Re b+ > 0,

Re b− > 0. Togda Gc
a,b ne �vl�ets� gipo�lliptiqeskim operatorom

(lokal~no razreximym) togda i tol~ko togda, kogda c+
a+−b+ =

k, c−
a−−b− = l, ili c+

a+−b+ = −k − 1, c−
a−−b− = −l − 1, gde k i l - celye

neotricatel~nye qisla.

Teorema 2.5.2. Dopustim, qto Re a+ > 0,Re a− > 0,Re b+ > 0,

Re b− > 0. Togda Gc
a,b �vl�ets� negipo�lliptiqeskim, lokal~no ne-

razreximym v naqale koordinat.
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Teorema 2.5.3. Pust~ Re a+ > 0,Re a− < 0,Re b+ > 0,Re b− < 0.

Togda Gc
a,b vsegda �vl�ets� i gipo�lliptiqeskim i lokal~no razrexi-

mym v naqale koordinat.

Teorema 2.5.4. Pust~ Re a+ < 0,Re a− > 0,Re b+ > 0,Re b− > 0.

Togda Gc
a,b ne �vl�ets� gipo�lliptiqeskim, lokal~no razreximym v

naqale koordinat.

Otmetim, qto ostal~nye vozmo�nosti soqetani� znakov a, b, c

udovletvor��wih uslovi� Re a+ · Re a+ · Re a− · Re b+ · Re b− 6= 0,

popada�t v odnu iz situaci� analogiqnyh sluqa�m opisyvaemym

teoremami 2.5.1 - 2.5.4.

Perehodim k opisani� vtoro� qasti raboty. Ona zanimaets�

izuqeniem analitiqnosti rexeni� poluline�nyh vyro�da�wihs�

�lliptiqeskih uravneni�. Metod, ispol~zovanny� v issledovanii

�lliptiqeskih uravneni�, obobxaets� dl� dosti�eni� rezul~tatov.

Nasto�wi� metod vpervye primen�ets� dl� izuqeni� poluline�nyh

vyro�da�wihs� �lliptiqeskih uravneni�. Predlo�enny� metod,

kotory� budet proved�n po indukcii, osnovan na tri glavnyh �ta-

pah. Pervy� �tap zakl�qaets� v naho�denii toqnogo ili da�e

priblizitel~nogo fundamental~nogo rexeni� glavno� (line�no�)

qasti izuqaemogo uravneni�. S na�dennym fundamental~nym rex-

eniem mo�no napisat~ integral~nu� formulu predstavleni� rex-

eni� qerez neline�nu� qast~ uravneni�. �ta integral~na� for-

mula budet soder�at~ dva slagaemogo: integraly v oblasti i na

granice. Na vtorom �tape ocenim proizvodnye neline�no� qasti,

zna� v predpolo�enii indukcii ocenki mladxih proizvodnyh rex-

eni�. Na zakl�qitel~nom �tape opredel�em podhod�wu� metriku

i funkcional~noe prostransrvo. Qasto, vybor metriki budet za-

visit~ ot svo�stva na�dennogo na pervom �tape fundamental~nogo

rexeni�. Teper~ po vybranno� metrike, dl� danno� toqki okru�aem

e� nekotoro� figuro�, kotoru� podber�m kak proxe kak mo�no. Vo
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vseh situ�ci�h, gde my izuqaem, v kaqestve figury dostatoqno vy-

brat~ kvadrat ili kub s propocional~nymi storonami. Ispol~zu�

formulu predstavleni� vyved�nnu� na pervom �tape mo�no vyra-

zit~ vysxie proizvodnye rexeni� v danno� toqke qerez summu in-

tegralov v oblasti i na granice vybranno� ran~xe nami figury.

Kak pravilo, integral po oblasti horoxo ocenivaets�. Glavna�

trudnost~, kotora� otsutstvuet pri izuqenii �lliptiqeskih urav-

neni�, zakl�qaets� v ocenke integrala na granice. Qtoby boro-

t~s� s ne�, nu�no integrirovat~ po qast�m. Pri integrirovanii

po qast�m suwestvenno ispol~zu�ts� specifiki issleduemogo urav-

neni�. �to i est~ central~na� priqina vybora prosto� figury

(esli granica figury sostoit iz pr�myh ili ploskih poverhnoste�,

to legko integrirovat~ po qast�m). Vybor udobnyh prostranstv

zavisit ot vykladok prodelannyh v �tom meste. Krome togo, qtoby

ocenit~ podyntegral~nye funkcii, nu�no vybrat~ figuru v zav-

isimosti ot toqki, kotoru� ona okru�aet. V konce koncov, my

hotim ustanovit~ ocenki vysxih proizvodnyh rexeni�, kotorye

udovletvor�li uslovi�m lemmy Fridmana. Primenenie �to� lemmy

da�t nam nu�nye rezul~taty. Teper~ pristupim k opisani� qety-

r�h glav soder�awihs� v �to� qasti.

Glava 3 kasaets� analitiqnosti rexeni� neline�nyh �llipti-

qeskih uravneni�. Ona sostoit iz tr�h paragrafov. V paragrafe

3.1 ustanavliva�ts� nekotorye lemmy Fridmana.

V paragrafe 3.2 opredeleny prostranstva G�l~dera s vesom i

pereqisleny ih svo�stva. Otmetim, qto �ti prostranstva horoxo

ulavliva�t harakteristiqeskie povedeni� rexeni� �lliptiqeskih

uravneni� vblizi granicy.

V paragrafe 3.3 vvod�ts� ocenki poluqennye Duglisom - Niren-

bergom. �ti ocenki, kotorye mo�no sqitat~ apriornymi ocenkami

v vved�nnyh v predyduwem paragrafe prostranstvah G�l~dera s ve-

som, igra�t oqen~ va�nu� rol~ v dal~ne�xem issledovanii.
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V paragrafe 3.4 issleduets� sledu�wee uravnenie∑
|α|=m

Aα(x, f, ∂f, ..., ∂βf)|β|6m−1∂
αf = B(x, f, ∂f, ..., ∂βf)|β|6m−1.

(3.4.1)

S uq�tom ocenok Duglisa - Nirenberga dokazana sledu�wa� teo-

rema:

Teorema 3.4.1. Predpolo�im, qto Aα,B ∈ C{Lk−2; Ω,Cµ}. Pust~

f beskoneqno differenciruemoe rexenie uravneni� (3.4.1), kotoroe v

svo� oqered~ �vl�ets� �lliptiqeskim v f , t. e.∑
|α|=m

Aα(x, f, ∂f, ..., ∂βf)|β|6m−1ξ
α 6= 0

dl� vseh (x, ξ) ∈ Ω × Rn\0. Togda f ∈ C{Lk−m−1; Ω}. V qastnosti,

esli Aα,B analitiqeskie funkcii (s-funkcii), to f �vl�ets� tako-

vo� �e funkcie�.

Zdes~ rezul~tat �vl�ets� izvestnym, no metod dl� ego poluqeni�

uluqxaets�. Kak vidno iz dokazatel~stva, prodemonstrirovannogo

v �tom paragrafe, analitiqnost~ rexeni� �lliptiqeskih sistem

po Duglisu - Nirenbergu, kotorye v obwem sluqae ne �vl��ts�

�lliptiqeskimi da�e v smysle Petrovskogo, to�e mo�no poluqit~.

Glava 4 posv�wena izuqeni� beskoneqno� differenciruemosti,

analitiqnosti i regul�rnosti po �evre� rexeni� uravneni�

Ψh
2k(f) = Mh

2kf + Φ
(
x, y, f, ..., xγ

∂α+βf

∂xα∂yβ

)
(α,β,γ)∈Ξh−1

2k

= 0, (4.1.1)

gde k, h ∈ Z+, f = f(x, y),Ξm
k = {(α, β, γ) ∈ Z3

+ : α + β 6 m, km ≥ γ ≥
α + (1 + k)β −m}, M2k = ∂

∂x + ix2k ∂
∂y - operator Mizohaty, i

Mh
2k = M2k ◦M2k · · · ◦M2k︸ ︷︷ ︸

h−raz
.

Ona sostoit iz tr�h paragrafov. V paragrafe 4.1 postroeno fun-

damental~noe rexenie operatora Mh
2k.

V paragrafe 4.2 dokazana sledu�wa� teorema:
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Teorema 4.2.1. Pust~ m ≥ 4k2 + 6k + h + 1, i f �vl�ets� Cm(Ω)-

rexeniem uravneni� (4.1.1). Togda f - beskoneqno differenciruema�

funkci� v Ω. Neline�ny� operator Ψh
2k gipo�lliptiqen v Ω.

V paragrafe 4.3 ustanovlena sledu�wa� teorema:

Teorema 4.3.1. Pust~ f - beskoneqno differenciruemoe rexenie

uravneni� (4.1.1) i Φ ∈ C{Ln−t−2; Ω|Ln−t−2;E} dl� ka�dogo celogo

qisla t ∈ [0, h(2k + 1)]. Togda f ∈ C{Ln−h(2k+1)−2; Ω}. V qastnosti,

esli Φ �vl�ets� analitiqesko� funkcie� (s-funkcie� po �evre�), to

neline�ny� operator Ψh
2k rasxirenno analitiqeski gipo�lliptiqen

(rasxirenno s-gipo�lliptiqen).

Pri dokazatel~stve vyxe teoremy, nekotorye geometriqeskie

svo�stva na�dennogo v paragrafe 4.1 fundamental~nogo rexeni�

suwestvenno ispol~zu�ts�. Ob~edin�� teoremy 4.2.1 i 4.3.1 imeem

Teorema 4.3.2. Pust~ Φ �vl�ets� analitiqesko� funkcie�

(s-funkcie� po �evre�). Togda Ψh
2k analitiqeski gipo�lliptiqen (s-

gipo�lliptiqen).

Glava 5 izuqaet analitiqnost~ i regul�rnost~ po �evre� rex-

eni� uravneni� (2.4.8). Ona soder�it dva paragrafa.

V paragrafe 5.1 dokazyva�ts� teoremy ob analitiqnosti i reg-

ul�rnosti po �evre� rexeni� poluline�nyh uravneni�, �vl��-

wihs� line�nym vozmuweniem model~nogo operatora Gruxina na

ploskosti.

V paragrafe 5.2 poluqeny sledu�wie teoremy:

A) Sluqa� k - neq�tnoe.

Teorema 5.2.1. Pust~ parametry a, b, c, k dopustimy (sm. oprede-

lenie 2.4.1 na stranice 15), f - C∞-rexenie uravneni� (2.4.8) i Φ ∈
C{Ln−t−2; Ω|Ln−t−2; R3} dl� ka�dogo t ∈ [0, 2k + 2]. Togda f ∈
C{Ln−2k−4; Ω}. V qastnosti, esli Φ �vl�ets� s-funkcie� (ili ana-

litiqesko� funkcie�), to Ψa,b
k,c rasxirenno s-gipo�lliptiqen (ili

rasxirenno analitiqeski gipo�lliptiqen).
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Ob�edin�� teoremy 5.2.1 i 2.4.5 imeem

Teorema 5.2.2. Pust~ m ≥ 2k+3, parametry a, b, c, k dopustimye,

Φ ∈ C{Ln−t−2; Ω|Ln−t−2; R3} dl� ka�dogo t ∈ [0, 2k + 2] i f �vl�et-

s� Cm(Ω)- rexeniem uravneni� (2.4.8). Togda f ∈ C{Ln−2k−4; Ω}. V

qastnosti, esli Φ �vl�ets� s-funkcie� (ili analitiqesko� funk-

cie�), to Ψa,b
k,c s-gipo�lliptiqen (ili analitiqeski gipo�lliptiqen).

B) Sluqa� k - q�tnoe.

Teorema 5.2.3. Pust~ m ≥ 2k+3 i Φ ∈ C{Ln−t−2; Ω|Ln−t−2; R3} dl�
ka�dogo t ∈ [0, 2k+2]. Togda vs�koe Cm(Ω)-rexenie uravneni� (2.4.8),

gde b = −a, c = −a(2N(k + 1) + k), prinadle�it C{Ln−2k−4; Ω}. V

qastnosti, esli Φ �vl�ets� s-funkcie� (ili analitiqesko� funk-

cie�), to Ga,−a
k,−a(2N(k+1)+k s-gipo�lliptiqen (ili analitiqeski gipo�-

lliptiqen).

Teoremy dannogo paragrafa pokryva�t rezul~taty predydu-

wego paragrafa. Po�tomu pri dokazatel~stve my ostanavlivaem

s� tol~ko na glavnyh momentah. Zdes~ suwestvenno ispol~zu�ts�

ocenki gipergeometriqeskih funkci�, napominatyh v glave 1.

Glava 6 kasaets� poluline�nogo uravneni� tipa Kona-Laplasa

na gruppe Ge�zenberga. Ona soder�it tri paragrafa.

V paragrafe 6.1 vvodits� operator Kona-Laplasa na gruppe

Ge�zenberga. Gruppa Ge�zenberga Hn (por�dka n) est~ R2n+1 s op-

eracie� umno�eni�

(z, t) ◦ (z′, t′) = (z + z′, t+ t′ − i(zz̄′ − z̄z′)) ili

(x, y, t) ◦ (x′, y′, t′) = (x+ x′, y + y′, t+ t′ + 2(yx′ − xy′)),

gde ωω′ =
∑n

j=1 ωjω
′
j; ab =

∑n
j=1 ajbj dl� l�byh ω, ω′ ∈ Cn; a, b ∈ Rn.

Opredel�em vektornye pol�

Xj =
∂

∂xj
+ 2yj

∂

∂t
,Yj =

∂

∂yj
− 2xj

∂

∂t
, T =

∂

∂t
; j = 1, . . . , n
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kotorye obrazu�t bazis levo invariantnyh vektornyh pole� na

Hn. Dalee, vved�m kompleksnye vektornye pol�

Zj =
1

2
(Xj − iYj) =

∂

∂zj
+ iz̄j

∂

∂t
, Z̄j =

1

2
(Xj + iYj) =

∂

∂z̄j
− izj

∂

∂t
.

V special~nom bazise, operator Kona-Laplasa �b imeet diago-

nal~ny� vid s �lementami Ln,λ na diagonali. Zdes~ Ln,λ �vl�ets�

differencial~nym operatorom vtorogo por�dka, ime�wim vid

Ln,λ = −1

2

n∑
j=1

(ZjZ̄j + Z̄jZj) + iλT = −1

4

n∑
j=1

(X2
j + Y2

j) + iλT ;λ ∈ C.

Sledovatel~no, izuqenie svo�stv operatora �b sved�ts� k issledo-

vani� svo�stv operatora Ln,λ. V nasto�we� glave izuqaem regul-

�rnost~ po �evre� rexeni� uravneni�

Ψ(n,λ)f = Ln,λf + Φ(x, y, t, f,Z1f, ...,Znf, Z̄1f, ..., Z̄nf) = 0. (6.1.3)

Stoit zametit~, qto na gruppe Ge�zenberga operator Kona-Laplasa

vyro�daets� v ka�do� toqke. Znaqenie λ nazyvaets� dopustimym,

esli ±λ 6= n, n+ 2, n+ 4, ....

V paragrafe 6.2 postroeno fundamental~noe rexenie i issledo-

vany nekotorye ego svo�stva pri dopustimyh znaqeni�h λ. Na os-

nove poluqennogo fundamental~nogo rexeni� opredel�n operator

potenciala i vyvedena integral~na� formula predstavleni� rex-

eni�. Budem sqitat~, qto Ω b Ω1.

V paragrafe 6.3 ispol~zovaniem svo�stv i ustanovlennyh v pa-

ragrafah 6.1 i 6.2 formul dokazyvaets� regul�rnost~ po �evre�

rexeni� izuqaemogo uravneni�. Poluqeny sledu�wie teoremy:

Teorema 6.3.1. Pust~ l ≥ 2n + 4 i parametr λ dopustim. Pred-

polo�im, qto f �vl�ets� S
l,{Xj ,Yj}nj=1

loc (Ω)-rexeniem uravneni� (6.1.3)

i Φ(x, y, t, f,Z1f, ...,Znf, Z̄1f, ..., Z̄nf) ∈ Gs(Ω1 × C2n+1), s ≥ 2. Togda

f ∈ Gs(Ω). Neline�ny� operator Ψ(n,λ) s-gipo�lliptiqen pri s ≥ 2.

Dokazatel~stvo teoremy 6.3.1 sostoit iz teorem 6.3.2 i 6.3.3.
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Teorema 6.3.2. Pust~ l ≥ 2n+ 4 i parametr λ dopustimy�. Pred-

polo�im, qto f �vl�ets� S
l,{Xj ,Yj}nj=1

loc (Ω)-rexeniem uravneni� (6.1.3)

i

Φ(x, y, t, f,Z1f, ...,Znf, Z̄1f, ..., Z̄nf) ∈ C∞(Ω1 × C2n+1).

Togda f ∈ C∞(Ω). Neline�ny� operator Ψ(n,λ) gipo�lliptiqen.

Teorema 6.3.3. Pust~ parametr λ dopustim i f �vl�ets� C∞(Ω)-

rexeniem uravneni� (6.1.3), Φ ∈ Gs, s ≥ 2. Togda f ∈ Gs(Ω). Ne-

line�ny� operator Ψ(n,λ) rasxirenno s-gipo�lliptiqen pri s ≥ 2.

Nakonec, tret~� qast~ nasto�we� raboty posv�wena issledova-

ni� global~nyh svo�stv rexeni� poluline�nyh uravneni�. Rass-

matrivaets� sledu�wa� kraeva� zadaqa:

Lα,βu− cu+ g(x, y, z, u)

:= ∆xu+ |x|2α∆yu+ |x|2β∆zu− cu+ g(x, y, z, u) = 0 v Ω, (7.1.1)

u = 0 na ∂Ω, (7.1.2)

gde

0 6 c = c(x, y, z) ∈ C0,γ(Ω̄), g(x, y, z, 0) = 0, g(x, y, z, t) ∈ C(Ω× R),

α, β ≥ 0, α + β > 0, 1 > γ > 0,

∆x =

n1∑
i=1

∂2

∂x2
i

,∆y =

n2∑
j=1

∂2

∂y2
j

,∆z =

n3∑
l=1

∂2

∂z2
l

, |x| =

(
n1∑
i=1

x2
i

) 1
2

,

(x1, ..., xn1
, y1, ..., yn2

, z1, ..., zn3
) = (x, y, z) ∈ Rn1+n2+n3 =: RN

i Ω - ograniqenna� oblast~ s gladko� granice� v RN . Otmetim,

qto zdes~ uravneni� mogut imet~ ko�fficienty, ne prinadle�awie

prostranstvam beskoneqno differenciruemyh ili analitiqeskih

funkci�. �to i pon�tno potomu qto v nasto�we� qasti my zain-

teresuems� netol~ko beskoneqno differenciruemymi ili anali-

tiqeskimi rexeni�mi no i rexeni�mi ime�wimi nizku� glad-

kost~. Vmeste, glavy 7 i 8 pokazyva�t, qto �vlenie kritiqeskogo



- 24 -

pokazatel�, prisuwee kraevo� zadaqe dl� �lliptiqeskih uravne-

ni�, to�e nabl�daets� v kraevo� zadaqi dl� vyro�da�wihs� �lli-

ptiqeskih uravneni�. Odnako, zdes~ kritiqeski� pokazatel~ men~-

xe, qem tot v �lliptiqeskom sluqae. Krome razmernosti ob~�ml��-

wego prostranstva on zavisit tak�e ot por�dka vyro�deni� issle-

duemyh uravneni�. Teper~ pered�m k opisani� otdel~nyh glav v

nasto�we� qasti.

V glave 7 izuqaets� suwestvovanie netrivial~nyh rexeni�

kraevo� zadaqi (7.1.1) - (7.1.2). Nasto�wa� glava sostoit iz dvuh

paragrafov.

V paragrafe 7.1 dokazyva�ts� teoremy vlo�eni� prostranstv

Soboleva s vesom, prisoedin�nnyh s vyro�da�wimis� �lliptiqes-

kimi uravneni�mi.

Opredelenie 7.1.1. Qerez Sp1 (Ω) , 1 6 p < ∞, my oboznaqim so-

vokupnost~ vseh takih funkci� u ∈ Lp (Ω), qto
∂u

∂xi
, |x|α ∂u

∂yj
, |x|β ∂u

∂zl
∈

Lp (Ω) dl� vseh i = 1, n1, j = 1, n2, l = 1, n3. My opredel�em normu v

�tom prostranstve sledu�wim obrazom

‖u‖Sp1 (Ω)

=

{∫
Ω

(
|u|p +

n1∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p +

n2∑
j=1

∣∣∣∣|x|α ∂u∂yj
∣∣∣∣p +

n3∑
l=1

∣∣∣∣|x|β ∂u∂zl
∣∣∣∣p
)

dxdydz

} 1
p

.

Prostranstvo Sp1,0(Ω) opredel�ets� kak zamykanie podprostran-

stva C1
0 (Ω) v prostranstve Sp1(Ω).

Teorema 7.1.1. Dopustim, qto 1 6 p < Ñ := n1 +n2(α+1)+n3(β+

1). Togda

Sp1,0 (Ω) ⊂ L
Ñp

Ñ−p−τ (Ω)

dl� ka�dogo dostatoqno malogo polo�itel~nogo qisla τ .

Dokazatel~stvo teoremy 7.1.1, ispol~zu�wee tol~ko neraven-

stvo G�l~dera, po svoe� idee napominaet dokazatel~stvo teoremy
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vlo�eni� klassiqeskogo prostranstva Soboleva, predlo�ennoe

Gal~�rdom i Nirenbergom v [12] i [13].

Teorema 7.1.2. Pust~ 1 6 p < Ñ . Togda vlo�enie Sp1,0 (Ω) v

L
Ñp

Ñ−p−τ (Ω) �vl�ets� kompaktnym dl� ka�dogo dostatoqno malogo

polo�itel~nogo qisla τ .

Teorema 7.1.3. Dopustim, qto p > Ñ . Togda Sp1,0 (Ω) ⊂ C0
(
Ω
)
.

V paragrafe 7.2 variacionym principom dokazyva�ts� teoremy

ob suwestvovanii netrivial~nyh rexeni� v prostranstvah, izu-

qennyh v predyduwem paragrafe. Dl� udobstva vmesto (x, y, z),

dxdydz budem pisat~ X, dX. V �tom punkte predpolagaem, qto

funkci� g(X, t) imeet tol~ko polinomial~ny� rost po t.

Opredelenie 7.2.2. Funkci� u ∈ S2
1,0 (Ω) nazyvaets� slabym re-

xeniem kraevo� zadaqi (7.1.1) - (7.1.2), esli to�destvo
n1∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi
· ∂ϕ
∂xi

dX +

n2∑
j=1

∫
Ω
|x|2α ∂u

∂yj
· ∂ϕ
∂yj

dX+

n3∑
l=1

∫
Ω
|x|2β ∂u

∂zl
· ∂ϕ
∂zl

dX +

∫
Ω
cuϕdX −

∫
Ω
g(X, u)ϕdX = 0

imeet mesto dl� ka�do� funkcii ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Sdelaem sledu�wie predpolo�eni� na g(X, t)

(g)1 g(X, t) ∈ C(Ω̄× R) i g(X, 0) = 0.

(g)2 Dl� nekotorogo p ∈ (1, Ñ+2
Ñ−2

) i nekotoro� polo�itel~no� kons-

tanty C spravedlivo neravenstvo |g(X, t)| 6 C (1 + |t|p) .
(g)3 g(X, t) = ¯̄o(t) pri t −→ 0 ravnomerno po X ∈ Ω̄.

(g)4 limt→∞
g(X,t)
t = ∞ ili limt→−∞

g(X,t)
t = ∞ ravnomerno po

X ∈ Ω̄.

[12] E. Gagliardo, Ric. Mat., 8 (1959), 24-51.

[13] L. Nirenberg, Ann. Sc. Norm. Pisa, 13 (1959), 115-162.
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(g)5 Esli |t| ≥ A dl� nekotorogo qisla A, to∫ t

0
g(X, s)ds =: G(X, t) 6 µg(X, t)t

gde µ ∈ [0, 1
2).

(g)6 g(X, t) - neq�tna� funkci� po t.

Teorema 7.2.9. Dopustim, qto g(x, y, z, t) udovletvor�et

uslovi�m (g)1−(g)5. Togda kraeva� zadaqa (7.1.1) - (7.1.2) vsegda imeet

slaboe netrivial~noe rexenie.

Teorema 7.2.10. Dopustim, qto g(x, y, z, t) udovletvor�et

uslovi�m (g)1 − (g)6. Togda kraeva� zadaqa (7.1.1) - (7.1.2) imeet

beskoneqno mnogo slabyh netrivial~nyh rexeni�.

Dalee, izuqaem vli�ni� dobavleni� line�nogo qlena v pravo�

qasti uravneni� (7.1.1). Bolee podrobno, rassmotrim kraevu�

zadaqu

Lα,βu+ d(x, y, z)u+ g(x, y, z, u) = 0 v Ω, (7.2.18)

u = 0 na ∂Ω, (7.2.19)

gde d - neotricatel~na� funkci�. Sootvetstvu�wa� problema na

sobstvennye znaqeni�

Lα,βv(x, y, z) + λd(x, y, z)v(x, y, z) = 0 v Ω,

v = 0 na ∂Ω

obladaet posledovatel~nost~� sobstvennyh znaqeni� 0 < λ1 < λ2 6

λ3 6 · · · . Poluqeny sledu�wie teoremy:

Teorema 7.2.11. Pust~ λ1 > 1, g udovletvor�et uslovi�m (g)1 −
(g)5 i limt→∞

g(X,t)
t = ∞ (limt→−∞

g(X,t)
t = ∞). Togda kraeva� zadaqa

(7.2.18) - (7.2.19) imeet netrivial~noe rexenie u > 0(u < 0)

v Ω ∩ {(0, y)}.
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Teorema 7.2.12. Esli g udovletvor�et uslovi�m (g)1 − (g)6 i λl 6

1 < λl+1, to kraeva� zadaqa (7.2.18) - (7.2.19) imeet beskoneqno mnogo

netrivial~nyh rexeni�.

Posledna� glava udel�et vnimanie probleme nesuwestvovani�

netrival~nyh rexeni� kraevo� zadaqi, rassmotrenno� v predy-

duwe� glave i voprosu ob gladkosti sobstvennyh funkci� vblizi

granicy. Ona sostoit iz dvuh paragrafov. V paragrafe 8.1 us-

tanovleny obobw�nnye to�destva Poho�aeva. Ots�da vyteka�t

teoremy ob nesuwestvovanii netrivial~nyh rexeni�.

Teorema 8.1.1 (Obobw�nnoe to�destvo Poho�aeva [14]). Pust~

u (x, y, z) - rexenie kraevo� zadaqi (7.1.1) - (7.1.2), gde c = 0,

g(x, y, z, t) = g(t), kotoroe prinadle�it H2(Ω). Togda imeet mesto

to�destvo∫
Ω

[
Ñ

n1
G (u)− Ñ − 2

2n1
g (u)u

]
dX =

1

2n1

∫
∂Ω
ν̃α,βν̃

α,β

(
∂u

∂ν

)2

dS,

gde

dx = dx1...dxn1
, dy = dy1...dyn2

, dz = dz1...dzn3
,

ν̃α,β = |νx|2 + |x|2α.|νy|2 + |x|2β.|νz|2,

ν̃α,β = (x, νx) + (α + 1) (y, νy) + (β + 1)(z, νz),

(x, νx) =

n1∑
i=1

xiνxi, (y, νy) =

n2∑
j=1

yjνyj , (z, νz) =

n3∑
l=1

zlνzl,

|νx|2 =

n1∑
i=1

|νxi|2, |νy|2 =

n2∑
j=1

|νyj |2, |νz|2 =

n3∑
l=1

|νzl|2.

Opredelenie 8.1.1. Oblast~ Ω nazyvaets� Lα,β - zv�zdno� po ot-

noxeni� k naqalu koordinat (0, 0), esli neravenstvo ν̃α,β > 0 vy-

poln�ets� poqti vs�du na ∂Ω.

[14] S. I. Poho�aev, DAN SSSR, 165 (1965), 36-39.
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Na osnove teoremy 8.1.1 mo�no poluqit~ sleduwu� teoremu:

Teorema 8.1.2. Pust~ Ω - Lα,β-zv�zdna� oblast~ po otnoxeni� k

naqalu koordinat i g(t) = λt+ |t|γt, gde λ 6 0, γ ≥ 4
Ñ−2

. Togda kraeva�

zadaqa (7.1.1) - (7.1.2) ne imeet netrivial~nyh rexeni� v H2 (Ω).

Pust~ teper~ φ(x1) ∈ C∞(R1), φ(x1) 6= 0 pri x1 6= 0, φ(x1) prin-

imaet de�stvitel~nye znaqeni�,
dnφ(0)

dxn1
= 0 dl� l�bogo n. Rass-

motrim sledu�wu� kraevu� zadaqu:

Lφu+ g(u) =
∂2u

∂x2
1

+ φ2(x1)
∂2u

∂x2
2

+ g(u) = 0 v Ω, (8.1.15)

u = 0 na ∂Ω, (8.1.16)

Ω ⊂ R2 - ograniqenna� oblast~ s gladko� granice�, soder�awa�

naqalo koordinat.

Teorema 8.1.3. Pust~ u (x) - rexenie kraevo� zadaqi (8.1.15) -

(8.1.16), kotoroe prinadle�it H2(Ω). Togda u (x) udovletvor�et

to�destvu: ∫
Ω
{(β + 1)G (u)− β − 1

2
g (u)u} dx1dx2

=
1

2

∫
∂Ω

(
∂u

∂ν

)2 (
ν2

1 + φ2(x1).ν
2
2
)
{x1.ν1 + βx2.ν2} ds

+

∫
Ω

(
x1φ

′(x1)φ(x1)− βφ2(x1)
)( ∂u

∂x2

)2

dx1dx2

dl� l�bogo β > 0.

Opredelenie 8.1.2. Oblast~ Ω nazyvaets� Lβ - zv�zdno� po otno-

xeni� k naqalu koordinat, esli neravenstvo

(x1.ν1 + (β + 1)x2.ν2) > 0

vypoln�ets� poqti vs�du na ∂Ω. Oblast~ Ω nazyvaets� L∞ - zv�z-

dno� po otnoxeni� k naqalu koordinat, esli Ω �vl�ets� Lβ - zv�z-

dno� dl� l�bogo β > 0.
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Teorema 8.1.4. Pust~ oblast~ Ω - Lβ- zv�zdna po otnoxeni� na-

qalu koordinat i

• (β + 2)G (t)− β
2g (t) < 0 pri t 6= 0.

• x1. φ
′(x1) ≥ (β + 1)φ(x1) v Ω.

Togda ne suwestvuet netrivial~noe rexenie u ∈ H2 (Ω) dl� kraevo�

zadaqi (8.1.15) - (8.1.16).

Teorema 8.1.5. Pust~ oblast~ Ω - Lβ- zv�zdna po otnoxeni� k

naqalu koordinat i

• (β + 2)G (t)− β
2g (t) < 0 pri t > 0.

• x1. φ
′(x1) ≥ (β + 1)φ(x1) v Ω.

Togda ne suwestvuet netrivial~noe polo�itel~noe rexenie

u ∈ H2 (Ω) dl� kraevo� zadaqi (8.1.15) - (8.1.16).

Pust~ φ(x1) = e−|x1|−δ , (δ > 0) i g(t) = λt + |t|γt, gde λ 6 0,

γ > 0. Mo�no pokazat~, qto dl� l�bogo γ > 0 na�d�ts� takoe

qislo r(γ, δ), qto kraeva� zadaqa (8.1.15) - (8.1.16) ne imeet netriv-

ial~nyh rexeni� u ∈ H2 (Ω), gde Ω = {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 < r2(γ, δ)}.
V paragrafe 8.2 issleduets� gladkost~ sobstvennyh funkci�

kraevo� zadaqi vblizi granicy put�m ispol~zovani� na�dennyh v

pervo� qasti fundamental~nyh rexeni�. Kak ukazano D�erisonom,

vopros ob regul�rnosti vblizi granicy rexeni� kraevo� zadaqi

dl� vyro�da�wihs� �lliptiqeskih uravneni� oqen~ slo�en i on

imeet gluboku� sv�z~ s svo�stvami rexeni� kraevo� zadaqi dl�

�lliptiqeskih uravneni� v oblasti s neregul�rnymi granicami

(sm. [15]). �ta problema o�idaet mnogo interesnyh issledovani�

i polnoe ego izuqenie budet trebovat~ primeneni� novyh tehnik.

Poluqena sledu�wa� glavna� teorema:

Teorema 8.2.2. A) Predpolo�im, qto

[15] V. A. Kondrat~ev, Trudy Mosk. matem. o-va, 16 (1967),

209-292.
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• Gk,0u+λa(x, y)u = 0 v Ω, gde a(x, y) ∈ C∞
(
Ω̄
)

i u ∈ S2
1,0 (Ω).

• Esli (0, ỹ) ∈ ∂Ω, to suwestvuet taka� okrestnost~ O(0, ỹ),

qto O(0, ỹ) ∩ ∂Ω = lini� (x, ỹ), gde −c1 < x1 < c1 .

Togda u ∈ C∞(O (0, ỹ) ∩ Ω).

B) Predpolo�im, qto

• Gk,0u+λa(x, y)u = 0 v Ω, gde a(x, y) ∈ C∞
(
Ω̄
)

i u ∈ S2
1,0 (Ω).

• Esli (0, ỹ) ∈ ∂Ω, to suwestvuet taka� okrestnost~ O(0, ỹ),

qto O(0, ỹ) ∩ ∂Ω =
{

(k + 1)2(y − ˜̃y)2 + x2k+2 = (k + 1)2
}
∩ ∂Ω.

Togda u ∈ C∞(O (0, ỹ) ∩ Ω).

Otmetim, qto dl� ill�stracii poluqennyh rezul~tatov v dis-

sertacii, privod�ts� primery (v nekotorom sluqae kontrprimery)

v poqti ka�do� glave.

V zakl�qenie avtor vyra�aet gluboku� blagodarnost~ profes-

soru �.V.Egorovu za posto�nnoe vnimanie k rabote, professoram

V.A.Kondrat~evu, i S.I.Poho�aevu za podder�ki i vnimanie k

rabote.
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