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�àáîòà âûïîëíåíà íà êà�åäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçàÌåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãîóíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîðÂàëåðèàí Èâàíîâè÷ �àâðèëîâÎ�èöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîðÂëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ Ñîðîêèí(Ì�Ó èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà)êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèêÀëåêñåé Âëàäèìèðîâè÷ Ñóááîòèí(ÎÀÎ �ÊÊ "Ýíåðãèÿ")Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ìîñêîâñêèé òåõíè÷åñêèéóíèâåðñèòåò ñâÿçè è èí�îðìàòèêèÇàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 27 ìàðòà 2009 ã. â 16 ÷àñ. 40 ìèí.íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä.501.001.85 ïðè Ìîñêîâñêîìãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó:�îññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, 119991, Ìîñêâà, �ÑÏ�1, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1,Ì�Ó, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò, àóä. 16 - 24.Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (�ëàâíîåçäàíèå, 14 ýòàæ).Àâòîðå�åðàò ðàçîñëàí 27 �åâðàëÿ 2009 ã.Ó÷�åíûé ñåêðåòàðüäèññåðòàöèîííîãî ñîâåòàÄ.501.001.85 ïðè Ì�Ó,äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõíàóê, ïðî�åññîð È.Í.Ñåðãååâ



ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛÀêòóàëüíîñòü òåìûÒåîðèÿ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ, ê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò íàñòîÿùàÿäèññåðòàöèÿ, î�îðìèëàñü êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîãîàíàëèçà íà ðóáåæå 19-ãî è 20-ãî âåêîâ è ïëîäîòâîðíî è àêòèâíîðàçâèâàåòñÿ ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ. Îïðåäåëÿþùèé âêëàä â òåîðèþ áûëâíåñåí îòå÷åñòâåííûìè ìàòåìàòèêàìè è ìàòåìàòèêàìè Ìîñêîâñêîãîóíèâåðñèòåòà. Èòîãè äîñòèæåíèé â òåîðèè è åå ïðèëîæåíèÿõ âîïðåäåëåííûå ýòàïû åå ðàçâèòèÿ ïîäâåäåíû â øèðîêî èçâåñòíûõ âíàøåé ñòðàíå è çà ðóáåæîì ìîíîãðà�èÿõ È.È.Ïðèâàëîâà1, Ê.Íîñèðî2,Ý.Êîëëèíãâóäà è À.Ëîâàòåðà3, À.Ëîâàòåðà4.Ñ ñàìîãî ìîìåíòà ñâîåãî ñîçäàíèÿ òåîðèÿ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòââïèòûâàåò â ñåáÿ èäåè è ìåòîäû èç ìíîãèõ ïàðàëëåëüíî ðàçâèâàþùèõñÿîáëàñòåé êîìïëåêñíîãî àíàëèçà (íàïðèìåð, òåîðèè ðàñïðåäåëåíèÿçíà÷åíèé àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé) è äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí(òåîðèè �óíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, �óíêöèîíàëüíîãîàíàëèçà, ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè), ïðèíîñÿ, ñî ñâîåé ñòîðîíû, â íèõïëîäîòâîðíûå ïðèëîæåíèÿ è ïîëó÷àÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå (ñì.,íàïðèìåð, Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé5).Íà ïåðâûõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ òåîðèè (äî ñåðåäèíû 20-ãî âåêà),êîãäà áûëè ïîëó÷åíû òåïåðü óæå êëàññè÷åñêèå åå îñíîâîïîëàãàþùèåðåçóëüòàòû, îñíîâíîé èíòåðåñ áûë ñîñðåäîòî÷åí íà èçó÷åíèè ãðàíè÷íîãîïîâåäåíèÿ �óíêöèé âäîëü ïóòåé è îãðàíè÷åííûõ èìè îáëàñòåé,ïîäõîäÿùèõ ê ãðàíèöå íåêàñàòåëüíûì îáðàçîì; ýòî æå òðåáîâàëîñü äëÿïðèëîæåíèé òåîðèè.Ïðè ýòîì îäíèì èç âîïðîñîâ, ïðåäñòàâëÿþùèì èíòåðåñ áûëî èçó÷åíèåìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê �óíêöèè, ò.å. òàêèõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõíàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà íåñîâïàäàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâà ïîðàçëè÷íûì îáëàñòÿì ïîäõîäà. Â ÷àñòíîñòè, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òîìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê íå òîëüêî èìåþò ëåáåãîâó ìåðó íóëü, íî1Ïðèâàëîâ È.È. �ðàíè÷íûå ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ì.-Ë., 1950.2Íîñèðî Ê. Ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà. Ì.: ÈË, 1963, 252 ñ.3Êîëëèíãâóä Å.Ô., Ëîâàòåð À.Äæ. Ââåäåíèå â òåîðèþ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ: Ì. Ìèð, 1970.4Ëîâàòåð À. �ðàíè÷íîå ïîâåäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé. Èòîãè íàóêè è òåõíèêè.Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.- ÂÈÍÈÒÈ, 1973, ò.10, ñ. 90-259.5Íèêîëüñêèé Ñ.Ì. �ðàíè÷íûå ñâîéñòâà �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îáëàñòè ñ óãëîâûìèòî÷êàìè: Ìàò. ñá., 1956, ò. 40 (82), ñ. 303-318. 1



è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà ìåðû íóëü.Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê Å.Ï.Äîëæåíêî6 áûëèââåäåíû ïîíÿòèÿ ïîðèñòîãî è ��ïîðèñòîãî ìíîæåñòâà, à åùå áîëååòîíêîé õàðàêòåðèñòèêîé ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâèëîñü ïîíÿòèå ñîâåðøåííîãî��ïîðèñòîãî ìíîæåñòâà, ââåäåííîå Ñ.Â.Êîëåñíèêîâûì7. Èì áûëî äàíîïîëíîå äåñêðèïòèâíîå îïèñàíèå óãëîâûõ îñîáûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè.Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ îòîáðàæåíèé ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåíÞ.À.Øåâ÷åíêî8.Íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé ÷åòâåðòè 20-ãî âåêà, îò÷àñòè â ñâÿçè ñîòêðûâàþùèìèñÿ âîçìîæíîñòÿìè ïðèëîæåíèé òåîðèè ê àëãåáðàè÷åñêèìïðîáëåìàì (àíàëèç ñòðóêòóð ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ äèñêðåòíûõ ãðóïï èäðóãèì), çíà÷èòåëüíî âîçðîñ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ãðàíè÷íîãî ïîâåäåíèÿ�óíêöèé ïðè êàñàòåëüíîì ïîäõîäå ê ãðàíèöå.Ñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ �óíêöèé ïî êðèâîëèíåéíûì óãëàìè ïóòÿì èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ Â.È. �àâðèëîâà è äð.9, Ì.Ì.Ìèðçîÿíà10,Ä.Ê.�àíãà11, â ýòîì æå íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû â ðàáîòåÀ.Õàññàíà12.Äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ â òåîðèè ïðåäåëüíûõìíîæåñòâ ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ.Àâòîðîì òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ äèñêðåòíûõ ãðóïï, à èìåííî,�óêñîâûõ ãðóïï.Ïðè èçó÷åíèè ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ äåéñòâèÿ �óêñîâîé ãðóïïû íàãðàíèöå îêàçàëîñü, ÷òî îïèñàíèå òàêèõ ñâîéñòâ óäîáíî ïðîèçâîäèòüâ òåðìèíàõ ðàçëè÷íîãî ðîäà ïîäìíîæåñòâ ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà6Äîëæåíêî Å.Ï. �ðàíè÷íûå ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé: Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�, ñåð. ìàòåì.,1967, ò. 31, � 1, ñ. 3-14.7Êîëåñíèêîâ Ñ.Â. Îá îñîáûõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé: Ìàòåìàòè÷åñêèåçàìåòêè, 1980, ò. 28, � 6, ñ. 809-819.8Øåâ÷åíêî Þ.À. Î ãðàíè÷íîì ïîâåäåíèè ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ âïîëóïðîñòðàíñòâå: Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 1989, ò. 46, âûï. 5, ñ. 80-88.9�àâðèëîâ Â.È., Êàíàòíèêîâ À.Í., Êðàâöåâ Ñ.Â., Ñèìóøåâ À.À. Òåîðåìû î ìàêñèìàëüíîñòèäëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ îòîáðàæåíèé è íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ: ÄÀÍ ÑÑÑ�, 1986, ò. 289, � 4, ñ.780-784.10Ìèðçîÿí Ì.Ì. Î òåîðåìàõ ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ è ìåðîìîð�íûõ �óíêöèé ïîêàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèÿì: ÄÀÍ Àðì. ÑÑ�, 1978, ò. 66, � 4, ñ. 200-204.11Rung D.C. Meier type theorems for general boundary approa
h and �-porous ex
eptional sets: Pa
if.J. Math., 1978, v. 76, � 1, pp. 201-213.12Õàññàí Àáäó Àëü-�àõìàí Î ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâàõ âäîëü ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ ïóòåé:ÄÀÍ ÑÑÑ�, 1981, ò. 260, � 4, ñ. 777-780. 2



ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû. Â ýòîì íàïðàâëåíèè àâòîðîì óòî÷íåíðåçóëüòàò Ñ.Â.Êðàâöåâà13, õàðàêòåðèçóþùèé ìíîæåñòâî òî÷åê �àðíåòò�óêñîâîé ãðóïïû è ïîëó÷åíà õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâà òî÷åê �àðíåòò�óêñîâûõ ãðóïï â ïðîñòðàíñòâå Rn .Öåëü ðàáîòûÖåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âèäîâ îñîáûõ òî÷åê íà ãðàíèöåïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé, ïîðîæäàåìûõ ïðåäåëüíûìèìíîæåñòâàìè �óíêöèé è îòîáðàæåíèé â òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâàïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ êàñàòåëüíûõ ïîäõîäîâ ê ãðàíèöå, è â ïðèëîæåíèèíîâûõ ðåçóëüòàòîâ ê òåîðèè äèñêðåòíûõ ãðóïï.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿÂ ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè�óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.Íàó÷íàÿ íîâèçíà�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîìñàìîñòîÿòåëüíî. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò âñëåäóþùåì:1. Äîêàçàíà õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê íà ãðàíèöåïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé, ïîðîæäàåìûõ ïðåäåëüíûìèìíîæåñòâàìè îòîáðàæåíèé â òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà âäîëüîáîáùåííûõ óãëîâ è îáîáùåííûõ êðóãîâûõ îáëàñòåé, îïðåäåëÿåìûõñòàíäàðòíûì âèäîì êàñàòåëüíîãî ïîäõîäà ê ãðàíèöå. Óñòàíîâëåíàåå íåóëó÷øàåìîñòü â êëàññå îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèéíåñêîëüêèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.2. Äàþòñÿ íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà âñåõ îñîáûõ òî÷åê âñëó÷àå äðóãèõ �óíêöèé ïîäõîäà.3. �àññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðåäåëüíûõìíîæåñòâ äèñêðåòíûõ ãðóïï; â ÷àñòíîñòè, óòî÷íåíà ñòðóêòóðà øèðîêîèçâåñòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê �àðíåòò �óêñîâûõ ãðóïï íà ïëîñêîñòè.13Êðàâöåâ Ñ.Â. Ìåòðè÷åñêèå è êàòåãîðíûå ñâîéñòâà ïîäìíîæåñòâ ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà�óêñîâîé ãðóïïû: Óñïåõè ìàòåì.íàóê, 1984, ò.39, âûï. 6, ñ. 197-198.3



Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòüÄèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäûìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãîàíàëèçà è òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü1. íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå "Ïðåäåëüíûåìíîæåñòâà"ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðà Â.È. �àâðèëîâà âÌ�Ó, íåîäíîêðàòíî, 1994-2009 ãã.;2. íà ìåæêà�åäðàëüíîì ñåìèíàðå Ì�ÈÝÌ ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðà Â.Ë.Ïîïîâà, Ìîñêâà, íåîäíîêðàòíî, 1999-2009 ãã.;3. íà ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè "Âîïðîñû �óíêöèîíàëüíîãîàíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè", Áàêó, 1999 ã.;4. íà ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå "�ÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ",�îñòîâ-íà-Äîíó, 1999 ã.;5. íà 16-îé ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè "Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð.Îáðàçîâàíèå", ã. Ïóùèíî, ÿíâàðü, 2009 ã.ÏóáëèêàöèèÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ÷åòûðåõ ðàáîòàõ,ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå�åðàòà ([1℄ - [4℄).Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòûÄèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 78 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðûñîäåðæèò 56 íàèìåíîâàíèé.Ê�ÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ �ÀÁÎÒÛÂâåäåíèå. Âî ââåäåíèè äàíà êðàòêàÿ èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà èñ�îðìóëèðîâàíû êëþ÷åâûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì.�ëàâà 1. Â ïåðâîé ãëàâå "Õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâà îñîáûõãðàíè÷íûõ òî÷åê ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè"àâòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿïðîèçâîëüíûé, â òîì ÷èñëå è êàñàòåëüíûé, ïîäõîä ê ãðàíè÷íûì òî÷êàìïî ðàçëè÷íûì ñåìåéñòâàì êðèâîëèíåéíûõ óãëîâ. Èçó÷àþòñÿ òàêæå4



ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ Rn+ â ðåãóëÿðíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîåïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé. �àññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ñâîéñòâàñîâåðøåííûõ �-ïîðèñòûõ ìíîæåñòâ, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè ìíîæåñòâàîñîáûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâåííûõ îòîáðàæåíèé.Â ïàðàãðà�å 1 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ èâñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû.Â ïàðàãðà�å 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé êîìïëåêñíîçíà÷íîé �óíêöèèf , îïðåäåëåííîé â C + . Èçó÷àåòñÿ êàñàòåëüíûé ïîäõîä ïî êðèâîëèíåéíûìóãëàì, îïðåäåëÿåìûì îêðóæíîñòÿìè. Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àåìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê �óíêöèè f ÿâëÿåòñÿ �-ïîðèñòûì è ÿâëÿåòñÿïîäìíîæåñòâîì ñîâåðøåííîãî �-ïîðèñòîãî ìíîæåñòâà. Òîò æå ðåçóëüòàòñïðàâåäëèâ è â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè.Â ïàðàãðà�å 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ R3+â ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñ÷åòíîé áàçîé. Ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî îáëàñòÿì U ,ÿâëÿþùèìèñÿ âíóòðåííîñòüþ ýëëèïñîèäà è îáëàñòÿì V , ÿâëÿþùèìèñÿêðèâîëèíåéíûìè óãëàìè, îáðàçîâàííûìè äâóìÿ ýëëèïñîèäàìè.Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ UV -îñîáûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì�-ïîðèñòûì, ò.å. äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 1.3.6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f : R3+ ! P ìíîæåñòâîE(f), ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì �-ïîðèñòûì.Òàêæå âåðíà îáðàòíàÿÒåîðåìà 1.3.11. Ïóñòü ìíîæåñòâî E � �R3+ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì��ïîðèñòûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ èíåïðåðûâíàÿ â R3+ �óíêöèÿ g, äëÿ êîòîðîé EUV (g) = E.Äàííóþ òåîðåìó ìîæíî îáîáùèòü íà ïðîèçâîëüíîå ëîêàëüíîêîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, ñîäåðæàùååõîòÿ áû îäíî ìíîæåñòâî, ãîìåîìîð�íîå îòðåçêó.Òåîðåìà 1.3.12. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî E � �R3+ áûëî UV -îñîáûì ìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ (à òàêæå UV -îñîáûììíîæåñòâîì íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî, îãðàíè÷åííîãî îòîáðàæåíèÿ)F ïîëîæèòåëüíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà R3+ â ïðîèçâîëüíîå ëîêàëüíîêîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, ñîäåðæàùååõîòÿ áû îäíî ìíîæåñòâî, ãîìåîìîð�íîå îòðåçêó, íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî ìíîæåñòâî E ÿâëÿëîñü ñîâåðøåííûì �-ïîðèñòûì.5



Ïîëó÷åííûå â ýòîì ïàðàãðà�å ðåçóëüòàòû îáîáùàþò ðåçóëüòàòûòåîðåì Þ.À.Øåâ÷åíêî â ïðîñòðàíñòâå R3+ íà ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòèïîäõîäà �óíêöèè êàñàþòñÿ ãðàíèöû.Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðà�å äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ïðîèçâîëüíûå�óíêöèè ïîäõîäà è ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ïî ðàçëè÷íûì çàäàâàåìûìèìè ñåìåéñòâàì.Îïèøåì ýòè ñåìåéñòâà �óíêöèé ïîäõîäà. Ïóñòü s = h(t) îïðåäåëåíà,íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [0; 1℄, ïðè÷åì s = h(t) < tïðè 0 < t < 1, à òàêæå h(0) = 0, h(1) = 1. Òàêàÿ �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ�óíêöèåé ïîäõîäà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ�óíêöèÿ t = �(s). Èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå ñåìåéñòâà �óíêöèéïîëó÷àþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñæàòèÿ �óíêöèè �(s) îòíîñèòåëüíîêîîðäèíàòíûõ îñåé. Ïîëó÷åííûå òðè ñåìåéñòâà ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþòðåõ òèïîâ ñæàòèÿ. À èìåííî, ñæàòèå îòíîñèòåëüíî îñè t ñ ïàðàìåòðîìa, ò.å. �1(a; s) = a�(s), ñæàòèå îòíîñèòåëüíî îñè s ñ ïàðàìåòðîìa, ò.å. �2(a; s) = �(as) è ñæàòèå îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé ñâçàèìíîîáðàòíûìè ïàðàìåòðàìè, �3(a; s) = a�(s=a). Ïàðàìåòðûïðåäïîëàãàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè.Â ïðîñòðàíñòâå Rn+ ðàññìàòðèâàþòñÿ êðóãîâûå è óãëîâûå îáëàñòè,ò.å. òàêèå, ïðîåêöèè êîòîðûõ íà �Rn+ ëåæàò â ñîîòâåòñòâóþùåì(n � 1)�ìåðíîì øàðå. À èìåííî, äëÿ çàäàííîé �óíêöèè ïîäõîäàðàññìîòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå îáëàñòè:Ai = Ai(�; �; �i; a; b) = f(x0;xn) 2 Rn jj x0 2 Bn�1�x0;�i�b� a2 ; xn�� ; (x0;xn) 2 Li��; �; a+ b2 �g;Vi = Vi(�; �i; a; b) = f(x0;xn) 2 Rn j �i(a; xn) < jx0 � �j < �i(b; xn)g;Qi = Qi(�; �i; a) = f(x0;xn) 2 Rn j jx0 � �j < �i(a; xn)g;ãäå i = 1; 2; 3 è 0 < a < b.Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåé è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè � 2 �Rn+,ïðåäåëüíîé, äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà, ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûåìíîæåñòâà C(f; �; S), è ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê EST = EST (f), ãäåS; T� îáëàñòè âèäà Ai; Vi; Qi. 6



Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 1.4.6.Äëÿ ëþáîé �óíêöèè ïîäõîäà h è ëþáîãî îòîáðàæåíèÿf : Rn+ ! P , ãäå P � ðåãóëÿðíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, ìíîæåñòâà EA1A1, EA1Q1, EA1V1, EQ1V1,EQ1Q1, EV1V1 ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè ��ïîðèñòûìè.Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1.4.6 ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàòÑëåäñòâèå 1.4.13. Åñëè �óíêöèÿ ïîäõîäà h(t) èìååò â òî÷êå0 ïåðâûé ïîðÿäîê êàñàíèÿ ñ îñüþ t, òî ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åêîòîáðàæåíèÿ f : Rn+ ! Y , ãäå Y � ðåãóëÿðíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîåòîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, îòíîñèòåëüíî ñåìåñòâQiQi, QiVi, ViVi, AiAi, AiQi, AiVi ïðè i = 1; 2; 3 ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì�-ïîðèñòûì.Åùå îäíèì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.4.6 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,êîòîðàÿ îáîùàåò ðåçóëüòàò Ñ.Â.Êîëåñíèêîâà è äîïîëíÿåò, òåì ñàìûì,ðåçóëüòàò ïàðàãðà�à 2.Òåîðåìà 1.4.14. Äëÿ �óíêöèè f : C + ! C ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê âñëó÷àå ïîäõîäà ïî êðèâîëèíåéíûì óãëàì, îáðàçîâàííûì îêðóæíîñòÿìèÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì �-ïîðèñòûì.Äàëåå àâòîðîì ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ è íåïðåðûâíûõ�óíêöèé â Rn+ äàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé.Òåîðåìà 1.4.15. Ïóñòü ìíîæåñòâî E � �Rn+ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì��ïîðèñòûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ èíåïðåðûâíàÿ â Rn+ �óíêöèÿ g, äëÿ êîòîðîé EQ1Q1 = EQ1V1 = EQ1A1 =EA1V1 = EV1V1 = EA1A1 = E.�ëàâà 2. Âî âòîðîé ãëàâå "Õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâà òî÷åê�àðíåòò"ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ê èçó÷åíèþïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ äèñêðåòíûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ïðåäåëüíûõìíîæåñòâ �óêñîâûõ ãðóïï. Óòî÷íÿåòñÿ ñòðóêòóðà øèðîêî èçâåñòíîãîìíîæåñòâà òî÷åê �àðíåòò �óêñîâûõ ãðóïï íà ïëîñêîñòè, à èìåííî,äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê �àðíåòò ïðîèçâîëüíîé �óêñîâîé ãðóïïûíà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ��ïîðèñòûì. Ýòîò ðåçóëüòàòîáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé �óêñîâûõ ãðóïï â Rn+, ò.å. êîãäà �óêñîâà ãðóïïàÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ìåáèóñîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.7



ÁëàãîäàðíîñòèÀâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðî�åññîðàÂàëåðèàíà Èâàíîâè÷à �àâðèëîâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîåâíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîääåðæêó, à òàêæå ñîòðóäíèêîâ êà�åäðûìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Äîðî�ååâ Ì.À. Õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâà îñîáûõ ãðàíè÷íûõòî÷åê ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè äëÿ ñëó÷àÿ êàñàòåëüíîãî ïîäõîäà.Äîêëàäû �ÀÍ, 2009, ò. 424, � 6, ñ. 732-733 (æóðíàë âõîäèò âïåðå÷åíü âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, âêîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòûäèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà è êàíäèäàòàíàóê).[2℄ Äîðî�ååâ Ì.À. Îá îñîáûõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ �óíêöèé. Ìàòåðèàëûìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè "Âîïðîñû �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà èìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè", Áàêó, èçä. "×àøûîãëû", 1999, ñ. 260-268.[3℄ Äîðî�ååâ Ì.À. Õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâà òî÷åê�àðíåò �óêñîâîé ãðóïïû, äåéñòâóþùåé íà ïîëóïëîñêîñòè.Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì "�ÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ",òåçèñû äîêëàäîâ, �îñòîâ-íà-Äîíó, 1999, ñ. 58-59.[4℄ Äîðî�ååâ Ì.À.Î íåêîòîðûõ ìíîæåñòâàõ îñîáûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê�óíêöèè â ïðîñòðàíñòâå. Òåçèñû ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè"Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð. Îáðàçîâàíèå", Ïóùèíî, âûï. 16, èçä-âî"�åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà", Ìîñêâà-Èæåâñê, 2009, ñ. 22.
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