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�àáîòà âûïîëíåíà íà êà�åäðå òåîðèè �óíêöèé è �óíêöèîíàëüíîãî àíà-ëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåí-íîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîð Îëåã �åîðãèåâè÷ ÑìîëÿíîâÎ�èöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîð Àëåêñåé Âëàäèìèðîâè÷ Óãëàíîâêàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóêÍèêîëàé Íèêîëàåâè÷ ØàìàðîâÂåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóòèì. Â. À. Ñòåêëîâà �ÀÍÇàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 15 ìàÿ 2009 ã. â 16 ÷àñ. 40 ìèí. íàçàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä501.001.85 ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñó-äàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: �îññèé-ñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, 119991, Ìîñêâà, �ÑÏ-1, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, Ìîñêîâ-ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16-24.Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó (�ëàâíîå çäàíèå, 14 ýòàæ).Àâòîðå�åðàò ðàçîñëàí 14 àïðåëÿ 2009 ã.Ó÷åíûé ñåêðåòàðüäèññåðòàöèîííîãî ñîâåòàÄ501.001.85 ïðè Ì�Óäîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóêïðî�åññîð È. Í. Ñåðãååâ



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìûÄèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ ïðåäñòàâëåíèé �óíêöèîíàëü-íûìè èíòåãðàëàìè ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ñóïåðïðîñòðàíñòâåè ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ñóïåðàëãåáðå.Êðîìå òîãî, ïîëó÷åí êðèòåðèé ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè öèëèíäðè÷å-ñêèõ ñóïåðìåð â òåðìèíàõ íåïðåðûâíîñòè èõ ñóïåðïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-ðüå.Êàê èçâåñòíî, ñóïåðàíàëèç âîçíèê èç ñòðåìëåíèÿ ïðåäñòàâèòü âòî-ðè÷íîå êâàíòîâàíèå �åðìèîííûõ ïîëåé â �îðìå, àíàëîãè÷íîé �îðìåêâàíòîâàíèÿ áîçîííûõ ïîëåé. Åùå îäíèì ìîòèâîì äëÿ åãî ñîçäàíèÿ ïî-ñëóæèëè èññëåäîâàíèÿ ñóïåðñèììåòðèè â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå.Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îïóáëèêîâàíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, ïî-ñâÿùåííûõ ñóïåðàíàëèçó. Ýòè ðàáîòû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû.Ê îäíîé îòíîñÿòñÿ ðàáîòû, ñâÿçûâàåìûå ñ èìåíàìè Äæ. Ë. Ìàðòèíà,Ô. À. Áåðåçèíà. Â íèõ ðàçâèâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ñóïåðàíà-ëèçó.Äðóãàÿ ãðóïïà ðàáîò áîëåå ñîîòâåòñòâóåò äóõó �óíêöèîíàëüíîãî àíà-ëèçà. Ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â ðàáîòàõ Á. Äå Âèòòà, À. �îäæåðñ,Â. Ñ. Âëàäèìèðîâà è È. Â. Âîëîâè÷à, Î. �. Ñìîëÿíîâà è Å. Ò. Øàâ-ãóëèäçå, À. Þ. Õðåííèêîâà ñåé÷àñ ïðèíÿòî íàçûâàòü �óíöèîíàëüíûìñóïåðàíàëèçîì.Èìåííî �óíêöèîíàëüíûé ñóïåðàíàëèç è èñïîëüçóåòñÿ â äèññåðòàöèè.Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ñóïåðàíàëè-çó, ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ èíòåãðàëàìè òèïà Ôåéíìàíà, îïóáëèêîâàíîñîâñåì íåìíîãî. Ñèòóàöèÿ çäåñü ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñèòóàöèè ñèññëåäîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ òèïà Ôåéíìàíà. Çäåñü, îñîáåííîâ ïîñëåäíåå âðåìÿ, ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ, ïðè ýòîì áûëà ðàçâèòàíîâàÿ òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû ×åðíîâà. Íè÷åãî àíà-ëîãè÷íîãî ïðèìåíèòåëüíî ê èíòåãðàëàì ïî òðàåêòîðèÿì â ñóïåðñëó÷àåñäåëàíî íå áûëî. Êðîìå òîãî, íè÷åãî íå áûëî èçâåñòíî îá óñëîâèÿõ ñ÷åò-íîé àääèòèâíîñòè öèëèíäðè÷åñêèõ ñóïåðìåð, ïîäîáíûõ ñîäåðæàùèìñÿ âòåîðåìå Ìèíëîñà-Ñàçîíîâà. Ïîëó÷åíèå òàêîãî ðîäà óñëîâèé ñóùåñòâåí-íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ ïñåâäîäè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé �óíêöèîíàëüíûìè èíòåãðàëàìè íà áåñêîíå÷-íîìåðíîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå. Âñå ñêàçàííîå è îïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü1



òåìû äèññåðòàöèè.Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû �îðìóëû Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà-Êàöà äëÿíåêîòîðîãî êëàññà ýâîëþöèîííûõ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéâ ïðîñòðàíñòâå ñóïåðàíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóïåðìå-ðû Ôåéíìàíà íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé íà ñóïåðñëó÷àé áûëè ïåðåíå-ñåíû ìåòîäû ðàáîòû Î. �. Ñìîëÿíîâà, À. �. Òîêàðåâà è À. Òðóìåíà1.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàò, â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå çàäà÷è, ïîñòàâ-ëåííîé â êíèãå À. Þ. Õðåííèêîâà2. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åí ñóïåðàíàëîãòåîðåìû Ìèíëîñà-Ñàçîíîâà.Öåëü ðàáîòû1. Ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ ïñåâäîäè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èíòåãðàëàìè ïî òðàåêòîðèÿì â �àçîâîìñóïåðïðîñòðàíñòâå.2. Ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ñ÷åòîé àääèòèâíîñòè öèëèíäðè÷åñêèõ ñóïåðìåðâ òåðìèíàõ íåïðåðûâíîñòè èõ ñóïåðïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿÂ äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êëàññè÷åñêîãî áåñêîíå÷íîìåð-íîãî àíàëèçà, à òàêæå ðÿä ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêöèé.Íàó÷íàÿ íîâèçíàÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëå-äóþùåì:1. Äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ìèíëîñà-Ñàçîíîâà äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõñóïåðìåð â ãèëüáåðòîâîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå.2. Ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííûõ ïñåâäîäè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå ñóïåðàíàëèòè÷åñêèõ �óíê-öèé.3. Ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ýâîëþöèîí-íûõ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå ñóïåðà-íàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé èíòåãðàëàìè Ôåéíìàíà ïî òðàåêòîðèÿì1O.G.Smolyanov, A.G.Tokarev, A.Truman. Hamiltonian Feynman path integrals via the Cherno�formula // J. Math. Phys. 43 (2002).2 À. Þ. Õðåííèêîâ. Ñóïåðàíàëèç. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005.2



â �àçîâîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå (�îðìóëû Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà-Êàöà).Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòüÄèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ è ïñåâ-äîäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñóïåðïðîñòðàí-ñòâàõ. Êðîìå òîãî, ðÿä ðåçóëüòàòîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøå-íèÿ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è â òåîðèè ñóïåð-ñòðóí.Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íàñåìèíàðå �Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà� ïîä ðó-êîâîäñòâîì Î. �. Ñìîëÿíîâà è Å. Ò. Øàâãóëèäçå (ìåõ-ìàò Ì�Ó, 2004-2009 ãã.); íà XXIX êîí�åðåíöèè Ìîëîäûõ ó÷¼íûõ Ì�Ó èì. Ì. Â. Ëî-ìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2007; íà XXII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè �Äè�-�åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû�, ïîñâÿù¼ííîé ïàìÿòèÈ. �. Ïåòðîâñêîãî, Ìîñêâà, 2007.ÏóáëèêàöèèÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ÷åòûðåõ ðàáîòàõ,ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå�åðàòà.Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèèÄèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè � 71 ñòðàíèöà, áèáëèîãðà�èÿ âêëþ÷àåò 55íàèìåíîâàíèé. Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî ââåäåíèè äàåòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé äèññåð-òàöèè è äàþòñÿ íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ �óíêöèîíàëüíîãî ñóïåðàíàëèçà.Òàêæå �îðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñóïåðïðîñòðàí-ñòâà, ïðåäëîæåííàÿ Î. �. Ñìîëÿíîâûì è Å. Ò. Øàâãóëèäçå3;4. Ýòà3 Î. �. Ñìîëÿíîâ, Å. Ò. Øàâãóëèäçå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïñåâäîäè��åðåíöèàüíûå îïåðà-òîðû â ñóïåðàíàëèçå // ÄÀÍ, 1988, ò. 299, �4, . 816-821.4 Î. �. Ñìîëÿíîâ, Å. Ò. Øàâãóëèäçå. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ ñóïåð-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà �óíêöèîíàëüíûìè èíòåãðàëàìè // ÄÀÍ, 1989, ò.299, �4, . 545-549. 3



ìîäåëü îáîáùàåò íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé êîíå÷íîìåðíóþ ìîäåëüÂ. Ñ. Âëàäèìèðîâà è È. Â. Âîëîâè÷à5;6.Â ïàðàãðà�å 1.1 ââîäèòñÿ ñóïåðïðîñòðàíñòâî íàä ãèëüáåðòîâîé ñó-ïåðàëãåáðîé � = �0 � �1, ñîîòâåòñòâóþùåå Z2-ãðàäóèðîâàííîìó ãèëü-áåðòîâîìó ïðîñòðàíñòâó H = H0 � H1. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì: H� = �0
̂H0��1
̂H1. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå �
� íàäåëÿòñÿãèëüáåðòîâîé òîïîëîãèåé, à � ^� îáîçíà÷àåò ïîïîëíåíèå ïî íåé. Äîêàçû-âàåòñÿ, ÷òî ýòî ñóïåðïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñóïåðïðîñòðàíñòâîìâ ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, ïðèâîäèìîãî â ðàáîòå À. Þ. Õðåííèêîâûì7. Àèìåííî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî H� ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïðîñòðàíñòâîì íàä êîììó-òàòèâíûìè áàíàõîâûìè ñóïåðìîäóëÿìè �
̂H0 è �
̂H1.Â ñóïåðïðîñòðàíñòâå H� ââîäèòñÿ ñóïåðñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,îáîçíà÷àåìîå ( � ; � )�, è ñòðóêòóðà ãèëüáåðòîâà ñóïåðïðîñòðàíñòâà. Ñó-ïåðñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîäîëæåíèÿ ïî �-ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå H0 íà ñóïåðìîäóëü�
̂H0 è íåêîòîðîé àíòèñèììåòðè÷íîé �îðìû â ïðîñòðàíñòâå H1 íà ñó-ïåðìîäóëü �
̂H1.Â ïàðàãðà�å 1.2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñóïåðäè��åðåíöèðóåìîé �óíê-öèè. Äëÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà G = G0 � G1 ðàññìîòðèì ñóïåðìî-äóëü G� = �
̂G0��
̂G1. Ïóñòü �óíêöèÿ f : H� ! G� äè��åðåíöèðóå-ìà â òî÷êå x 2 H� ïî Ôðåøå. Å¼ ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå ñîïîñòàâëÿåòñÿìàòðèöà �A00 A01A10 A11� ;A002 L(�0
̂H0;�0
̂G); A012 L(�1
̂H1;�0
̂G); A102 L(�0
̂H0;�1
̂G),A112 L(�1
̂H1;�1
̂G).Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî âëîæåíèÿ: �0
̂(H0
̂G) â ïðîñòðàí-ñòâî L(�0
̂H0;�0
̂G), �1
̂(H1
̂G) â L(�1
̂H1;�0
̂G), �1
̂(H0
̂G) âL(�0
̂H0;�1
̂G) è �0
̂(H1
̂G) â L(�1
̂H1;�1
̂G).Ôóíêöèÿ f : H� ! G� íàçûâàåòñÿ ñóïåðäè��åðåíöèðóåìîé ïî Ôðå-øå, åñëè A00 2 �0
̂(H0
̂G), A01 2 �1
̂(H1
̂G), A10 2 �1
̂(H0
̂G),5 Â. Ñ. Âëàäèìèðîâ, È. Â. Âîëîâè÷. Ñóïåðàíàëèç, 1. Äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå // ÒÌÔ,1984, ò. 59, ñ. 3-27.6 Â. Ñ. Âëàäèìèðîâ, È. Â. Âîëîâè÷. Ñóïåðàíàëèç, 2. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå // ÒÌÔ, 1984,ò. 60, ñ. 169-198.7 À. Þ. Õðåííèêîâ. Ôóíêöèîíàëüíûé ñóïåðàíàëèç // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 1988, ò. 43,âûï. 2(260), ñ. 87-144. 4



A11 2 �0
̂(H1
̂G). Òàêîå îïðåäåëåíèå ñóïåðäè��åðåíöèðóåìîñòè áûëîïðåäëîæåíî Î. �. Ñìîëÿíîâûì è Å. Ò. Øàâãóëèäçå.Äëÿ ñóïåðïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà n ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæå-íèå.Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå îòêðûòîé ÷àñòè ñó-ïåðïðîñòðàíñòâà H� â �, n ðàç ñóïåðäè��åðåíöèðóåìîå â òî÷êå x.Òîãäà f (n)���H�1(x) 2 �
̂ n̂ H1!;ãäå ñèìâîë Vn H1 îáîçíà÷àåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâ-ëÿþùåå ñîáîé çàìêíóòîå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâàH1
̂ : : : 
̂H1, ïîðîæäåííîå àëãåáðàè÷åñêèì âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì nýêçåìïëÿðîâ H1. Ïðîñòðàíñòâî Vn H1 íàäåëÿåòñÿ íîðìîé, èíäóöèðóå-ìîé èç Nn H1. Ñèìâîë � j� îçíà÷àåò �ñóæåíèå íà�.Â ïàðàãðà�å 1.3 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñóïåðìåðû íà ñóïåðïðîñòðàíñòâåH�. Ýòî áîðåëåâñêàÿ ìåðà îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè â ïðîñòðàíñòâå H0,ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â ñóïåðìîäóëå �
̂ (VH1).Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ïî ñóïåðìåðå èñïîëüçóåò ïîíÿòèå áèëèíåé-íîãî èíòåãðàëà8. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì h � ; � i� �-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå�
̂ (VH1)��
̂ (VH1)! �, ïîëó÷àåìîå ïðîäîëæåíèåì ñêàëÿðíîãî ïðî-èçâåäåíèÿ â VH1 ïî �-ëèíåéíîñòè.Äëÿ �óíêöèè f : H� ! � ñóïåðäè��åðåíöèðóåìîé âî âñåì ïðîñòðàí-ñòâå H� áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Df : H� !1Qn=0�
̂�Vn H1�, îïðåäåëÿåìîå òàê:(Df)(z) = �f(z); f 0(z)jH�1 ; : : : ; 1pn!f (n)(z)jH�1 ; : : :� :Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì F (H�) ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî ñóïåðäè��å-ðåíöèðóåìûõ �óíêöèé èç H� â � òàêèõ, ÷òî çíà÷åíèÿ ñóæåíèÿ Df íà H0ïðèíàäëåæàò �
̂ (VH1).8R.G.Bartle. A general bilinear vetor integral // Studia Math., 1956, vol. 15, p. 337-352.5



Èíòåãðàë îò �óíêöèè f 2 F (H�) ïî ñóïåðìåðå � îïðåäåëÿåòñÿ òàê:ZH� f(z)�(dz) = ZH0 h (Df)(t); �(dt) i� :Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ñóïåðìåðå íóæíî âû÷èñ-ëèòü êðàòíûé èíòåãðàë: ïî ÷åòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ýòî èíòåãðàëïî áîðåëåâñêîé ìåðå, à ïî íå÷åòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó èíòåãðèðîâàíèåñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà.Â ïàðàãðà�å 1.4 îïðåäåëÿåòñÿ ñóïåðïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñóïåðìåð âH�. Ýòî �óíêöèÿ íà H�, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:~�(y) = ZH� ei(y;z)��(dz):Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ñóïåðïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ~�( � ) ñóïåð-ìåðû � íà ïîäïðîñòðàíñòâå H� = H0��1
̂H1 ìîæíî ïîëó÷èòü èç çíà÷å-íèé åå êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïðèìåíèâ íåêîòîðûé îïå-ðàòîð.Îáîçíà÷èì îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ñóïåðìåðå åå ñóïåðïðåîáðàçî-âàíèå Ôóðüå, ñèìâîëîì FS. Îïåðàòîð êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-ðüå îáîçíà÷èì ñèìâîëîì F , à ÷åðåç Sy1 îáîçíà÷èì ñëåäóþùèé îïåðàòîðèç �
̂ (VH1) â �:Sy1� = ��1; : : : ; inpn! < y1; � >1� � � � < y1; � >1�; : : :� ; ��� :Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:(FS�)(t; y1) = Sy1((F�)(t)) ;ãäå t 2 H0; y1 2 H�1.Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñóïåðìåð, îïðåäåëåííûõ íà ñóïåðïðîñòðàí-ñòâàõ ñ íóëåâîé ÷åòíîé ÷àñòüþ îáëàäàåò ñâîéñòâîì èçîìåòðè÷íîñòè.Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü H� � ñóïåðïðîñòðàíñòâî ñ H0 = f0g è � �ñóïåðìåðà â H�. Òîãäà 6



ke�( � )kF (H�1) = k�k�
̂(^H1):Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ÿäðå ñóïåðïðå-îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Ñëåäñòâèå 1.1. ßäðî îïåðàòîðà ñóïåðïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå FS ðàâíîíóëþ.Çàêëþ÷èòåëüíûé ïàðàãðà� ãëàâû 1 ïîñâÿùåí àíàëîãó òåîðåìû Ìèí-ëîñà-Ñàçîíîâà äëÿ ñóïåðìåð. Çäåñü äàþòñÿ óñëîâèÿ ñ÷åòíîé àääèòèâíî-ñòè öèëèíäðè÷åñêèõ ñóïåðìåð â òåðìèíàõ íåïðåðûâíîñòè èõ ñóïåðïðå-îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ñóïåðìå-ðû � íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè â òîïîëîãèè Ñàçîíîâà(àññîöèèðîâàííîé ñ òîïîëîãèåé â H0) îòîáðàæåíèÿ t ! ~�(t; � ) : H0 !F (H�1).Çàìå÷àíèå 2. �àññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå òîïîëîãèè â òåíçîðíîì ïðî-èçâåäåíèè â îïðåäåëåíèè ñóïåðïðîñòðàíñòâà, áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷-íûå ñóïåðïðîñòðàíñòâà. Â ýòèõ ñóïåðïðîñòðàíñòâàõ àíàëîãè÷íûì îá-ðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñóïåðäè��åðåíöèðóåìîñòè, ñóïåð-ìåðû, èíòåãðàëà ïî ñóïåðìåðå è ñóïåðïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Äëÿ ñó-ïåðïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå òàêæå áóäåò èìåòü ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå ââèäå êîìïîçèöèè êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è íåêîòîðîãî îïå-ðàòîðà. Â ýòèõ ñóïåðïðîñòðàíñòâàõ òàêæå âîçíèêàåò çàäà÷à î ïîèñêåóñëîâèé ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè öèëèíäðè÷åñêèõ ñóïåðìåð â òåðìèíàõíåïðåðûâíîñòè èõ ñóïåðïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.�ëàâà 2 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âîïðîñó î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèéýâîëþöèîííûõ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé �óíêöèîíàëüíûìèèíòåãðàëàìè.Â ïàðàãðà�å 2.1 äàþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ òåîðèè ñóïåð-àíàëèòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå,ðàçâèòîé â ðàáîòàõ À. Þ. Õðåííèêîâà.Ïóñòü X � ñóïåðïðîñòðàíñòâî íàä áàíàõîâûìè êîììóòàòèâíûìè ñó-ïåðìîäóëÿìè. Ôóíêöèÿ f : U ! �, ãäå U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 2 X,7



íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíî ñóïåðàíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0, åñëè äëÿ x 2 Uèìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèåf(x) = 1Xn=0 bn(x� x0; : : : ; x� x0);ãäå �-n-ëèíåéíûå �îðìû bn ïðèíàäëåæàò ñóïåðìîäóëÿì Kn;r(LnX ;�) �-n-ëèíåéíûõ ñïðàâà îòîáðàæåíèé LX�� � ��LX â � íåïðåðûâíûõ íà êîì-ïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ è ñóæåíèå ýòèõ �îðì íà Xn ñèììåòðè÷íî. Êðîìåòîãî, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè x0 â LX òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãîêîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K � V ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:kf(�)kK = 1Xn=0 supx2K kbn(x� x0; : : : ; x� x0)k <1:Ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, êîìïàêòíî ñóïåðàíàëèòè÷åñêèõ íà âñåì Xîáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì A(X). Îíî íàäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé, èíäóöèðóå-ìîé ñèñòåìîé íîðì k�kK ñ x0 = 0. �àñïðåäåëåíèåì íà ñóïåðïðîñòðàíñòâåX íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò ñîïðÿæåííîãî ñóïåðìîäóëÿ A0(X).Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ � 2 A0(X) îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-âîëîì F�. Ýòî �óíêöèÿ íà äâîéñòâåííîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå Y , îïðåäå-ëÿåìàÿ êàê: (F�)( � ) = ZX �(dx)ei<�;x>:Ïðîñòðàíñòâî F(Y ) ñóïåðïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèé íàXáåðåòñÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ðàñïðåäåëåíèé íà äâîéñò-âåííîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå Y . Ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé íà äâîéñò-âåííîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ñõåìûñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ:M(Y ) = f� 2 F�(Y ) : 9f 2 A(X) :ZY g(y)�(dy) = ZX F�1(g)(dx)f(x); 8g 2 F(Y )g;ãäå F�(Y ) � àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííûé ñóïåðìîäóëü.Â ïàðàãðà�å 2.2 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå �àêòû òåîðèè ïñåâäîäè�-�åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. 8



Ïóñòü P;Q � äâîéñòâåííûå ñóïåðïðîñòðàíñòâà, òîãäà ñóïåðïðîñòðàí-ñòâî X = Q� P íàçûâàåòñÿ �àçîâûì.Ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ Ôåéíìàíà íà �àçîâîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå. �àñïðåäåëåíèåÔåéíìàíà � � ýòî ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà M(Q � P ), çàäàâàåìûé ñâî-èì ñóïåðïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå:~�(p; q) = ei<p;q>+i<p;�q>;äëÿ íåêîòîðîãî �q 2 Q.Ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå F(Q) ñ ñèìâîëîìqp-ñèìâîëîì a 2 F(Q� P ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì(âf)(q) = ZQ�P a(q; p)f(q1)�(dq1dp):Â ïàðàãðà�å 2.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ýâîëþöèîííûå ïñåâäîäè��åðåí-öèàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà �u(t; q)�t = (âu)(t; q) (1)â ïðîñòðàíñòâå A(Q).Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ �ñëàáàÿ� çàäà÷à Êîøè ñ íà-÷àëüíûì óñëîâèåì u0( � ) èç ïðîñòðàíñòâà F(Q). Íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâóíåïðåðûâíûõ �-ëèíåéíûõ (ñïðàâà è ñëåâà) A(Q)-çíà÷íûõ �óíêöèîíà-ëîâ íà ïðîñòðàíñòâåW(R) = f� 2 A0(R) : k�k� = 1Xn=0 1n!k�(tn)ke�n2 <1; 8� > 0; gãäå A0(R) � ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ �óíêöèéíà R . Òîïîëîãèÿ â W(R) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé íîðì k � k�. Ïðîñòðàí-ñòâî òàêèõ �óíêöèîíàëîâ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì W 0(R ;A(Q)). Ñèìâî-ëîìW 0(R ;A(Q�P )) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �-ëèíåéíûõ(ñïðàâà è ñëåâà) �óíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå W(R) ñî çíà÷åíèÿìè âA(Q� P ). 9



Íà ïîäïðîñòðàíñòâå F(Q) ïðîñòðàíñòâà W 0(R ;A(Q)) îïðåäåëÿåòñÿïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì èçW 0(R ;A(Q�P )). Äëÿh( � ) 2 W 0(R ;A(Q � P )) è � 2M(P ), ïîëîæèì(ĥ~�)(t; q) = ZP h(t; q; p)ei<p;q>�(dp):Òîãäà (ĥ~�)( � ; � ) îïðåäåëÿåò A(Q)-çíà÷íûé �óíêöèîíàë íà W(R) â ñëå-äóþùåì ñìûñëå:((ĥ~�)(�; q); �) = ZP (h(t; q; �(p)); �(t))ei<p;q>�(dp);äëÿ �(�) 2 W(R). Ýòîò �óíêöèîíàë íåïðåðûâåí.Â ïðîñòðàíñòâå P(F(Q);W 0(R ;A(Q�P ))) ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõîïåðàòîðîâ ñ ñèìâîëàìè èçW 0(R ;A(Q�P )) ââåäåì òîïîëîãèþ, èíäóöè-ðóåìóþ îòîáðàæåíèåì ^ :W 0(R ;A(Q)) ! P(F(Q);W 0(R ;A(Q � P ))).Ïðîäîëæèì ĥ ñ ïðîñòðàíñòâà F(Q) íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâàW 0(R ;A(Q)) �óíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäåf = 1Xn=0 f (0)(t; : : : ; t);ãäå f (0)(t; : : : ; t) 2 F(Q), à ñõîäèìîñòü ðÿäà ïîíèìàåòñÿ â òîïîëîãèèïðîñòðàíñòâàW 0(R ;A(Q)). Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ ĥ áóäåòïðîñòðàíñòâî �óíêöèé òàêîãî âèäà, äëÿ êîòîðûõ â òîïîëîãèè ïðîñòðàí-ñòâà W 0(R ;A(Q)) ñõîäèòñÿ ðÿä1Xn=0 ĥf (0)(t; : : : ; t):Åãî ñóììà è îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ĥ íà f .Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ ýëå-ìåíò ïðîñòðàíñòâà W 0(R ;A(Q)), òàêîé ÷òî�(u(t; q); _�(t)) = (âu(t; q); �(t))è (u(t; q); Æ(t)) = u0(q);10



ãäå Æ( � ) � ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà W 0(R), òàêîé ÷òî (tn; Æ( � )) = 0 äëÿâñåõ n.Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü � 2 A0(P �Q) è a(p; q) = ~�(p; q). Òîãäà ñèìâîë hîïåðàòîðà ýâîëþöèè etâ óðàâíåíèÿ (1) â ïðîñòðàíñòâå W 0(R ;A(Q�P ))èìååò âèä:h( � ; � ; t) == 1Xn=0 tnn! ZP ZQ �(dp1dq1) : : :ZP ZQ �(dpndqn)e P1�k<l�n<pl;qk>e< nPm=0pm;�>+< nPm=0 qm;�>:
Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü a( � ; � ) 2 F(Q � P ) è u0( � ) 2 F(Q), u0(q) =~�0(q) Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò â ïðîñòðàíñòâåW 0(R ;A(Q)) ðåøåíèå,ïðåäñòàâèìîå â âèäåu(q; t) = ZP h(q; p; t)ei<p;q>�0(dp):Çàìå÷àíèå 3. Òåîðåìà 2.1, ñ åñòåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè, ñïðàâåä-ëèâà è äëÿ ñëó÷àÿ t 2 �0.Â ïàðàãðà�å 2.4 ïîñòðîåíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé �ñëàáîé� çàäà÷èÊîøè óðàâíåíèÿ (1) ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ôåéíìàíà ïî òðàåêòîðèÿì â�àçîâîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå.Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì EP áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî áîðåëåâñêèõ îãðà-íè÷åííûõ P -çíà÷íûõ �óíêöèé íà [0; t℄, òàêèõ ÷òî p(0) = 0 ñ íîðìîékxP ( � )kEP = supo���t kx(�)k�. Ñèìâîëîì EQ îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàí-ñòâî áîðåëåâñêèõ îãðàíè÷åííûõ Q-çíà÷íûõ �óíêöèé íà [0; t℄, òàêèõ ÷òîq(t) = 0 ñ íîðìîé kxQ( � )kEQ = supo���t kx(�)k�. Ïóñòü E = EP�EQ � áàíà-õîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé k(xQ; xP )kE = kxQkEQ + kxPkEP . Îáîçíà÷èì÷åðåç FQ; FP ïðîñòðàíñòâà ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ìåð íà [0; t℄ ñî çíà÷åíèÿìèâ ïðîñòðàíñòâàõ Q;P , èìåþùèõ îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ. ÏðîñòðàíñòâàFQ; FP áóäóò áàíàõîâûìè îòíîñèòåëüíî íîðì jyQjQ = jyQjQ([0; t℄) äëÿyQ 2 FQ è jyP jP = jyP jP ([0; t℄) äëÿ yP 2 FP , çäåñü j � jQ; j � jP � âàðèàöèè11



ìåðû. Ïîëîæèì F = FQ � FP . Íîðìà k(yQ; yP )kF = jyQjQ + jyP jP çàäàåòíà F áàíàõîâó ñòðóêòóðó.Äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ EP ; FQ îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííîñòü:hxP ; yQi = tZ0 < xP (�); yQ(d�) >;ãäå xP 2 EP è yQ 2 FQ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííîñòü äëÿïàðû EQ; FP : hxQ; yP i = tZ0 < xQ(�); yP (d�) >;ãäå xQ 2 EQ è yP 2 FP . Äâîéñòâåííîñòè hEP ; FQi ; hEQ; FP i çàäàþò äâîé-ñòâåííîñòü hE;F i:h(xP ; xQ); (yP ; yQ)i = hxP ; yQi+ hxQ; yP i :Îïðåäåëèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fEng ïîäïðîñòðàíñòâ E, êî-òîðûì áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñóïåðìåðà Ôåéíìàíà. Äëÿ k; n;N 2 N ; k �n = 2N ïîëîæèì tk = k2�Nt.Ïîäïðîñòðàíñòâî En ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ ñëåâà �óíêöèé èç E, íàêàæäîì èíòåðâàëå (tk; tk+1) ÿâëÿþùèõñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïðîñòðàíñòâà Enèçîìîð�íû (Q� P )n. Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèè f 2 En, ïðèíèìàþùåéçíà÷åíèÿ f(0) = (0; qn); f(t1) = (pn; qn�1); : : : ; f(tn) = (p1; 0), ïîñòàâèì âñîîòâåòñòâèå âåêòîð ((p1; q1); : : : ; (pn; qn)).Ïóñòü Fn � ïîäïðîñòðàíñòâî F , ñîñòîÿùåå èç P �Q-çíà÷íûõ ìåð,ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êàõ tk âèäà (p1; 0)Æ0+: : :+(0; qn)Ætn. Ïîñòàâèâ òàêîéìåðå â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ((p1; q1); : : : ; (pk; qk)), ïîëó÷èì èçîìîð�èì Fnè (P �Q)n.Â äàëüíåéøåì ïðîñòðàíñòâà En è (Q � P )n è Fn è (P � Q)n ðàçëè-÷àòüñÿ íå áóäóò.Äâîéñòâåííîñòü hE;F i èíäóöèðóåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ïðîñòðàí-ñòâàìè En è Fn, êîòîðàÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì h � ; � in. Äëÿ((p1; q1); : : : ; (pn; qn)) 2 En è ((p1; q1); : : : ; (pn; qn)) 2 Fn ñïðàâåäëèâî ðà-
12



âåíñòâî:
((p1; q1); : : : ; (pn; qn)); ((p1; q1); : : : ; (pn; qn))�n == nXk=1 < pk; qk > + < qk; pk > :�àññìîòðèì ñóïåðìîäóëü êîìïàêòíî ñóïåðàíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèéíà ïðîñòðàíñòâå Fn � A(Fn). Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì A0(Fn) åãî ñîïðÿ-æåííûé, à ñèìâîëîì F(En) � �óðüå-îáðàç ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé.�àñïðåäåëåíèå Ôåéíìàíà �n íà En îïðåäåëèì êàê ýëåìåíò ïðîñòðàí-ñòâàM(En) ñ ñóïåðïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ðàâíûì ñóæåíèþ íà ïîäïðî-ñòðàíñòâî Fn �óíêöèè ~� : F ! �, èìåþùèé âèä~�(y) = eihyP ((�;t℄);yQi:Òàêèì îáðàçîì, ~�n(q1; p1; : : : ; qn; pn) = ei nPk=1<pk; kPl=1 ql>:Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì A(E) ñóïåðìîäóëü êîìïàêòíî ñóïåðàíàëèòè÷å-ñêèõ �óíêöèé íà E è ñêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ f 2 A(E) èíòåãðèðóåìà ïîñóïåðìåðå Ôåéíìàíà �, åñëè äëÿ ëþáîãî n åå ñóæåíèÿ íà En èíòåãðèðó-åìû ïî ìåðå �n è ñóùåñòâóåò ïðåäåëZE f(q; p)�(dqdp) = limn!1 ZEn f(q; p)�n(dqdp): (2)Çàìå÷àíèå 4. Ñóïåðìåðà Ôåéíìàíà íà òðàåêòîðèÿõ â �àçîâîì ñóïåð-ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî�àçîâîìó ñóïåðïðîñòðàíñòâó, ïîýòîìó åå åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñåê-âåíöàëüíîé. Ïðè ýòîì ñóïåðìåðà Ôåéíìàíà íà ïðîèçâåäåíèè êîíå÷íîãî÷èñëà ýêçåìïëÿðîâ �àçîâîãî ñóïåðïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìî-ùüþ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ. Ñóïåðïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñóïåðìåð Ôåéí-ìàíà íà ýòîì ïðîèçâåäåíèè ïîëó÷àþòñÿ ñóæåíèåì �óíêöèè ~�, çàäàí-íîé íà ïðîñòðàíñòâå, äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâó òðàåêòîðèé è êî-òîðóþ, ïîýòîìó, åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñóïåðïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüåñóïåðìåðû Ôåéíìàíà. 13



Çàìå÷àíèå 5. Ïðè îïðåäåëåíèè ñóïåðìåðû Ôåéíìàíà íà ïðîñòðàíñòâåòðàåêòîðèé â �àçîâîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå áûëè èñïîëüçîâàíû äâà ðàç-ëè÷íûõ ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ ìåðû Ôåéíìàíà â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå:ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ è ïðåäåë êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ9.Ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëîì ïî òðàåêòîðèÿì â �àçîâîì ñóïåðïðî-ñòðàíñòâå äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé:Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. Òîãäà ðåøåíèå�ñëàáîé� çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ�u(t; q)�t = (âu)(t; q)ïðåäñòàâèìî â âèäåu(t; z) = ZE e tR0 a(q(�)+z;p(�))d�u0(q(0) + z)�(dqdp):Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòåñòâåííî íàçûâàòü �îðìóëîé Ôåéíìàíà-Êàöà äëÿ óðàâíåíèÿ (1): â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå �îðìóëîé Ôåéíìàíà-Êàöà íàçûâàþò ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííîãî ïñåâäîäè��åðå-íèöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �óíêöèîíàëüíûì èíòåãðàëîì ïî òðàåêòîðèÿì â�àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.Ôîðìóëîé Ôåéíìàíà â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå íàçûâàþò ïðåäñòàâëå-íèå ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííîãî ïñåâäîäè��åðåíèöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âè-äå ïðåäåëà êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî �àçîâîìó ïðîñòðàíñòâó.Ïîñêîëüêó ìåðà Ôåéíìàíà íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé îïðåäåëÿëàñüêàê ïðåäåë êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî �àçîâîìó ñóïåðïðîñòðàíñòâó,òîæå ñàìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è �îðìóëîé Ôåéíìàíà.Ïðè ýòîì íà ïðîèçâåäåíèè �àçîâûõ ñóïåðïðîñòðàíñòâ (Q�P )n áåðóòñÿñóæåíèÿ ìåðû Ôåéíìàíà, îïðåäåëåííîé íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé â�àçîâîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå.Â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî, â �îðìóëå Ôåéíìàíà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñó-ùåñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâà òðàåêòîðèé è ìåðû íà íåì.9 Î. �. Ñìîëÿíîâ, Å. Ò. Øàâãóëèäçå. Êîíòèíóàëüíûå èíòåãðàëû. � Ì. : Ì�Ó, 1990.14



Ìîæíî áûëî ïîëó÷àòü �îðìóëû Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà-Êàöà ïî-äðóãîìó. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2 �àêòè÷åñêè áûëà äîêàçàíà�îðìóëà etâu0 = limn!1�e tna�nu0; (3)ò.å. �îðìóëà Ôåéíìàíà: äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3) ïðè âñåõ nñîâïàäàåò ñ êîíå÷íîêðàòíûìè èíòåãðàëàìè ïîðÿäêà n, ïðåäåë êîòîðûõçàäàåò ñóïåðìåðó Ôåéíìàíà íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé. Òàêèì îáðà-çîì, ìîæíî áûëî, íå ââîäÿ çàðàíåå ïðîñòðàíñòâî òðàåêòîðèé è ìåðû íàíåì, ïîëó÷èòü �îðìóëó Ôåéíìàíà, à óæå ïîòîì, çàìåòèâ, ÷òî ìåðû íà(Q � P )n ñóòü ñóæåíèÿ íåêîòîðîé ìåðû íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé,ïîëó÷èòü �îðìóëó Ôåéíìàíà-Êàöà.Çàìå÷àíèå 6. Â ðàáîòå Î. �. Ñìîëÿíîâà, À. �. Òîêàðåâà è À. Òðóìå-íà10, ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ýâîëþöèîííîãî ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ èíòåãðàëîì Ôåéíìàíà (â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå) òàêæå ñòðî-ÿòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (3) (ïîíèìàåìîé, êîíå÷íî, èíà÷å). Òàì ýòà�îðìóëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû ×åðíîâà. Â ñëó÷àå ðàññìàòðè-âàåìûõ ïðîñòðàíñòâ óñëîâèÿ òåîðåìû ×åðíîâà íå âûïîëíÿþòñÿ, ïî-ýòîìó �îðìóëà áûëà äîêàçàíà íåïîñðåäñòâåííî. Êðîìå òîãî, â óêàçàí-íîé ðàáîòå â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ïñåâäîäè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (3) ñòðîÿòñÿ èõ ïðåäñòàâëå-íèÿ â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì t. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ðàñ-ñìîòðåííûõ òàì óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü èç òåîðåì î âîçìóùåíèèãåíåðàòîðîâ ïîëóãðóïï. Â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ òàêèõòåîðåì àâòîðó íå èçâåñòíî, ïîýòîìó ñíà÷àëà áûëî ïîëó÷åíî ðåøåíèå(â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì t), à óæå ïîòîì åãî ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðà-ëîì Ôåéíìàíà.ÁëàãîäàðíîñòèÀâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-äèòåëþ ïðî�åññîðó Îëåãó �åîðãèåâè÷ó Ñìîëÿíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷,èõ îáñóæäåíèå è ìíîãîëåòíþþ ïîääåðæêó. À òàêæå ïðî�åññîðó ÅâãåíèþÒåíãèçîâè÷ó Øàâãóëèäçå çà ìíîãî÷èñëåííûå ñîâåòû.10 O. G. Smolyanov, A. G. Tokarev, A. Truman. Hamiltonian Feynman path integrals via the Cherno�formula // J. Math. Phys. 43 (2002). 15
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