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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ëèíåéíûõ
êâàçèãðóïï è íåêîòîðûõ èõ îáîáùåíèé. Ëèíåéíûå êâàçèãðóïïû áûëè ââåäå-
íû Â.Ä.Áåëîóñîâûì â 1967 ãîäó â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì óðàâíîâåøåííûõ
òîæäåñòâ â êâàçèãðóïïàõ. Â ðàáîòå áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðîáëåìå
õàðàêòåðèçàöèè ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ êâàçèãðóïï òîæäåñòâàìè.

Î çíà÷èìîñòè òîæäåñòâà â àëãåáðàõ ìîæíî öèòèðîâàòü âûñêàçûâàíèå
À.È.Ìàëüöåâà: �Õîòÿ òîæäåñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòåéøèå çàêðû-
òûå âûñêàçûâàíèÿ ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà, ÿçûê òîæäåñòâ âñå æå äîñòàòî÷íî
áîãàòûé, ÷òîáû íà íåì ìîæíî áûëî âûðàæàòü ìíîãèå òîíêèå ñâîéñòâà
ñèñòåì è èõ êëàññîâ�.

Òåîðèÿ êâàçèãðóïï áåðåò ñâîå íà÷àëî â 20-30-õ ãîäàõ ÕÕ ñòîëåòèÿ, êîãäà
ïîñëå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò Äàâèäà Ãèëüáåðòà â êîíöå ÕIÕ ñòîëåòèÿ ïî
àêñèîìàòèçàöèè ìàòåìàòèêè è, â ÷àñòíîñòè ïî àêñèîìàòèçàöèè ãåîìåòðèè,
ïîÿâèëèñü ðàáîòû ïî èçó÷åíèþ ðàçíûõ âèäîâ àêñèîìàòèê, â îñíîâíîì, ïî
ñèñòåìàì àêñèîì ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé, â òîì ÷èñëå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè,
ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.

Òàê êàê ãåîìåòðèè êîîðäèíàòèçèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íîãî ðî-
äà àëãåáðàè÷åñêèõ îáúåêòîâ (ïîëåé, ïî÷òè-ïîëåé, òåë, ãðóïï, ïîëóãðóïï), òî
èçó÷àëèñü ðàçëè÷íîãî ðîäà ñèñòåìû àêñèîì óêàçàííûõ âûøå àëãåáðàè÷åñêèõ
îáúåêòîâ.

Âïåðâûå òåðìèí êâàçèãðóïïà ïîÿâèëñÿ â ðàáîòå Ðóôè Ìóôàíã1 (1935) ïî
êîîðäèíàòèçàöèè ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñ îäíîé ñòîðî-
íû, êâàçèãðóïïû âîçíèêëè â íåäðàõ (ïðîåêòèâíîé) ãåîìåòðèè, à ñ äðóãîé, - åùå
ðàíüøå, êàê êîìáèíàòîðíûé îáúåêò � ëàòèíñêèå êâàäðàòû â ðàáîòàõ Ëåîíàðäà
Ýéëåðà2,3,4. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî òåðìèí êâàçèãðóïïà ïîÿâèëñÿ ïðè èçó÷å-
íèè âîïðîñà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì â ñèñòåìàõ àêñèîì ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå óïîìÿíóòîé ðàáîòû Ð.Ìóôàíã êâàçèãðóïïû ïðèîáðåëè
�çàêîííîå ïðàâî� íà ñàìîñòîÿòåëüíîå ñóùåñòâîâàíèå.

Â ñâîèõ ðàáîòàõ Ìóôàíã ïîä êâàçèãðóïïîé ïîíèìàëà îáúåêò, êîòîðûé ñåé-
÷àñ ïðèíÿòî íàçûâàòü ëóïîé Ìóôàíã, òî åñòü ëóïîé ñî ñëåäóþùèìè òîæäå-
ñòâàìè:

(x · yz)x = xy · zx, x(yz ·x) = xy · zx, x(y ·xz) = (xy ·x)z, (zx · y)x = z(x · yx).

1Moufang R. Zur Structur von Alternativ Korpern. - Math Ann. (1935), vol.110, p.416-430.
2Denes J. and Keedwell A.D. Latin squares and their applications. Academiai Kiado. Budapest, 1974.
3Denes J. and Keedwell A.D. Some applications of non-associative algebraic systems in cryptology, P.U.M.A.

2002, 12, no.2, p.147-195.
4Denes J and Keedwell A.D. Latin squares. New development in the theory and applications, - Annals of

Discrete mathematics, 1991, vol. 46, North-Holland.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü è ðàáîòû äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, à èìåííî: Âèëüãåëüì Ä�åðíòå5
(1928) ïî ñîâåòó Åììè Íåòåð èçó÷àåò òåðíàðíûå êâàçèãðóïïû êàê íåêîòîðûå
îáîáùåíèÿ áèíàðíûõ ãðóïï; À.Ê.Ñóøêåâè÷6,7 (1929, 1937) èçó÷àåò áèíàðíûå
êâàçèãðóïïû ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (ïîñòóëàòàìè), íî-
ñÿùèìè òåïåðü íàçâàíèå �ïîñòóëàòû Ñóøêåâè÷à�; Áóðñòèí è Ìàéåð8 (1929)
èçó÷àþò äèñòðèáóòèâíûå êâàçèãðóïïû.

Íåñêîëüêî ïîçæå (1937) À.Ê.Ñóøêåâè÷ îïðåäåëèë ìåäèàëüíûå (àáåëåâû)
êâàçèãðóïïû. Â ïåðèîä 1939-1944 ãã., äðóãèìè àâòîðàìè ïîëó÷åíû ðÿä âàæíûõ
ðåçóëüòàòîâ ïî òåîðèè êâàçèãðóïï, à èìåííî, ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû ñëåäóþ-
ùèõ àâòîðîâ � À.À.Àëáåðò9,10 (1943,1944), Ð.Áýð11,12 (1939, 1940), Ä.Ìåäî÷13,14
(1939, 1941), Ê.Òîéîäà15 (1941), Ð.Õ.Áðàê16,17 (1944, 1946), Ý.Ë.Ïîñò18 (1940).
Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòû óïîìÿíóòûõ àâòîðîâ ïîëîæèëè íà÷àëî ðàçâèòèþ àë-
ãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êâàçèãðóïï.

Â 30-å ãîäû ÕÕ âåêà áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ñåòè (òêàíè). Â òåðìèíàõ òåî-
ðèè ñåòåé ïîíÿòèå êâàçèãðóïïû èìååò ÿñíóþ è åñòåñòâåííóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ19,20,21.

Êâàçèãðóïïû, êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ âîçíèêàþùèõ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, íåÿâíî (áåç íàçâàíèÿ è áåç îïðåäåëåíèÿ)
ïîÿâëÿþòñÿ â ðàáîòàõ íåìåöêîãî ëîãèêà Ýðíñòà Øð�åäåðà22.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ êâàçèãðóïï ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëü-
íûé ðàçäåë îáùåé àëãåáðû ñî ñâîèìè çàäà÷àìè è ïðîáëåìàìè. Äîñòàòî÷íî ïîë-
íóþ èíôîðìàöèþ îá ýòîì ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìîíîãðàôèé Â.Ä.Áåëîóñîâà19, 23

5Dornte W. Untersuhungen uber einen veralgemeinerten Gruppenbegri�. - Math.Z, 1928, vol. 29, p.1-19.
6Sushkewitsch A.K. On a generalization of the associative law. - Trans. Amer. Math. Soc., 1929, vol. 31,

p.204-214.
7Ñóøêåâè÷ À.Ê. Òåîðèÿ îáîáùåííûõ ãðóïï. Êèåâ, 1937.
8Burstin C. and Mayer W. Distributive Gruppen von endliher Ordnung. - J. Reine und Angew. Math., 1929,

vol. 160, p.11-130.
9Albert À.À. Quasigroups.I. - Trans. Amer. Math. Soc., 1943, vol. 54, p.507-519.

10Albert À.À. Quasigroups.II. - Trans. Amer. Math. Soc., 1944, vol. 55, p.401-419.
11Baer R. Nets and groups.I. - Trans. Amer. Math. Soc., 1939, vol. 46, p.110-141.
12Baer R. Nets and groups.II. - Trans. Amer. Math. Soc., 1940, vol. 47, p.435-439.
13Murdoch D.S. Quasigroups which satisfy certain generalized associative laws. - Amer. J.Math., 1939, vol. 61,

p.509-522.
14Murdoch D.S. Structure of abelian quasigroups. - Trans. Amer. Math. Soc., 1941, vol. 49, p.392-409.
15Toyoda K. On axsioms of linear functions. - Proc. Imp. Acad.Tokyo., 1941, vol. 17, p.221-227.
16Bruck R.H. Some results in theory of quasigroups. - Trans. Amer. Math. Soc., 1944, vol. 55, p.19-52.
17Bruck R.H. Contributions to the theory of loops. - Trans. Amer. Math. Soc., 1946, vol. 60, p.245-354.
18Post E.L. Polyadic groups. - Trans. Amer. Math. Soc., 1940, vol. 48, p.208-350.
19Áåëîóñîâ Â.Ä. Îñíîâû òåîðèè êâàçèãðóïï è ëóï. Ì., Íàóêà, 1967.
20Áåëîóñîâ Â.Ä. Àëãåáðàè÷åñêèå ñåòè è êâàçèãðóïïû. Øòèèíöà, Êèøèíåâ, 1971.
21Áåëîóñîâ Â.Ä. Êîíôèãóðàöèè â àëãåáðàè÷åñêèõ ñåòÿõ. Øòèèíöà, Êèøèíåâ, 1979.
22Êóçíåöîâ À.Â.,Êóçíåöîâ Å.À. Î äâóõïîðîæäåííûõ äâàæäû îäíîðîäíûõ êâàçèãðóïïàõ. Ìàòåì èññëåäî-

âàíèÿ. Êèøèíåâ, 1983, âûï. 71, ñ.34-53.
23Áåëîóñîâ Â.Ä. Ýëåìåíòû òåîðèè êâàçèãðóïï (ó÷åáíîå ïîñîáèå ïî ñïåöêóðñó). Êèøèíåâñêèé ãîñóäàð-

ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êèøèíåâ, 1981.
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Ð.Áðàêà 24, É.Äåíåøà è À.Êèäâåëëà2,4, Î.×åéí, Õ.Ïôëþãôåëüäåð è Äæ.
Ñìèò25 è ìàòåðèàëàì ïåðèîäè÷åñêîé ïå÷àòè. Èìååòñÿ íåñêîëüêî îáçîðîâ ïî
òåîðèè êâàçèãðóïï26,27.

Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè áèíàðíûõ è n−àðíûõ êâàçè-
ãðóïï, â òåîðèè ñåòåé è òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèíàäëåæàò
Â.Ä.Áåëîóñîâó, íà÷èíàâøåìó ñâîþ äåÿòåëüíîñòü â ýòîé îáëàñòè ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîôåññîðà À.Ã.Êóðîøà.

Â ñîâðåìåííîé àëãåáðå òåîðèþ êâàçèãðóïï ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíî
èç çâåíüåâ ìåæäó êëàññè÷åñêèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè - ãðóïïàìè è
îáùèìè ñèñòåìàìè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû. Êâàçèãðóïïû ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì
îáúåêòîì äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç è èäåé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû. Ââèäó áëèçî-
ñòè ê ãðóïïàì, ê òåîðèè êâàçèãðóïï âî ìíîãîì ïðèìåíèìû ïîñòàíîâêè çàäà÷
è èíîãäà ìåòîäû òåîðèè ãðóïï.

Êâàçèãðóïïû èìåþò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-
ìåòðèè28,29,30, òåîðèè àâòîìàòîâ31, êðèïòîãðàôèè2−4 , ôèçèêå32 è ò.ä. Íàïðè-
ìåð, â ïîñëåäíåå âðåìÿ êâàçèãðóïïû íàøëè ñâîå îòðàæåíèå â òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïðîáëåì è ïîÿâèëèñü
òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê êâàçèãðóïïà Ïóàíêàðå è êâàçèãðóïïà Ëîðåíöà32 .

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ êâàçèãðóïï, êàê è äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóê-
òóðû, ðàçâèâàåòñÿ ïî íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèÿì, íî ñðåäè íèõ, ïî íàøåìó
ìíåíèþ, ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûõ, à èìåííî:

1) èññëåäîâàíèå âíóòðåííåé ïðèðîäû ñàìèõ êâàçèãðóïï;
2) òåíäåíöèÿ ïîëó÷èòü àíàëîãè èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ è òåîðåì èç äðó-

ãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð;
3) ïðèëîæåíèÿ òåîðèè êâàçèãðóïï.
Êëàññ êâàçèãðóïï, êàê àëãåáð ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé, íå çàìêíóò îò-

íîñèòåëüíî ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ, è ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Â

24Bruck R.H. A survey of binary systems. Berlin - New York, 1958.
25Chein O., P�ugfelder H.O., and Smith J.D.H. Quasigroups and loops: Theory and applications, Heldermann

Verlag, 1990.
26Ãàëêèí Â.Ì. Êâàçèãðóïïû. Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Àëãåáðà. Òîïîëîãèÿ. Ãåîìåòðèÿ. ÂÈÍÈÒÈ, 1988,

òîì 26, ñ.3-44.
27Êóçüìèí Å.Í., Øåñòàêîâ È.Ï. Íåàññîöèàòèâíûå ñòðóêòóðû. Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñîâðåìåííûå

ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. - Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1990, òîì 57, ñ.179-267.
28Ñàáèíèí Ë.Â. Àíàëèòè÷åñêèå êâàçèãðóïïû è ãåîìåòðèÿ. Ì, 1991.
29Lohmus J., Real E. and Sorgsepp L. About nonassocoativity in mathematics and physics. - Acta Appl. math.,

1998, vol.50, p. 3-31.
30Sabinin L.V. Smooth quasigroups and loops, Mathematics and its Applications, 492, Dordrecht, Kluwer

Academic Publishers, 1999.
31Ãâàðàìèÿ À.À. Êâàçèìíîãîîáðàçèÿ àâòîìàòîâ. Ñâÿçè ñ êâàçèãðóïïàìè.- Ñèá. ìàò. æóð., 1985, òîì XXVI,

�3, ñ.11-30.
32Ãîðåëèê Ã.Å. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1983.
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ñâÿçè ñ ýòèì ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìíîãîîáðàçèÿìè, êâàçè-
ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò êàê àëãåáðû ñ òðåìÿ îïåðàöèÿìè, äîáàâëÿÿ ê îñíîâíîé
îïåðàöèè åùå äâå äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè. Åñëè îñíîâíàÿ îïåðàöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ óìíîæåíèåì (·) , òî îñòàëüíûå äâå îïåðàöèè íàçûâàþò ïðàâûì è ëåâûì
äåëåíèåì è îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî â âèäå (/) è (\) . Çàìåòèì, ÷òî ëþ-
áûå äâå èç ýòèõ òðåõ îïåðàöèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òðåòüåé îïåðàöèåé,
ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

x/y = z ⇔ z · y = x, x\y = z ⇔ x · z = y, x\y = z ⇔ y/z = x.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êâàçèãðóïïû, ðàññìàòðèâàåìûå êàê àëãåáðû â ñèã-
íàòóðå Ω = {·, /, \} , îáðàçóþò ìíîãîîáðàçèå. Ðàíüøå ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð
÷àùå íàçûâàëè ïðèìèòèâíûìè êëàññàìè è ïîòîìó êâàçèãðóïïû â ñèãíàòóðå
Ω = {·, /, \} íàçûâàëè ïðèìèòèâíûìè êâàçèãðóïïàìè. Âñþäó äàëåå â äàííîé
äèññåðòàöèè êâàçèãðóïïû áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ñèãíàòóðå Ω = {·, /, \} .
Äàëåå â çàïèñÿõ òî÷êà, êàê çíàê óìíîæåíèÿ, áóäåò îïóñêàòüñÿ, à äëÿ óìåíü-
øåíèÿ ñêîáîê îïåðàöèÿ (·) áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ñèëüíåå îïåðàöèé (/) è (\) .

Îòìåòèì åùå, ÷òî ïðè óòâåðæäåíèè î íåçàìêíóòîñòè êëàññà âñåõ êâàçè-
ãðóïï îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ èìåëîñü â âèäó, ÷òî îáðàç ãîìî-
ìîðôèçìà êâàçèãðóïïû (Q, ·) â àëãåáðó ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé ìîæåò íå
áûòü êâàçèãðóïïîé. Åñëè æå èçâåñòíî, ÷òî ýòà àëãåáðà � êâàçèãðóïïà, òî ãîìî-
ìîðôíûé îáðàç êâàçèãðóïïû (Q, ·) áóäåò îáÿçàòåëüíî êâàçèãðóïïîé. Áîëüøå
òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ãîìîìîðôèçì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè (·) áóäåò ãîìîìîð-
ôèçìîì è îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé (/), (\) .

Ìíîãîîáðàçèå âñåõ êâàçèãðóïï â ñèãíàòóðå Ω = {·, /, \} çàäàåòñÿ ñèñòåìîé
òîæäåñòâ
∑

0
= {xy/y = x, (x/y)y = x, x(x\y) = y, x\xy = y, x/(y\x) = y, (x/y)\x = y}.

Êâàçèãðóïïó ñ åäèíèöåé íàçûâàþò ëóïîé, èëè êâàçèãðóïïà (Q, ·, /, \) íà-
çûâàåòñÿ ëóïîé, åñëè â íåé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî x\x = y/y .

Êâàçèãðóïïà (Q, ·) íàçûâàåòñÿ èçîòîïíîé êâàçèãðóïïå (Q, ◦) , åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ òðîéêà ïîäñòàíîâîê T = (α, β, γ) íà ìíîæåñòâå Q , ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå γ(x ◦ y) = αx · βy.

Â êëàññå êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì, áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
òàê íàçûâàåìûå ëèíåéíûå êâàçèãðóïïû. Ñîãëàñíî Â.Ä.Áåëîóñîâó, êâàçèãðóïïà
(Q, ·) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé íàä ãðóïïîé (Q, +) , åñëè îíà èìååò âèä

xy = ϕx + c + ψy, (1)

ãäå ϕ, ψ ∈ Aut(Q, +), c - ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç Q33.
33Áåëîóñîâ Â.Ä. Óðàâíîâåøåííûå òîæäåñòâà â êâàçèãðóïïàõ. - Ìàòåì. ñáîðíèê., 1966, 70(112), �1, ñ.55-97.
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Çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå Â.Ä.Áåëîóñîâà �Óðàâíîâåøåííûå
òîæäåñòâà â êâàçèãðóïïàõ�, êîòîðàÿ ïðèäàëà èìïóëüñ èññëåäîâàíèþ ëèíåé-
íûõ êâàçèãðóïï, ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

- äîêàçàíà, ÷òî êâàçèãðóïïà ñ óðàâíîâåøåííûì òîæäåñòâîì èçîòîïíà ãðóï-
ïå, ïðè÷åì óêàçàí êîíêðåòíûé âèä èçîòîïèè;

- âïåðâûå ðàññìîòðåí êëàññ êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì, à òàêæå åãî
ïîäêëàññû (ëèíåéíûå, ïîëóëèíåéíûå êâàçèãðóïïû);

- êëàññ êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì (êîììóòàòèâíûì ãðóïïàì), îõàðàê-
òåðèçîâàí òîæäåñòâàìè.

Ïîçäíåå ïî àíàëîãèè ñ ëèíåéíûìè êâàçèãðóïïàìè áûëè îïðåäåëåíû àëè-
íåéíûå êâàçèãðóïïû34.

Êâàçèãðóïïà (Q, ·) íàçûâàåòñÿ àëèíåéíîé íàä ãðóïïîé (Q, +), åñëè îíà
èìååò âèä: xy = ϕ̄x + c + ψ̄y, ãäå ϕ̄, ψ̄ - àíòèàâòîìîðôèçìû ãðóïïû (Q, +),
c ∈ Q. Â äàëüíåéøåì, Ã.Á.Áåëÿâñêîé è àâòîðîì êàê îáîáùåíèå ëèíåéíûõ è
àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï, áûëè ââåäåíû êëàññû êâàçèãðóïï, ëèíåéíûõ ñëåâà èëè
ñïðàâà, àëèíåéíûõ ñëåâà èëè ñïðàâà è ñìåøàííûõ òèïîâ ëèíåéíîñòè [1,6,9,13].

Êâàçèãðóïïà (Q, ·) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñëåâà (ñïðàâà) íàä ãðóïïîé
(Q, +), åñëè îíà èìååò âèä xy = ϕx + c + βy (xy = αx + c + ψy) , ãäå β (ñîîò-
âåòñòâåííî α) - ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà Q , ϕ ∈ Aut(Q, +) (ψ ∈ Aut(Q, +)) .

Êâàçèãðóïïà (Q, ·) íàçûâàåòñÿ àëèíåéíîé ñëåâà (ñïðàâà) íàä ãðóïïîé
(Q, +), åñëè îíà èìååò âèä xy = ϕ̄x+ c+βy (xy = αx+ c+ ψ̄y) , ãäå β (ñîîò-
âåòñòâåííî α) - ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà Q , ϕ̄

(
ψ̄

)
- àíòèàâòîìîðôèçì ãðóïïû

(Q, +) .

Êâàçèãðóïïà (Q, ·) íàçâàíà êâàçèãðóïïîé ñìåøàííîãî òèïà ëèíåéíîñòè
I ðîäà èëè II ðîäà, åñëè îíà èìååò âèä xy = ϕc + c + ψ̄y ñîîòâåòñòâåííî
xy = ϕ̄x + c + ψy , ãäå ϕ, ψ ∈ Aut(Q, +), ϕ̄, ψ̄ - àíòèàâòîìîðôèçìû ãðóïïû
(Q, +) . Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó íàçâàííûìè òèïàìè ëèíåéíîñòè.

Âñå ýòè êëàññû ìû áóäåì íàçûâàòü êëàññàìè êâàçèãðóïï ðàçëè÷íûõ òèïîâ
ëèíåéíîñòè. Ðàçíûìè àâòîðàìè èçó÷àëèñü òàêæå êâàçèãðóïïû ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ ëèíåéíîñòè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà èçîòîïíûå èì ãðóïïû è íà èñïîëüçóåìûå

34Áåëÿâñêàÿ Ã.Á., Òàáàðîâ À.Õ. Õàðàêòåðèñòèêà ëèíåéíûõ è àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï. - Äèñêðåòíàÿ ìàòå-
ìàòèêà, ÐÀÍ, Ìîñêâà, 1992, òîì 4, âûï.2, ñ.142-147.
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àâòîìîðôèçìû è àíòèàâòîìîðôèçìû.35,36,37,38,39,40,41,42
×àñòíûì ñëó÷àåì ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå ìåäè-

àëüíûå êâàçèãðóïïû, òî åñòü êâàçèãðóïïû ñ òîæäåñòâîì xy · uv = xu · yv .
Ñîãëàñíî òåîðåìå Áðàêà-Òîéîäû ýòè êâàçèãðóïïû, ëèíåéíû íàä àáåëåâîé
ãðóïïîé, ïðè÷åì àâòîìîðôèçìû ϕ, ψ êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ìåäèàëüíûå
êâàçèãðóïïû èññëåäîâàëè ìíîãèå àëãåáðàèñòû (Áðàê16, Òîéîäà15, Ì�åäî÷13, ß.
Åæåê è Ò.Êåïêà43, Ò.Êåïêà è Ï.Íåìåö37,38, Ê.Ê. Ùóêèí44,45 Â.À.Ùåðáàêîâ46
è äð.), îíè èãðàþò îñîáóþ ðîëü â òåîðèè êâàçèãðóïï. Äðóãèì âàæíûì ñëó-
÷àåì ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï ÿâëÿþòñÿ Ò-êâàçèãðóïïû, ââåäåííûå Ò.Êåïêîé
è Ï.Íåìöåì37,38 êàê îáîáùåíèå ìåäèàëüíûõ êâàçèãðóïï. Ñîãëàñíî èõ îïðå-
äåëåíèþ, Ò-êâàçèãðóïïû - ýòî êâàçèãðóïïû âèäà xy = ϕx + ψy + c , ãäå
(Q, +) - àáåëåâà ãðóïïà, ϕ, ψ ∈ Aut(Q, +) è â îòëè÷èå îò ìåäèàëüíûõ êâà-
çèãðóïï, íå îáÿçàòåëüíî êîììóòèðóþò. Ïðîñëåæèâàåòñÿ òàêæå áîëåå îáùèé
ïîäõîä ê ïîíÿòèþ ëèíåéíîé êâàçèãðóïïû, à èìåííî, ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàçè-
ãðóïïû, ëèíåéíûå íàä íåêîòîðîé ëóïîé (Ò.Êåïêà è Ï.Íåìåö35,36 Ï.Íåìåö47,
ß.Åæåê è Ò.Êåïêà43, Â.À.Ùåðáàêîâ48 è äð.). Êâàçèãðóïïó (Q, ·) íàçûâàþò
ëèíåéíîé íàä ëóïîé (Q, +) , åñëè îíà èìååò âèä xy = (ϕx + ψy) + d , ãäå
ϕ, ψ ∈ Aut (Q, +) , d ∈ Q, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ëóï (Q, +)
áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äîñòàòî÷íî èçâåñòíûå è èçó÷åííûå ëóïû, íàïðèìåð ëó-
ïû Ìóôàíã, òî åñòü ëóïû ñ òîæäåñòâîì x + (y + (x + z)) = ((x + y) + x) + z .
Îáùàÿ èäåÿ êâàçèãðóïïû, ëèíåéíîé íàä íåêîòîðîé ëóïîé, âûêðèñòàëèçîâà-
ëàñü â ðàáîòàõ àëãåáðàèñòîâ èç Ïðàãè (Ò.Êåïêà, ß.Åæåê, Ï.Íåìåö43,35−38) .
Â ëèòåðàòóðå ïîÿâèëñÿ òàêæå òåðìèí îáîáùåííûå ëèíåéíûå êâàçèãðóïïû49.
Êàê çàìåòèë Â.À.Ùåðáàêîâ49 , ìíîãî õîðîøî èçâåñòíûõ (êëàññè÷åñêèõ) îáú-

35Kepka T. Structure of weakly of abelian quasigroups. - Czech. Math. Journal, 1978, vol.28, p.181-188.
36Kepka T. Structure of triabelian quasigroups. - Comment. math. Univ. Carolinae, 1976, vol.17, p.229-240.
37Kepka T. and Nemec P. T-quasigroups. I. - Acta univ. Carolin. Math.Phys., 1971, vol.12, �1, ð.31-39.
38Kepka T. and Nemec P. T-quasigroups.II. - Acta univ.Carolin. Math.Phys., 1971, vol. 12, �2, ð.39-49.
39Kepka T. A note on WA-quasigroups.Acta univ. Carolin. Math.Phys.,1978, vol.19, p.61-62.
40Shcherbacov V.A. About automorphisms and isomorphisms of quasigroups. Intern. conf. on Math. and

Informatics. Abstracts (Chisinau), September, 1996, p.41.
41Shcherbacov V.A. On structure of �nite n-ary medial quasigroups and automorphism groups of these

quasigroups. - Quasigroups and related systems, 2005, vol 13, p.125-156.
42Shcherbacov V.A. On structure of �nite medial quasigroups. - Bull. Acad. Stiinte Repub. Mold., Math. 2005,

no.1, p.11-18.
44Ùóêèí Ê.Ê. Î ïðîñòûõ ìåäèàëüíûõ êâàçèãðóïïàõ. - Ìàòåì. èññëåäîâàíèÿ, Êèøèíåâ, 1991, âûï. 120,

ñ.114-117.
45Ùóêèí Ê.Ê. Äåéñòâèå ãðóïïû íà êâàçèãðóïïå. Êèøèíåâ, ÊÃÓ, 1985.
46Ùåðáàêîâ Â.À. Îá îäíîì êëàññå ìåäèàëüíûõ êâàçèãðóïï. - Ìàòåì. èññëåäîâàíèÿ, Êèøèíåâ, 1988, âûï.

102, ñ.111-116.
47Nemec P. Commutative Moufang loops corresponding to linear quasigroups. - Comment. math. Univ.

Carolinae, 1988, vol. 2, p.303-308.
48Ùåðáàêîâ Â.À. Î ëèíåéíûõ êâàçèãðóïïàõ è èõ ãðóïïàõ àâòîìîðôèçìîâ. - Ìàòåì. èññëåäîâàíèÿ, Êè-

øèíåâ, 1991, âûï.120, ñ.104-113.
49Shcherbacov V.A. On linear and inverse quasigroups and their applications in code theory. Thesis a Doctor's

Degree, Chisinau, 2008.
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åêòîâ ëåæàò â êëàññå îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï. Íàïðèìåð, ìåäèàëü-
íûå êâàçèãðóïïû (òåîðåìà Òîéîäû15 ), äèñòðèáóòèâíûå êâàçèãðóïïû (òåî-
ðåìà Áåëîóñîâà50), äèñòðèáóòèâíûå êâàçèãðóïïû Øòåéíåðà, ëåâîäèñòðèáó-
òèâíûå êâàçèãðóïïû (òåîðåìà Áåëîóñîâà-Îíîÿ51), ÑÍ-êâàçèãðóïïû (òåîðå-
ìà Ìàíèíà52), Ò-êâàçèãðóïïû, n-àðíûå ãðóïïû (òåîðåìà Ãëóñêèíà-Õîññó53),
n-àðíûå ìåäèàëüíûå êâàçèãðóïïû (òåîðåìà Èâýíñà54 è òåîðåìà Áåëîóñîâà),
F-êâàçèãðóïïû (òåîðåìà Êåïêè-Êèíüîíà-Ôèëëèïñà55) ÿâëÿþòñÿ êâàçèãðóïïà-
ìè òàêîãî âèäà.

Îáîáùåíèå íàïðàøèâàëîñü ââèäó íåñêîëüêèõ òåîðåì î ñâÿçÿõ ìåæäó íåêî-
òîðûìè êëàññàìè êâàçèãðóïï è ëóï. Ïåðâîé â ýòîì ðÿäó ñòîèò òåîðåìà
Òîéîäû-Ì�åäî÷à î ìåäèàëüíûõ êâàçèãðóïïàõ. Ëþáóþ ìåäèàëüíóþ êâàçèãðóï-
ïó ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì: xy = ϕx + ψy + d , ãäå ϕ, ψ ∈ Aut(Q, +) ,
ϕψ = ψϕ , d ∈ Q , (Q, +) - àáåëåâà ãðóïïà. Äèñòðèáóòèâíîé íàçûâàåòñÿ
êâàçèãðóïïà ñ òîæäåñòâàìè x · yz = xy · xz, xy · z = xz · yz . Åñëè êâà-
çèãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ïåðâîìó òîæäåñòâó, òî åå íàçûâàþò ëåâîäèñ-
òðèáóòèâíîé. Â 1958 ãîäó Â.Ä.Áåëîóñîâ äîêàçàë, ÷òî ëþáóþ äèñòðèáóòèâíóþ
êâàçèãðóïïó ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì: xy = ϕx + ψy , ãäå ϕ è ψ -
íåêîòîðûå àâòîìîðôèçìû êîììóòàòèâíîé ëóïû Ìóôàíã (ÊËÌ) (Q, +) . CH-
êâàçèãðóïïîé íàçûâàåòñÿ êâàçèãðóïïà ñ òîæäåñòâàìè xy = yx, x(xy) = y ,
ëþáûå òðè ýëåìåíòà êîòîðîé ïîðîæäàþò ìåäèàëüíóþ ïîäêâàçèãðóïïó. CH-
êâàçèãðóïïû ââåäåíû Þ.È.Ìàíèíûì â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì îäíîé çàäà÷è èç
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à èìåííî - èññëåäîâàíèÿ êóáè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòåé. Êàê äîêàçàë Þ.È.Ìàíèí52 , ëþáóþ CH-êâàçèãðóïïó ìîæíî ïîëó÷èòü
ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè: xy = (−x − y) + d , ãäå ýëåìåíò d èç
öåíòðà ÊËÌ (Q, +) . Ïîä öåíòðîì ÊËÌ ïîíèìàþò òàêîå ìíîæåñòâî Z , ÷òî
Z = {a ∈ Q|a + (x + y) = (a + x) + y, x, y ∈ Q} . Â äàëüíåéøåì èññëåäîâà-
íèå ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï íàä ëóïàìè Ìóôàíã, ÊËÌ, ãðóïïàìè, àáåëåâûìè
ãðóïïàìè ïðîâîäèëîñü òàêæå äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè.

Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Ø. Ñòåéíà56 ëþáóþ ëåâîäèñòðèáóòèâíóþ êâàçè-
ãðóïïó, èçîòîïíóþ ãðóïïå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ òàêîé êîíñòðóêöèè:
xy = x + ϕ(−x + y), ãäå (Q, +) - íåêîòîðàÿ ãðóïïà, ϕ - åå îïðåäåëåí-
íûé àâòîìîðôèçì. Ââèäó àññîöèàòèâíîñòè ãðóïïîâîé îïåðàöèè, ïîëó÷àåì:

50Áåëîóñîâ Â.Ä. Î ñòðóêòóðå äèñòðèáóòèâíûõ êâàçèãðóïï. - Ìàòåì. ñáîðíèê, 1960, òîì 50 (92), �3,
ñ.267-298.

51Áåëîóñîâ Â.Ä. Îíîé Â.È. Î ëóïàõ, èçîòîïíûõ ëåâîäèñòðèáóòèâíûì êâàçèãðóïïàì. - Ìàòåì. èññëåäî-
âàíèÿ, Êèøåíåâ, 1972, òîì 3(25), ñ. 135-152.

52Ìàíèí Þ.È. Êóáè÷åñêèå ôîðìû. Ì., Íàóêà, 1972.
53Áåëîóñîâ Â.Ä. n-àðíûå êâàçèãðóïïû. Øòèèíöà, Êèøèíåâ, 1971.
54Evans T. Abstract mean values. - Duke math. J., 1963, vol.30, p.331-347.
55Kepka T., Kinyon M.K. and Phillips J.D. The structure of F-quasigroups. http://arxiv.org/

abs/math/0510298(2005), 24 pages.
56Stein S.K. Left distributive quasigroups. - Proc.Amer.Math.Soc., 1959, vol.10, �4, p.577-578.
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xy = (x − ϕx) + ϕy = ψx + ϕy . Àâòîìîðôèçì ϕ òàêîâ, ÷òî ψ ÿâëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêîé. Òàêèì îáðàçîì, ëåâîäèñòðèáóòèâíûå êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå
ãðóïïàì, â ïðèíöèïå, ëèíåéíû ñïðàâà íàä ãðóïïàìè.

Ïîñëå óïîìÿíóòîé ðàáîòû Â.Ä.Áåëîóñîâà33 ÷åøñêèìè àëãåáðàèñòàìè
- Ò.Êåïêà, Ï.Íåìåö, ß.Åæåê è ïðåäñòàâèòåëÿìè êâàçèãðóïïîâîé øêîëû
Â.Ä.Áåëîóñîâà - Ã.Á.Áåëÿâñêàÿ, Â.À.Ùåðáàêîâ, Â.È.Èçáàø, Ê.Ê.Ùóêèí,
Ô.Í.Ñîõàöêèé, Ï.Í.Ñûðáó, À.Õ.Òàáàðîâ, Â.À.Äóäåê äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíî
èçó÷àëèñü ëèíåéíûå êâàçèãðóïïû è íåêîòîðûå èõ îáîáùåíèÿ. Áûëè èññëåäî-
âàíû àëãåáðàè÷åñêèå (ìîðôèçìû, êîíãðóýíöèè, ðåøåòêè, ÿäðà, öåíòð, àññî-
öèàòîð, êîììóòàòîð, ãðóïïû óìíîæåíèé) è êîìáèíàòîðíûå (îðòîãîíàëüíîñòü,
÷èñëåííûå îöåíêè, ëàòèíñêèå êâàäðàòû) àñïåêòû îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ êâà-
çèãðóïï. Èçó÷àëèñü òàêæå n-àðíûå ëèíåéíûå êâàçèãðóïïû. Èññëåäîâàíèÿ
ïðîäîëæàþòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûé èñòîðè÷åñêèé
îáçîð ðàçâèòèÿ òåîðèè êâàçèãðóïï ñîäåðæèòñÿ â äîêòîðñêèõ äèññåðòàöèÿõ
Õ.Êèõëå57 è Â.À.Ùåðáàêîâà49 .

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè êâàçèãðóïï èãðàåò ïîíÿòèå èçîòîïèè, çàèìñòâîâàí-
íîå À.À.Àëáåðòîì èç òîïîëîãèè, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîíÿòèå èçîòîïèè íå èãðàåò âàæíîé ðîëè äëÿ ãðóïï, òàê êàê
ïî òåîðåìå À.À.Àëáåðòà, åñëè äâå ãðóïïû èçîòîïíû, òî îíè èçîìîðôíû. Íî ñó-
ùåñòâóþò êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå ãðóïïàì, íî íå èçîìîðôíûå èì. Îòìåòèì,
÷òî ïîíÿòèå èçîòîïèè ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå â òåîðèè íåàññîöèàòèâíûõ òåë58.

Êëàññ êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì, âïåðâûå áûë èññëåäîâàí
Â.Ä.Áåëîóñîâûì33 . Â ÷àñòíîñòè, Â.Ä.Áåëîóñîâûì äîêàçàíî, ÷òî êëàññ êâàçè-
ãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì îò ïÿòè
ïåðåìåííûõ:

x (y\ ((z/u ) v ) ) = ((x (y\z )) /u ) v .

Ïîçäíåå ó÷åíèê Â.Ä.Áåëîóñîâà Ô.Í. Ñîõàöêèé çàìåòèë, ÷òî êâàçèãðóïïû, èçî-
òîïíûå ãðóïïàì, ìîãóò áûòü îïèñàíû ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì îò ÷åòûðåõ ïå-
ðåìåííûõ59,60,61

[(x(u\y))/u]z = x[u\((y/x)z)].

Ìíîãîîáðàçèå ñîñòàâëÿþò òàêæå âñå êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå êîììóòàòèâíûì
ãðóïïàì. Ýòî òàêæå áûëî âïåðâûå çàìå÷åíî Â.Ä.Áåëîóñîâûì33 . Ýòîò êëàññ
êâàçèãðóïï õàðàêòåðèçóåòñÿ òîæäåñòâîì îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ:

x\(y(u\v)) = u\(y(x\v)).
57Í.Kiechle. Theory of K -loops. Habilitationsschrift. Fachbereich mathematik der Universitat Hamburg.

Hamburg, 1998, (Habilitation Dissertation).
58Êóðîø À.Ã. Ëåêöèè ïî îáùåé àëãåáðå. Ì., Íàóêà, 1973.
59Sokhatsky F.N. On isotopes of groups. I. - Ukrainian Math. Journal, 1995, vol.47, �10, p.1585-1598.
60Sokhatsky F.N. On isotopes of groups. II. - Ukrainian Math. Journal, 1995, vol 47, �12, p.1935-1948.
61Sokhatsky F.N. On isotopes of groups.III. - Ukrainian Math. Journal, 1996, vol.48, �2, p.283-293.
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Ìíîãîîáðàçèå êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì, èññëåäîâàëè òàêæåÌ.Ì.Ãëóõîâ,
À.À.Ãâàðàìèÿ, Ô.Í.Ñîõàöêèé è äð. Â ÷àñòíîñòè, Ì.Ì.Ãëóõîâûì îïèñàíû âñå
òîæäåñòâà äëèíû 4, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò êâàçèãðóïïû, èçîòîïíûå êîììó-
òàòèâíûì ãðóïïàì:

1) x\(y(u\v)) = u\(y(x\v)), 4) ((x/y)/u)/v = ((x/v)/u)/y,

2) (x/y)(u\v) = (v/y)(u\x), 5) (x(y\(uv)) = u(y\(xv)),

3) ((xy)/u)v = ((xv)/u)y, 6) ((u/v)x)/y = ((u/y)x)/v.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òîæäåñòâî 1) âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòå Â.Ä.Áåëîóñîâà33 .
Òîæäåñòâî 4) èñïîëüçîâàë À.Äðàïàë. Òîæäåñòâî 6) çàìå÷åíî àâòîðîì. Íåòðóä-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå äðóãîå òîæäåñòâî äëèíû 4, õàðàêòåðèçóþùåå êâàçè-
ãðóïï, èçîòîïíûõ êîììóòàòèâíûì ãðóïïàì, ìîæíî ïðèâåñòè ê òîæäåñòâàì
âèäà 1) - 6).

À.À.Ãâàðàìèÿ62,63 ïîêàçàë, ÷òî êëàññ êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì èç
ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïï, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì êâàçèãðóïï. Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî äëÿ êëàññà êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ
ëóïàì èç íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëóï, à èìåííî, êëàññ êâàçèãðóïï, èçîòîï-
íûõ ëóïàì èç ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëóï, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì êâàçèãðóïï.
Åñëè îáîçíà÷èì ÷åðåç L - íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå ëóï, à ÷åðåç JL - ìíî-
ãîîáðàçèå êâàçèãðóïï, èçîòîïíûå ëóïàì èç L , òî êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì,
÷òî ìíîãîîáðàçèå JL êîíå÷íî áàçèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷-
íî áàçèðóåìî ìíîãîîáðàçèå L . Ô.Í.Ñîõàöêèé64 èçó÷àë èçîòîïíûå çàìûêàíèÿ
êëàññîâ ãðóïï.

Ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð è èõ ñâîáîäíûå àëãåáðû â òàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ, êàê ãðóïïû, ïîëóãðóïïû, êîëüöà, àëãåáðû Ëè õîðîøî èçó÷åíû è ïîëó-
÷åí ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè65. Â òåîðèè êâàçèãðóïï, îäíàêî,
ñâîáîäíûå îáúåêòû è ìíîãîîáðàçèÿ êâàçèãðóïï ìàëî èçó÷åíû. Ïîæàëóé, ïåð-
âûå ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàäëåæàò Ì.Ì.Ãëóõîâó, À.À.Ãâàðàìèè è

62Ãâàðàìèÿ À.À. Îá èçîòîïèè ìåæäó ãðóïïàìè è êâàçèãðóïïàìè. IV Âñåñîþçíûé ñèìïîçèóì ïî òåîðèè
ãðóïï. Òåçèñû äîêëàäîâ. Ì., 1984, ñ.184-185.

63Ãâàðàìèÿ À.À. Àêñèîìàòèçèðóåìûå êëàññû êâàçèãðóïï è ìíîãîñîðòíàÿ àëãåáðà. Äèññ. äîêò.ôèç.-ìàò.
íàóê. - Ñóõóìè, 1985.

64Ñîõàöêèé Ô.Í. Àññîöèàòû è ðàçëîæåíèÿ ìíîãîìåñòíûõ îïåðàöèé. Äèññ. äîêò.ôèç.-ìàò. íàóê, -Êèåâ,
2006.

65Ñìèðíîâ Ä.Ì. Ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð. Íîâîñèáèðñê, 1992.
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Ò.Èâýíñó.66,67,68,69,70,71,72,73 Îäíàêî, ìíîãèå âîïðîñû è çàäà÷è òåîðèè ìíîãîîá-
ðàçèé êâàçèãðóïï, äàæå äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ êâàçèãðóïï, íå èññëåäîâàíû.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ìíîãîîáðàçèÿ êâàçèãðóïï
â öåëîì è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ êâàçèãðóïï. Çäåñü âàæíî îò-
ìåòèòü òåîðåìó Ãëóõîâà-Ãâàðàìèè îá R-ìíîãîîáðàçèÿõ êâàçèãðóïï è ëóï, ãäå
äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì ðàâåíñòâà ñëîâ, èçîìîðôèç-
ìà è âõîæäåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ êâàçèãðóïï è ëóï, òåîðåìó Ò.Èâåíñà
î âëîæåíèè, ðàáîòû Ò.Êåïêè, Ï.Íåìåö, ß.Åæåê, À.Äðàïàë.74,75,76,77 Íî, êàê
çàìåòèë Ì.Ì.Ãëóõîâ â ñâîåì äîêëàäå íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿ-
ùåííîé 100-ëåòèþ ïðîôåññîðà À.Ã.Êóðîøà (Ìîñêâà, 2008 ã.), ïðîáëåìà îïè-
ñàíèÿ ñâîáîäíûõ êâàçèãðóïï äàæå â ìíîãîîáðàçèÿõ êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ
ãðóïïàì, îñòàåòñÿ îòêðûòîé.78

Âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, ìîæíî îòíåñòè ê îáîñíîâàíèþ è àê-
òóàëüíîñòè âûáðàííîé òåìû äèññåðòàöèè.

Àâòîð äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî êîí-
ñóëüòàíòà, ïðîôåññîðà À.Â.Ìèõàëåâà, çàñëóæåííîãî ïðîôåññîðà ÌÃÓ
Â.Í.Ëàòûøåâà, êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ã.Á.Áåëÿâñêóþ è äîê-
òîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Â.À.Ùåðáàêîâà çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è
âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó.

Öåëü ðàáîòû. Öåëü äèññåðòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
• èññëåäîâàòü ëèíåéíûå, àëèíåéíûå, îäíîñòîðîííèå ëèíåéíûå (àëèíåé-
íûå) è áëèçêèå ê íèì êâàçèãðóïïû;

66Ãëóõîâ Ì.Ì., Ãâàðàìèÿ À.À. Îá àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåìàõ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ êâàçèãðóïï. -
ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1967, òîì 177, �1, ñ.14-16.

67Ãëóõîâ Ì.Ì., Ãâàðàìèÿ À.À. Ðåøåíèå îñíîâíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì â íåêîòîðûõ êëàññàõ êâà-
çèãðóïï ñ òîæäåñòâàìè. - Ñèá. ìàò. æ. 1969, òîì 10, �2, ñ.297-317.

68Ãëóõîâ Ì.Ì. R-ìíîãîîáðàçèÿ êâàçèãðóïï è ëóï. - Âîïðîñû òåîðèè êâàçèãðóïï è ëóï. Êèøèíåâ, 1971,
ñ.37-47.

69Evans T. The word problem for absract algebras. - J.London Math.Soc., 1951, vol.28, �1, 64-67.
70Evans T. On multiplicative systems de�ned by generators and relations, I.Normal form theorem. -

Proc.Cambridge Philos.Soc. 1951, vol. 47, p.637-649.
71Evans T. On multiplicative systems de�ned by generators and relations, II.Monogenic loops. - Proc.Cambridge

Philos.Soc. 1953, vol. 49, p.579-589.
72Evans T. The isomorphism problem for some classes of multiplicative systems. - Trans. Amer. Math. Soc.

1963, vol. 109, p. 303-312.
73Evans T. Abstract mean values. - Duke math. J., 1963, vol.30, p.331-347.
74Drapal A On multiplication groups of relatively free quasigroups isotopic to abelian groups. - Czech. Math.

Journal, 2005, vol.55(130), ð.61-86.
75Jezek J. and Kepka T. Quasigroups, isotopic to a group. - Commentationes math.Universitatis Carolinae.

16.1,1975, ð.59-76.
76Jezek J., Kepka T. and Nemec P. Distributive groupoids, vol.91, se�sit 3 of Rozpravy Ceskoslovenske Academie

V�ED.Academia, Praha, 1981.
77Kepka T. F-quasigroups isotopic to Moufang loops. - Czech. Math. Journal, 1979, vol.29, p.62-83.
78Ì.Ì.Ãëóõîâ. Î ñâîáîäíûõ êâàçèãðóïïàõ íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé è èõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïïàõ.

Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.Ã.Êóðîøà. Òå-
çèñû äîêëàäîâ, Ìîñêâà, 2008, ñ.68-69.
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• îïèñàòü òîæäåñòâà, õàðàêòåðèçóþùèå âñå âûøåíàçâàííûå êëàññû êâà-
çèãðóïï;

• îïèñàòü òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè, ïðèâîäÿùèå ê ðàçëè÷íûì âèäàì
ëèíåéíîñòè è àëèíåéíîñòè êâàçèãðóïï;

• ïîñòðîèòü ñâîáîäíûå ëèíåéíûå êâàçèãðóïïû, äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü
àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû ðàâåíñòâà ñëîâ äëÿ êëàññà ñâîáîäíûõ T -
êâàçèãðóïï è ñâîáîäíûõ ìåäèàëüíûõ êâàçèãðóïï;

• îïèñàòü ñòðîåíèå àâòîòîïèé, àíòèàâòîòîïèé è ýíäîòîïèé ëèíåéíûõ,
àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï, êâàçèãðóïï ñìåøàííîãî òèïà ëèíåéíîñòè è Ò-
êâàçèãðóïï;

• èññëåäîâàòü óñëîâèÿ ïðîñòîòû ëèíåéíûõ è àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï;

• ðåøèòü àíàëîã ïðîáëåìû Áðàêà-Áåëîóñîâà îá óñëîâèÿõ íîðìàëüíîñòè
êîíãðóýíöèé â îäíîñòîðîííèõ ãðóïïîèäàõ ñ äåëåíèåì (ñ ñîêðàùåíèåì);

• íàéòè óñëîâèÿ ïðîñòîòû ãðóïïîèäîâ ñ äåëåíèåì (ñ ñîêðàùåííèåì);

• èññëåäîâàòü ëèíåéíûå ãðóïïîèäû è ãðóïïîèäû ñ òîæäåñòâîì Ìóôàíã.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿëèñü àëãåáðàè÷åñêèå è êîì-
áèíàòîðíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì ìåòîäû
èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
- ââåäåíû è ïîäðîáíî èññëåäîâàíû íîâûå êëàññû êâàçèãðóïï - àëèíåéíûå

êâàçèãðóïïû, êâàçèãðóïïû ñìåøàííîãî òèïà ëèíåéíîñòè, îäíîñòîðîííèå ëè-
íåéíûå (àëèíåéíûå) êâàçèãðóïïû, îïèñàíû òîæäåñòâà íàçâàííûõ êëàññîâ è
âñåõ òèïîâ ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï (âñåãî 11 òèïîâ, â èòîãå ðåøåíà çàäà÷à
Â.Ä.Áåëîóñîâà îá îïèñàíèè òîæäåñòâ, õàðàêòåðèçóþùèõ óïîìÿíóòûå êëàñ-
ñû );

- îïèñàíû òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè, ïðèâîäÿùèå ê ðàçëè÷íûì âèäàì
ëèíåéíîñòè êâàçèãðóïï;

- ïîñòðîåíû ñâîáîäíûå ëèíåéíûå êâàçèãðóïïû è äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü
àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû ðàâåíñòâà ñëîâ äëÿ êëàññà ñâîáîäíûõ T-êâàçèãðóïï
è ñâîáîäíûõ ìåäèàëüíûõ êâàçèãðóïï;

- ðåøåí àíàëîã ïðîáëåìû Áðàêà-Áåëîóñîâà îá óñëîâèÿõ íîðìàëüíîñòè êîí-
ãðóýíöèé îäíîñòîðîííèõ ãðóïïîèäîâ ñ äåëåíèåì (ñ ñîêðàùåíèåì);

- ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ êâàçèãðóïïîâûõ òîæäåñòâ èç íåêîòîðîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ëóï;
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- íàéäåíû óðàâíîâåøåííûå è íåóðàâíîâåøåííûå òîæäåñòâà, õàðàêòåðèçó-
þùèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ T-êâàçèãðóïï;

- ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðîñòîòû ëèíåéíûõ
(àëèíåéíûõ) êâàçèãðóïï, îäíîñòîðîííèõ ãðóïïîèäîâ ñ äåëåíèåì (ñ ñîêðàùå-
íèåì);

- îïèñàíî ñòðîåíèå àâòîòîïèé, àíòèàâòîòîïèé è ýíäîòîïèé ëèíåé-
íûõ, àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï, êâàçèãðóïï ñìåøàííîãî òèïà ëèíåéíîñòè è T-
êâàçèãðóïï;

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëè÷-
íûõ ðàçäåëàõ îáùåé òåîðèè êâàçèãðóïï è íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì. Èìåþòñÿ ïðèëîæåíèÿ òåîðèè êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì â òåî-
ðèè êîäèðîâàíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âêëþ÷åííûå â äàííóþ äèññåð-
òàöèîííóþ ðàáîòó ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è
íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

- Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî àëãåáðå, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè À.È.Øèð-
øîâà, Áàðíàóë, 1991ã.;

- XXVII êîíôåðåíöèÿ ôàêóëüòåòîâ ôèç-ìàò. è åñò. íàóê, Óíèâåðñèòåò
Äðóæáû Íàðîäîâ èì Ï.Ëóìóìáû, Ìîñêâà, 13-18 ìàÿ 1991 ã;

- XXVIII êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ Óíèâåðñèòåòà Äðóæáû Íàðîäîâ
èì. Ï.Ëóìóìáû, Ìîñêâà, 1992ã.;

- Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè ãðóïï, Òèìèøîàðà, Ðóìûíèÿ,
1992ã.;

- Òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî àëãåáðå ïàìÿòè Ì.È.Êàðãàïîëîâà
(1928-1976), Êðàñíîÿðñê, 1993ã.;

- Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ Loops'99, Ïðàãà, ×åõèÿ, 27 èþëÿ - 1 àâãóñòà,
1999ã.;

- Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ Loops'2007, Ïðàãà, ×åõèÿ, 19-25 àâãóñòà
2007ã.;

- VII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî àëãåáðå è ëîãèêå, Þãîñëàâèÿ, 21-23
ñåíòÿáðÿ 1998ã.;

- Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ Ìîëäîâû ïî ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå,
Êèøèíåâ, 1998ã.;

- Ñåìèíàðû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÀÍ Ðåñïóáëèêè Ìîë-
äîâà, 1988-1993, 1998-2000, 2003-2007ãã.;

- Åæåãîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ è èññëåäîâàòåëåé Ðåñïóáëèêè
Òàäæèêèñòàí, Äóøàíáå, 1999-2007ãã.;
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- Åæåãîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ Òàäæèêñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî íàöèî-
íàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, 2005-2009ãã.;

- Ñåìèíàðû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÀÍ Ðåñïóáëèêè Òàäæèêèñòàí, 2005-
2009ãã.;

- Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ: Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ
â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, Êèøèíåâ, 21-23 àâãóñò 2007ã.;

- Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ïàìÿòè À.Ã.Êóðîøà,
ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 27 ìàÿ - 3 èþíÿ 2008ã.;

- Ñåìèíàð ïî àëãåáðå íà êàôåäðå âûñøåé àëãåáðûÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, 2008ã.;

- Ìåæäóíàðîäíûé àëãåáðàè÷åñêèé ñåìèíàð, ïîñâÿùåííûé 80-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà À.È.Êîñòðèêèíà, ÌÃÓ
èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 24-26 ôåâðàëÿ 2009ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 35 ðàáî-
òàõ àâòîðà, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1-35].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è
ïÿòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 32 ïàðàãðàôà, îáçîðà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñïèñêà
öèòèðîâàííîé ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè 201 ñòðàíèöà, áèáëèî-
ãðàôèÿ âêëþ÷àåò 183 íàèìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
Äèññåðòàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ââåäåíèÿ. Â íåì îñâåùàåòñÿ àêòóàëüíîñòü âû-

áðàííîé òåìû äèññåðòàöèè, öåëü ðàáîòû, àïðîáàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
è êðàòêîå èçëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ãëàâå I �Êâàçèãðóïïû ñ óñëîâèÿìè ëèíåéíîñòè� èçó÷àþòñÿ âñå
òèïû ëèíåéíûõ, àëèíåéíûõ, îäíîñòîðîííèõ, ëèíåéíûõ ñìåøàííûõ òèïîâ êâà-
çèãðóïï, óñòàíàâëèâàåòñÿ èõ âçàèìîñâÿçü, èññëåäóþòñÿ íîâûå (îáîáùåííûå)
ãðóïïû ðåãóëÿðíûõ ïîäñòàíîâîê êâàçèãðóïï è èõ èçîòîïîâ, â ÷àñòíîñòè âñåõ
òèïîâ ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï, ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè ïðîñòîòû ëèíåéíûõ è àëè-
íåéíûõ êâàçèãðóïï. Êðîìå òîãî, èññëåäîâàíû ýíäîìîðôèçìû, àâòîòîïèè, àí-
òèàâòîòîïèè è äðóãèå âèäû ìîðôèçìîâ âûøåíàçâàííûõ êâàçèãðóïï. ×àñòü
ðåçóëüòàòîâ ãëàâû I, II, III è V ïîëó÷åíà â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Ã.Á.Áåëÿâñêîé.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1. Ëèíåéíàÿ (àëèíåéíàÿ) ñëåâà è ñïðàâà êâàçèãðóïïà
(Q, ·) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé (àëèíåéíîé) êâàçèãðóïïîé.

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Ëèíåéíàÿ ñëåâà (ñïðàâà) êâàçèãðóïïà (Q, ·) xy = ϕx+c-
+ βy (xy = αx + c + ψy) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñïðàâà (ñëåâà), åñëè è òîëüêî
åñëè ïîäñòàíîâêà β (α) ÿâëÿåòñÿ êâàçèàâòîìîðôèçìîì ãðóïïû (Q, +) .

Êâàçèàâòîìîðôèçì (àíòèêâàçèàâòîìîðôèçì) êâàçèãðóïïû (Q, ·) - ýòî ãëàâ-
íàÿ êîìïîíåíòà γ àâòîòîïèè (àíòèàâòîòîïèè) T = (α, β, γ) êâàçèãðóïïû
(Q, ·) , òî åñòü γ(xy) = αx · βy (γ(xy) = αy · βx).
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Ëþáîé êâàçèàâòîìîðôèçì ãðóïïû (Q, +) èìååò âèä γ = R̃sγ0x = L̃sγ
′
0x,

ãäå γ0, γ
′
0 - àâòîìîðôèçìû ãðóïïû (Q, +) , R̃sx = x + s , L̃sx = s + x , s ∈ Q19 .

Ñëåäñòâèå 1.2.2. Àëèíåéíàÿ ñëåâà (ñïðàâà) êâàçèãðóïïà (Q, ·) xy = ϕ̄x+
c+βy (xy = αx+c+ ψ̄y) ÿâëÿåòñÿ àëèíåéíîé ñïðàâà (ñëåâà), åñëè è òîëüêî
åñëè ïîäñòàíîâêà β (α) ÿâëÿåòñÿ àíòèêâàçèàâòîìîðôèçìîì ãðóïïû (Q, +).

Ïðåäëîæåíèå 1.2.2. Ëèíåéíàÿ ñëåâà (ñïðàâà) è àëèíåéíàÿ ñëåâà (ñïðàâà)
êâàçèãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ëåâîé (ïðàâîé) Ò-êâàçèãðóïïîé.

Ñëåäñòâèå 1.2.3. Åñëè êâàçèãðóïïà (Q, ·) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ êâà-
çèãðóïïîé ñìåøàííîãî òèïà I è II ðîäà, òî åñòü xy = ϕ1x + c + ψ̄1y è
xy = ϕ2x ⊕ c2 ⊕ ψ̄2y, ãäå ϕ1 ∈ Aut(Q, +), ψ̄1 - àíòèàâòîìîðôèçì ãðóïïû
(Q, +), ϕ2 ∈ Aut(Q,⊕), ψ̄2 - àíòèàâòîìîðôèçì ãðóïïû (Q,⊕), òîãäà (Q, ·)
ÿâëÿåòñÿ T-êâàçèãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ïîäñòàíîâêà λ (ñîîòâåòñòâåííî ρ, ϕ) ìíîæåñòâà
Q íàçûâàåòñÿ ëåâîé ( ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîé, ñðåäíåé) ðåãóëÿðíîé ïîäñòà-
íîâêîé êâàçèãðóïïû(Q, ·), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà λ∗ (ρ∗, ϕ∗),
÷òî λx · y = λ∗(xy) (x · ρy = ρ∗(xy), ϕx · y = x · ϕ∗y) äëÿ âñåõ x, y ∈ Q19.

Ïîäñòàíîâêà λ∗ (ρ∗, ϕ∗) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ïîäñòàíîâêå λ (ρ, ϕ).
Ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ïîäñòàíîâêàìè λ (ρ, ϕ), è ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ñî-
ïðÿæåííûìè èì ïîäñòàíîâêàìè λ∗ (ρ∗, ϕ∗), îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
L (R, Φ) è L∗ (R∗, Φ∗) . Èçâåñòíî, ÷òî L ∼= L∗, R ∼= R∗, Φ ∼= Φ∗.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. Ïóñòü (Q, ·) - ëèíåéíàÿ ñëåâà (ñïðàâà) êâàçèãðóïïà:
xy = ϕx + c + βy (xy = αx + c + ψy),=,<,F ,F∗ - ñîîòâåòñòâåííî, ãðóïïû
ëåâûõ, ïðàâûõ, ñðåäíèõ è ñîïðÿæåííûõ ê ñðåäíèì ðåãóëÿðíûõ ïîäñòàíîâîê
ãðóïïû (Q, +). Òîãäà

L = L∗ = =, Φ = F (R = R∗ = <, Φ∗ = F∗).

Â ëèíåéíîé êâàçèãðóïïå ñ ãðóïïîé óìíîæåíèÿ G(·), òî åñòü c ãðóïïîé, ïî-
ðîæäåííîé ëåâûìè è ïðàâûìè òðàíñëÿöèÿìè êâàçèãðóïïû (Q, ·),

L = L∗ = =, R = R∗ = <, Φ = F , Φ∗ = F∗,

Φ ∩ Φ∗ = = ∩ < / G(·).

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2. Ïóñòü (Q, ·) - àëèíåéíàÿ êâàçèãðóïïà: xy = ϕ̄x +
c + ψ̄y . Òîãäà

L = R∗ = <, R = L∗ = =, Φ = F∗, Φ∗ = F .
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò êðèòåðèé íîðìàëüíîñòè êîíãðóýí-
öèè ëèíåéíîé (àëèíåéíîé) êâàçèãðóïïû íà ÿçûêå àâòîìîðôèçìîâ ϕ, ψ ∈
Aut(Q, +) (àíòèàâòîìîðôèçìîâ ϕ̄ è ψ̄ ).

Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü (Q, ·) - ëèíåéíàÿ (àëèíåéíàÿ) êâàçèãðóïïà:
xy = ϕx + c + ψy (xy = ϕ̄x + c + ψ̄y), η - êîíãðóýíöèÿ ãðóï-
ïû (Q, +) è ϕ|Kerη, ψ|Kerη (ϕ̄|Kerη, ψ|Kerη) - ñóæåíèå àâòîìîðôèç-
ìîâ ϕ, ψ (àíòèàâòîìîðôèçìîâ ϕ̄, ψ̄) íà ãðóïïó Kerη ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà η êîíãðóýíöèÿ êâàçèãðóïïû (Q, ·) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ϕ|Kerη, ψ|Kerη (ϕ̄|Kerη, ψ̄|Kerη) - ýíäîìîðôèçìû (àíòèýíäîìîðôèç-
ìû) ãðóïïû Kerη . Äàëåå, η - íîðìàëüíàÿ êîíãðóýíöèÿ íà (Q, ·) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ|Kerη, ψ|Kerη (ϕ̄|Kerη, ψ̄|Kerη) - àâòîìîðôèçìû
(àíòèàâòîìîðôèçìû) ãðóïïû Kerη .

Êàê èçâåñòíî45, ðåøåòêà íîðìàëüíûõ êîíãðóýíöèé êâàçèãðóïïû ñîäåðæèò-
ñÿ â ðåøåòêå íîðìàëüíûõ êîíãðóýíöèé ëóïû, ãëàâíî èçîòîïíîé êâàçèãðóïïå,
à èìåííî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.4.2.45 Ïóñòü (Q, ·) - êâàçèãðóïïà, (Q, ◦) - åå LP-èçîòîï:
x ◦ y = R−1

a x · L−1
b y, nCon(·) (nCon(◦)) - ðåøåòêà íîðìàëüíûõ êîíãðóýí-

öèé êâàçèãðóïïû (Q, ·) (ëóïû (Q, ◦)). Òîãäà nCon(·) ⊆ nCon(◦).
Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíàÿ êâàçèãðóïïà

íàä ïðîñòîé ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Îäíàêî, ïðîñòîé ìîæåò îêàçàòüñÿ è
êâàçèãðóïïà, ëèíåéíàÿ íàä ãðóïïîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðîñòîé.

Óñòàíîâèì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðîñòîòû ëèíåéíîé (àëèíåé-
íîé) êâàçèãðóïïû. Ñíà÷àëà äàäèì

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ïóñòü ϕ - ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà Q. Ãðóïïó
(Q, +) íàçîâåì ϕ-ïðîñòîé, åñëè â (Q, +) íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîé
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû H òàêîé, ÷òî ϕH = H.

Èç òåîðåìû 1.4.2 ëåãêî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1.4.1. Ïóñòü (Q, ·) - ëèíåéíàÿ (àëèíåéíàÿ) êâàçèãðóïïà:

xy = ϕx + c + ψy (xy = ϕ̄x + c + ψ̄y).

Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà (Q, +)
ϕ-ïðîñòàÿ èëè ψ -ïðîñòàÿ (ϕ̄-ïðîñòàÿ èëè ψ̄ -ïðîñòàÿ).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ϕ, ψ - âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû(Q, +) , òî

nCon(·) = nCon(◦).
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ãðóïïà (Q, +) èìååò íåòðèâèàëüíûé öåíòð (êîììó-

òàíò), òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ (àëèíåéíàÿ) íàä íåé êâàçèãðóïïà íåïðîñòàÿ.
Ñóùåñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î íîðìàëüíîñòè êîíãðóýíöèè ëèíåéíûõ êâà-

çèãðóïï ìîæíî èçâëå÷ü ïîñðåäñòâîì àâòîìîðôèçìîâ ϕ è ψ. Äåëî â òîì, ÷òî
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åñëè àâòîìîðôèçìû ϕ, ψ àáåëåâîé ãðóïïû (Q, +) èìåþò êîíå÷íûå ïîðÿä-
êè, òî âñÿêàÿ êîíãðóýíöèÿ Ò-êâàçèãðóïïû (Q, ·) : xy = ϕx + c + ψy ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé38. Ýòîò ôàêò âåðåí òàêæå äëÿ ëèíåéíûõ (àëèíåéíûõ) êâàçèãðóïï,
à èìåííî

Òåîðåìà 1.4.3. Ïóñòü (Q, ·) - ëèíåéíàÿ (àëèíåéíàÿ) êâàçèãðóïïà: xy =
= ϕx + c + ψy (xy = ϕ̄x + c + ψ̄y), ïðè÷åì ϕ, ψ (ϕ̄, ψ̄) èìåþò êîíå÷íûå
ïîðÿäêè. Òîãäà âñÿêàÿ êîíãðóýíöèÿ íà (Q, ·) íîðìàëüíà.

Ïðåäëîæåíèå 1.6.1. Ïîëóãðóïïû ýíäîìîðôèçìîâ ïàðàñòðîôíûõ êâàçè-
ãðóïï ñîâïàäàþò: End (Q, ·) = End (Q,σ (·)), ãäå (Q, ·) - íåêîòîðàÿ êâàçè-
ãðóïïà, (Q,σ (·)) - åå ïàðàñòðîô, End (Q, ·) (End (Q,σ (·))) - ïîëóãðóïïà ýí-
äîìîðôèçìîâ êâàçèãðóïïû (è ñîîòâåòñòâåííî ïîëóãðóïïà ýíäîìîðôèçìîâ åå
ïàðàñòðîôà).

Ñëåäñòâèå 1.6.1. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ïàðàñòðîôíûõ êâàçèãðóïï ñîâ-
ïàäàþò: Aut (Q, ·) = Aut (Q,σ (·)) .

Íàïîìíèì, ÷òî òðîéêà T = (α, β, γ) îòîáðàæåíèé êâàçèãðóïïû (Q, ·) â
ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ýíäîòîïèåé êâàçèãðóïïû (Q, ·) , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
γ(xy) = αx · βy, äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Q . Â ñëó÷àå, êîãäà α = β = γ , òî òðîéêà
T = (γ, γ, γ) íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì êâàçèãðóïïû (Q, ·) .

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîòîïèé êâàçèãðóïïû (Q, ·) îáðàçóþò ïî-
ëóãðóïïó ñ åäèíèöåé. Îáîçíà÷èì ýòó ïîëóãðóïïó ÷åðåç Ent(Q, ·) .

Òåîðåìà 1.6.2. Åñëè êâàçèãðóïïû (Q, ·) è (Q, ◦) èçîòîïíû:
γ(x ◦ y) = αx · βy, (◦) = (·)T, T = (α, β, γ), òî èõ ïîëóãðóïïû ýíäîòîïèé
ñîïðÿæåíû:

Ent(Q, ·) = T−1Ent(Q, ◦)T.

Òåîðåìà 1.6.3. Ëþáîé êâàçèýíäîìîðôèçì γ ãðóïïû (Q, +) èìååò âèä

γ = R̃sγ◦, (2)

ãäå γ◦ ∈ End(Q, +), s ∈ Q, è îáðàòíî, îòîáðàæåíèå γ , îïðåäåëÿåìîå ðàâåí-
ñòâîì (2), áóäåò êâàçèýíäîìîðôèçìîì ãðóïïû (Q, +).

Ñëåäñòâèå 1.6.2.19 Ëþáîé êâàçèàâòîìîðôèçì γ ãðóïïû (Q, +) èìååò
âèä

γ = R̃sγ◦, (3)

ãäå γ◦ ∈ Aut(Q, +), s ∈ Q, è îáðàòíî, îòîáðàæåíèå γ , îïðåäåëÿåìîå ðàâåí-
ñòâîì (3), áóäåò êâàçèàâòîìîðôèçìîì ãðóïïû (Q, +).

Ñëåäñòâèå 1.6.3. Ïóñòü γ - êâàçèýíäîìîðôèçì ãðóïïû (Q, +). Òîãäà
γ ∈ End(Q, +) ⇔ γ0 = 0, ãäå 0 - íóëåâîé ýëåìåíò ãðóïïû (Q, +).
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Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòðîåíèå ýíäîòîïèé, àâòîòî-
ïèé ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ, àëèíåéíûõ, ñìåøàííûõ ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï è
Ò-êâàçèãðóïï.

Òåîðåìà 1.6.4. Ëþáàÿ ýíäîòîïèÿ ëèíåéíîé êâàçèãðóïïû (Q, ·),
xy = ϕx + c + ψy èìååò âèä:

P = (R̃cL̃ϕaϕθϕ−1R̃−c, R̃ψbψθψ−1, L̃aR̃bθ), (4)

ãäå ϕ, ψ ∈ Aut(Q, +), θ ∈ End(Q, +), a, b, c ∈ Q.

Àíàëîãè÷íî, ëþáàÿ ýíäîòîïèÿ àëèíåéíîé êâàçèãðóïïû (Q, ·) : xy = ϕ̄x +
c + ψ̄y èìååò âèä:

P =
(
R̃dϕθϕ−1R̃−c, L̃ψbψθψ

−1
, L̃aR̃bθ

)
, (5)

ãäå ϕ̄, ψ̄ - àíòèàâòîìîðôèçìû ãðóïïû (Q, +), θ ∈ End(Q, +), a, b, c, d ∈ Q,
d = ϕ̄a + c.

Ñëåäñòâèå 1.6.4. Ëþáàÿ àâòîòîïèÿ ëèíåéíîé êâàçèãðóïïû (Q, ·),
xy = ϕx + c + ψy èìååò âèä:

P = (R̃cL̃ϕaϕθϕ−1R̃−c, R̃ψbψθψ−1, L̃aR̃bθ), (6)

ãäå ϕ, ψ, θ ∈ Aut(Q, +), a, b, c ∈ Q.

Àíàëîãè÷íî, ëþáàÿ àâòîòîïèÿ àëèíåéíîé êâàçèãðóïïû (Q, ·) : xy = ϕ̄x +
c + ψ̄y èìååò âèä:

P =
(
R̃dϕθϕ−1R̃−c, L̃ψbψθψ

−1
, L̃aR̃bθ

)
. (7)

Ñëåäñòâèå 1.6.5. Ëþáîé ýíäîìîðôèçì γ Ò-êâàçèãðóïïû (Q, ·) ,

xy = ϕx + c + ψy ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

γ = R̃c+ϕaϕθϕ−1R̃c = R̃ψbψθψ−1 = L̃aR̃bθ,

ãäå
(
L̃aθ, R̃bθ, L̃aR̃bθ

)
- íåêîòîðàÿ ýíäîòîïèÿ ãðóïïû (Q, +).

Ïðåäëîæåíèå 1.6.2. Ïóñòü (Q, ·) è (Q, ◦) - ëèíåéíûå íàä ãðóïïîé (Q, +)
êâàçèãðóïïû: xy = ϕ1x + c1 + ψ1y, x ◦ y = ϕ2x + c2 + ψ2y è γ ∈ End (Q, +) .

Òîãäà ýíäîìîðôèçì γ ãðóïïû (Q, +) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êâàçèãðóïï
(Q, ·) è (Q, ◦) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

γϕ1 = ϕ2γ, γψ1 = ψ2γ, γ (c1) = c2.

Ïðåäëîæåíèå 1.6.3. Ïóñòü (Q, ·) è (Q, ◦) - ëèíåéíûå íàä ãðóïïîé (Q, +)
êâàçèãðóïïû: xy = ϕ1x + c1 + ψ1y, x ◦ y = ϕ2x + c2 + ψ2y, γ - ãîìîìîðôèçì
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(Q, ·) â (Q, ◦): γ (xy) = γx ◦ γy. Òîãäà ãîìîìîðôèçì γ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

γ = ϕ−1
2 R̃−c2

L̃aθR̃−c1
ϕ1 = ψ−1

2 R̃bθβψ1 = L̃aR̃bθ.

Ïðåäëîæåíèå 1.6.4. Ïóñòü (Q, ·) - Ò-êâàçèãðóïïà: xy = ϕx + c + ψy.
Êâàçèýíäîìîðôèçì γ = R̃dθ êâàçèãðóïïû (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì
êâàçèãðóïïû (Q, ·) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

θ ∈ CEnd(Q,+) < ϕ, ψ >, θc− c = δd, δ = ϕ + ψ − ε.

Òåîðåìà 1.7.2. Ëþáàÿ àíòèàâòîòîïèÿ ãðóïïû (Q, +) èìååò âèä:
T = (L̃a, R̃b, L̃aR̃b)θ̄, (8)

ãäå θ̄ - àíòèàâòîìîðôèçì ãðóïïû (Q, +), a, b - ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû
èç Q.

Ãëàâà II �Òîæäåñòâà â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ëèíåéíûõ è àëèíåé-
íûõ� öåëèêîì ïîñâÿùåíà âûïîëíåíèþ òîæäåñòâ è òîæäåñòâ ñ ïîäñòàíîâêàìè
â êâàçèãðóïïàõ.

Â ïóíêòàõ 2.2.1., 2.2.2. ðàññìàòðèâàþòñÿ ÿäðà è öåíòð â íàçâàííûõ è áëèç-
êèõ ê íèì êëàññàõ êâàçèãðóïï. Íîâûå ïîíÿòèÿ ÿäåð è öåíòðà êâàçèãðóïï,
ââåäåííûå Ã.Á.Áåëÿâñêîé, ïîçâîëÿþò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàñêðûòü âíóòðåííþþ
õàðàêòåðèñòèêó êâàçèãðóïï, à ñ äðóãîé, äàþò âîçìîæíîñòü îõàðàêòåðèçîâàòü
ëèíåéíûå è áëèçêèå ê íèì êâàçèãðóïïû íà ÿçûêå òîæäåñòâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì îäíîé èç ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ Â.Ä.Áåëîóñîâà (ïóíêò 2.2.3.). Ëîãè÷å-
ñêèì ïðîäîëæåíèåì èçâåñòíîé òåîðåìû Ã.Á.Áåëÿâñêîé î ñâÿçè ìåæäó öåíòðîì
êâàçèãðóïï è Ò-êâàçèãðóïï (îïèñàíèå Ò-êâàçèãðóïï ïîñðåäñòâîì ñèñòåìû èç
äâóõ òîæäåñòâ) ÿâèëîñü òî, ÷òî êàê ëèíåéíûå, òàê è àëèíåéíûå êâàçèãðóï-
ïû îõàðàêòåðèçîâàíû îäíèì òîæäåñòâîì (Òåîðåìà 2.4.1., 2.4.2). Â ðàáîòå
ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå óðàâíîâåøåííûõ òîæäåñòâ â êâàçèãðóïïàõ, íà-
÷àòîå Â.Ä.Áåëîóñîâûì; âûäåëÿþòñÿ íåêîòîðûå ìíîãîîáðàçèÿ ëåâûõ (ïðàâûõ)
T -êâàçèãðóïï (äâóñòîðîííèõ) T -êâàçèãðóïï, õàðàêòåðèçóåìûå òîæäåñòâàìè è
çàâèñÿùèå îò ïîðÿäêà îïðåäåëÿþùèõ àâòîìîðôèçìîâ àáåëåâîé ãðóïïû, ïðèâî-
äÿòñÿ êðèòåðèè âûïîëíåíèÿ íåóðàâíîâåøåííûõ òîæäåñòâ â T -êâàçèãðóïïàõ.

Òåîðèÿ òîæäåñòâ â àëãåáðàõ èìååò äâà âçàèìîñâÿçàííûõ àñïåêòà: òîæäåñòâà
è àëãåáðà. Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó èìååòñÿ äâà ãëîáàëüíûõ âîïðîñà:

1) îïèñàòü àëãåáðû ñ òîæäåñòâàìè;
2) îïèñàòü òîæäåñòâà â àëãåáðàõ.
Îòìåòèì, ÷òî èìåííî âî âòîðîé ÷àñòè âîïðîñà óäàëîñü îõàðàêòåðèçîâàòü

êëàññû ëèíåéíûõ, àëèíåéíûõ, ñìåøàííûõ ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï, îäíîñòîðîí-
íèõ ëèíåéíûõ è àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï, Ò-êâàçèãðóïï è áëèçêèõ ê íèì êâà-
çèãðóïï ïîñðåäñòâîì òîæäåñòâà èëè ñèñòåìû òîæäåñòâ (òåîðåìû 2.3.1 - 2.3.5,
2.4.1, 2.4.2).
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Òåîðåìà 2.1.1. 1) Â ëèíåéíîé ñëåâà (ñïðàâà) êâàçèãðóïïå (Q, ·)

Nl(h) = Q (Nr(h) = Q).

2) Â ëèíåéíîé êâàçèãðóïïå (Q, ·) xy = ϕx + c + ψy,

Nl(h) = Q = Nr(h), Nm(h) = Zh = Z + h, θz(·) = θz(+).

3) B àëèíåéíîé êâàçèãðóïïå xy = ϕ̄x + c + ψ̄y,

Nl(h) = Nr(h) = Nm(h) = Zh = Z + h, θz(·) = θz(+),

ãäå Nl(h), Nr(h), Nm(h), Zh - ñîîòâåòñòâåííî ëåâîå, ïðàâîå, ñðåäíåå ÿäðà
è h-öåíòð êâàçèãðóïïû (Q, ·), Z - öåíòð ãðóïïû (Q, +), θz(·) - íîðìàëüíàÿ
êîíãðóýíöèÿ (Q, ·), θz(+) - êîíãðóýíöèÿ öåíòðà ãðóïïû (Q, +).

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü (Q, ·) - êâàçèãðóïïà, (Q, ◦) - ãëàâíî èçîòîïíàÿ åé
ëóïà: xy = ϕx ◦ ψy , ãäå ϕ, ψ ∈ Aut(Q, ◦) . Òîãäà

1) Nl(h) = Ñl(h), Nr(h) = Ñr(h), 2) θz(·) = θz(◦).
Òåîðåìà 2.1.3. Ïóñòü (Q, ·) - ëåâîäèñòðèáóòèâíàÿ êâàçèãðóïïà, èçîòîï-

íàÿ ãðóïïå (Q, +). Òîãäà
1) R = R∗ = <, L = ϕ−1=ϕ, L∗ = =, Φ = ϕ−1Fϕ, Φ∗ = F∗,
2) Nr(h) = Q,

3) Nl(h) = Nm(h) = Zh = Z + h, θz(·) = θz(+),

ãäå Z - öåíòð ãðóïïû (Q, +).

Ã.Á.Áåëÿâñêîé79 äîêàçàíî, ÷òî êâàçèãðóïïà (Q, ·) òîãäà è òîëüêî òîãäà ñîâ-
ïàäàåò ñî ñâîèì öåíòðîì, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ Ò-êâàçèãðóïïîé, òî åñòü êâàçè-
ãðóïïîé, ëèíåéíîé íàä àáåëåâîé ãðóïïîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçü
èìååò ìåñòî ìåæäó ñîâïàäåíèåì ÿäåð ñ êâàçèãðóïïîé è åå ñîîòâåòñòâóþùåé
ëèíåéíîñòüþ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.1, åñëè (Q, ·) - ëèíåéíàÿ ñëåâà (ñïðàâà) êâàçèãðóïïà,
òî åå ëåâîå (ïðàâîå) h-ÿäðî, à â ëèíåéíîé êâàçèãðóïïå è ëåâîå è ïðàâîå h-
ÿäðà ñîâïàäàþò ñ Q . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÿäðà, ââåäåííûå Ã.Á.Áåëÿâñêîé, áîëåå
òåñíî ñâÿçàíû ñ ëèíåéíîñòüþ, à èìåííî, êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé ñëåâà (ñïðàâà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ëåâûì
(ïðàâûì) h-ÿäðîì; ëèíåéíà, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ñîâïàäàåò è ñ ëåâûì è ñ
ïðàâûì h-ÿäðàìè. Ñîâïàäåíèå êâàçèãðóïïû (Q, ·) ñ åå ëåâûì, ïðàâûì è ñðåä-
íèì h-ÿäðàìè ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî (Q, ·) - T -êâàçèãðóïïà. Äðóãèå ñëó÷àè
ñîâïàäåíèÿ ÿäåð ñ êâàçèãðóïïîé (Q, ·) òàêæå ïðèâîäÿò ê íåêîòîðûì òèïàì
ëèíåéíîñòè (Q, ·) .

79Áåëÿâñêàÿ Ã.Á. Ò-êâàçèãðóïïû è öåíòð êâàçèãðóïïû. - Ìàò.èññëåäîâ. Êèøèíåâ, Øòèèíöà, 1989,
âûï.111, ñ.24-43.
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Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü Nl(h)(Nr(h)) - ëåâîå (ïðàâîå) h-ÿäðî êâàçèãðóïïû
(Q, ·), òîãäà Nl(h) = Q (Nr(h) = Q), åñëè è òîëüêî åñëè è (Q, ·) - ëèíåéíàÿ
ñëåâà (ñïðàâà) êâàçèãðóïïà, à Nl(h) = Nr(h) = Q, åñëè è òîëüêî åñëè (Q, ·)
- ëèíåéíàÿ êâàçèãðóïïà.

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Åñëè h-ÿäðî Nl(h) (Nr(h))êâàçèãðóïïû (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ
ïîäêâàçèãðóïïîé, òî ýòî ëèíåéíàÿ ñëåâà (ñïðàâà) ïîäêâàçèãðóïïà.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíåå h-ÿäðî Nm(h) êâàçèãðóïïû (Q, ·) ñâÿçàíî ñ îñîáûì
âèäîì ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï, à èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.2.2. Ñðåäíåå h-ÿäðî Nm(h) êâàçèãðóïïû (Q, ·) ñîâïàäàåò ñî
âñåé êâàçèãðóïïîé (Q, ·) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (Q, ·) - êâàçèãðóï-
ïà âèäà xy = ϕ̄αx + c + αy , ãäå ϕ̄ - àíòèàâòîìîðôèçì ãðóïïû (Q, +), α
- ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà Q, c ∈ Q.

Ñëåäñòâèå 2.2.2. Åñëè ñðåäíåå h-ÿäðî Nm(h) êâàçèãðóïïû (Q, ·) - ïîäêâà-
çèãðóïïà, òî ýòà ïîäêâàçèãðóïïà èìååò âèä xy = ϕ̄αx+ c+αy, ãäå (Q′, +) -
ãðóïïà, ϕ̄ - àíòèàâòîìîðôèçì ãðóïïû (Q′, +), α - ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà
Q, Q′ ⊆ Q, c ∈ Q.

Òåîðåìà 2.2.3. Ïóñòü Nl(h), Nr(h), Nm(h) - ëåâîå (ïðàâîå) è ñðåäíåå h-
ÿäðà êâàçèãðóïïû (Q, ·), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Nr(h) = Nm(h) = Q,

(Nl(h) = Nm(h) = Q), åñëè è òîëüêî åñëè êâàçèãðóïïà (Q, ·) èìååò âèä:
xy = ϕ̄x + c + ψy (xy = ϕx + c + ψ̄y), ãäå ϕ, ψ ∈ Aut(Q, +), ϕ̄, ψ̄ - àíòèàâ-
òîìîðôèçìû ãðóïïû (Q, +).

Òåîðåìà 2.2.4. Â êâàçèãðóïïå (Q, ·) Nl(h) = Nr(h) = Nm(h) = Q, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (Q, ·) - T-êâàçèãðóïïà.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âñå óïîìÿíóòûå êëàññû êâàçèãðóïï
ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü òîæäåñòâàìè èëè ñèñòåìîé òîæäåñòâ.

Òåîðåìà 2.3.1. Êëàññ ëèíåéíûõ ñëåâà (ñïðàâà) êâàçèãðóïï ñîñòàâëÿåò
ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ òîæäåñòâîì

[x(u\y)] z = [x(u\u)] (u\yz), (9)
(x [(y/u)z] = (xy/u) [(u/u)z]). (10)

Ñëåäñòâèå 2.3.1. Êëàññ ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï õàðàêòåðèçóåòñÿ ñèñòå-
ìîé èç äâóõ òîæäåñòâ (9) è (10).

Òåîðåìà 2.3.2. Êëàññ êâàçèãðóïï âèäà xy = ϕ̄αx + c + αy , ãäå (Q, +) -
ãðóïïà, ϕ̄ - àíòèàâòîìîðôèçì ãðóïïû (Q, +), α - ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà
Q, c ∈ Q, ñîñòàâëÿåò ìíîãîîáðàçèå, õàðàòåðèçóåìîå òîæäåñòâîì

[u\((x/u)y)]v = y[u\((u\x)v)]. (11)
Ã.Á.Áåëÿâñêîé79 êëàññ T -êâàçèãðóïï îõàðàêòåðèçîâàí ñèñòåìîé èç äâóõ

òîæäåñòâ. Èç òåîðåìû 2.2.4. âûòåêàåò äðóãàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ Ò-êâàçèãðóïï,
à èìåííî,
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Òåîðåìà 2.3.3. Êëàññ Ò-êâàçèãðóïï ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùåé
ñèñòåìîé èç òðåõ òîæäåñòâ:

[x(u\y)] z = [x(u\u)] (u\yz)
x [(y/u)z] = (xy/u) [(u/u)z]
w1 = w2



 , (12)

ãäå â êà÷åñòâå òîæäåñòâà w1 = w2 ìîæíî âçÿòü ëþáîå èç òîæäåñòâ 1)
-6), õàðàêòåðèçóþùèx êëàññ êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ êîììóòàòèâíûì ãðóï-
ïàì (ñì. ñòð.11).

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 2.2.3, êâàçèãðóïïû ñìåøàííîãî òèïà òàêæå ìîæíî õà-
ðàêòåðèçîâàòü ñèñòåìîé òîæäåñòâ

Òåîðåìà 2.3.4. Êëàññ êâàçèãðóïï âèäà xy = ϕ̄x + c + ψy, ãäå ψ ∈
Aut(Q, +), ϕ̄ - àíòèàâòîìîðôèçì ãðóïïû (Q, +), ñîñòàâëÿåò ìíîãîîáðàçèå,
õàðàêòåðèçóåìîå ñëåäóþùåé ñèñòåìîé èç äâóõ òîæäåñòâ

x [(y/u)z] = (xy/u) [(u/u)z]
[u\((x/u)y)] ν = y [u\((u\x)ν)]

}
(13)

Òåîðåìà 2.3.5. Êëàññ êâàçèãðóïï âèäà xy = ϕx + c + ψ̄y, ãäå ϕ ∈
Aut(Q, +), ψ̄ - àíòèàâòîìîðôèçì ãðóïïû (Q, +), ñîñòàâëÿåò ìíîãîîáðà-
çèå, õàðàêòåðèçóåìîå ñëåäóþùåé ñèñòåìîé èç äâóõ òîæäåñòâ

[x(u\y)] z = [x(u\u)] (u/yz)
[u\((x/u)y)] ν = y [(u/((u\x)ν)]

}
(14)

Òåîðåìà Ã.Á.Áåëÿâñêîé79 . Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1). Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ Ò-êâàçèãðóïïîé.
2). Â êâàçèãðóïïå (Q, ·) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

xy · uv = xu · (αuy · v), (15)

xy · uv = (βxv · y) · ux, (16)
ãäå αu, βx - îòîáðàæåíèÿ Q â Q, çàâèñÿùèå îò u è x ñîîòâåòñòâåííî,

x, y, u, v ∈ Q.
Èç (15) è (16) ñëåäóåò, ÷òî αuy = (u\((u/u)y · u))/(u\u),

βxv = ((x((x/x)v))/x)/(x\x), òî åñòü αu è βx - ïîäñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå Q .
Ã.Á.Áåëÿâñêîé è àâòîðîì34 äîêàçàíî, ÷òî òîæäåñòâî (15) ((16)) õàðàêòåðè-

çóåò ìíîãîîáðàçèå ëèíåéíûõ (àëèíåéíûõ) êâàçèãðóïï, à èìåííî, âåðíà ñëåäó-
þùàÿ

Òåîðåìà 2.4.1. Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êâàçèãðóïïîé òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

xy · uv = xu · (αuy · v),
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ãäå αuy = (u\((u/u)y · u))/(u\u) .
Äëÿ àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2.4.2. Êâàçèãðóïïà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ àëèíåéíîé êâàçèãðóïïîé òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

xy · uv = (βxv · y) · ux,

ãäå βxv = ((x((x/x)v))/x)/(x\x).

Ñëåäñòâèå 2.4.1. Òîæäåñòâà (15) è (16) íåçàâèñèìû.
Ñëåäñòâèå 2.4.2. Ìíîãîîáðàçèå Ò-êâàçèãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì

ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíûõ è àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï.
Ïàðàãðàôû 2.5 è 2.6 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ñâÿçè óðàâíîâåøåí-

íûõ òîæäåñòâ ñ ëèíåéíûìè êâàçèãðóïïàìè.
Òîæäåñòâî w1 = w2 â êâàçèãðóïïå (Q, ·) íàçûâàåòñÿ óðàâíîâåøåííûì 33 ,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè x âõîäèò â îäíó ÷àñòü òîæäåñòâà
îäèí ðàç, òî x âõîäèò è â äðóãóþ ÷àñòü, ïðè÷åì òàêæå îäèí ðàç. Òîæäåñòâî
(xy · z)t = x(yz · t) , (xz · y)t = x(yz · t) ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè óðàâíîâåøåí-
íûõ òîæäåñòâ. Óðàâíîâåøåííûå òîæäåñòâà ðàçäåëÿþò íà äâà ðîäà: I ðîäà,
êîãäà ýëåìåíòû â w1 è w2 óïîðÿäî÷åíû îäèíàêîâî (íàïðèìåð, òîæäåñòâî àñ-
ñîöèàòèâíîñòè xy · z = x · yz) è II ðîäà - â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (íàïðèìåð,
êîììóòàòèâíîñòü xy = yx) .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì î êâàçèãðóïïàõ ñ óðàâíîâåøåííûìè òîæäåñòâàìè
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.5.233 . Êâàçèãðóïïà ñ íåñîêðàòèìûì óðàâíîâåøåííûì òîæäå-
ñòâîì èçîòîïíà ãðóïïå.

Â äàëüíåéøåì, ñëåäóÿ Â.Ä.Áåëîóñîâó33 áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêèå âûðàæå-
íèÿ

w = (u1u2 · · · un) = ((· · ·((u1u2)u3) · ··)un−1)un,

w = [u1u2 · · · un] = u1(u2(· · ·(un−2(un−1un)) · ··)).
Ïåðâîå èç íèõ íàçûâàþò ïðàâûì ðàçëîæåíèåì, à âòîðîå - ëåâûì ðàçëîæåíèåì
ñëîâà w.

Äëÿ êâàçèãðóïï ñ óðàâíîâåøåííûìè òîæäåñòâàìè ïðîèçâîëüíîé äëèíû
âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.5.333 . Ïóñòü â êâàçèãðóïïå (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ íåñîêðàòèìîå
óðàâíîâåøåííîå òîæäåñòâî (I-ãî èëè II-ãî ðîäà). Òîãäà (Q, ·) èçîòîïíà íåêî-
òîðîé ãðóïïå (Q, +), ïðè÷åì èçîòîïèÿ èìååò âèä xy = αx + βy, ãäå ïî
êðàéíåé ìåðå, îäíà èç ïîäñòàíîâîê α èëè β ÿâëÿåòñÿ äèàâòîìîðôèçìîì.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñòàíîâêà α íàçûâàåòñÿ äèàâòîìîðôèçìîì ãðóïïû (Q, +) ,
åñëè α ëèáî àâòîìîðôèçì, ëèáî àíòèàâòîìîðôèçì ýòîé ãðóïïû.
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Èç òåîðåìû 2.5.3. (ñ ó÷åòîì ðàññìîòðåííûõ íàìè òèïîâ ëèíåéíîñòè) âûòå-
êàåò ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 2.5.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.5.3 êâàçèãðóïïà (Q, ·) - îäíà èç
ñëåäóþùèõ:

1) xy = αx+ c+ψy (ψ ∈ Aut(Q, +), α- ïîäñòàíîâêà) - ëèíåéíà ñïðàâà,
2) xy = ϕx + c + βy (ϕ ∈ Aut(Q, +), β - ïîäñòàíîâêà) - ëèíåéíà ñëåâà,
3) xy = ϕx + c + ψy (ϕ, ψ ∈ Aut(Q, +)) - ëèíåéíà,
4) xy = αx + c + ψ̄y (ψ̄ - àíòèàâòîìîðôèçì (Q, +), α -ïîäñòàíîâêà) -

àëèíåéíà ñïðàâà,
5) xy = ϕ̄x + c + βy (ϕ̄ - àíòèàâòîìîðôèçì (Q, +), β - ïîäñòàíîâêà) -

àëèíåéíà ñëåâà,
6) xy = ϕ̄x + c + ψ̄y (ϕ̄, ψ̄ - àíòèàâòîìîðôèçìû (Q, +)) - àëèíåéíà,
7) xy = ϕx + c + ψ̄y (ϕ ∈ Aut(Q, +), ψ̄ - àíòèàâòîìîðôèçì (Q, +)) -

ñìåøàííàÿ ëèíåéíàÿ I-ãî ðîäà,
8) xy = ϕ̄x + c + ψy (ψ ∈ Aut(Q, +), ϕ̄ - àíòèàâòîìîðôèçì (Q, +)) -

ñìåøàííàÿ ëèíåéíàÿ II-ãî ðîäà,
9) xy = αx + c + ψy (ψ ∈ Aut(Q, +), α - ïîäñòàíîâêà, ãðóïïà (Q, +) -

àáåëåâà) ïðàâàÿ Ò-êâàçèãðóïïà,
10) xy = ϕx + c + βy (ϕ ∈ Aut(Q, +), β - ïîäñòàíîâêà, ãðóïïà (Q, +) -

àáåëåâà) ëåâàÿ Ò-êâàçèãðóïïà,
11) xy = ϕx + c + ψy (ϕ, ψ ∈ Aut(Q, +), ãðóïïà (Q, +) - àáåëåâà) -

Ò-êâàçèãðóïïà.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ ëåâûõ (ïðàâûõ) Ò-êâàçèãðóïï òàêæå ñîñòàâëÿåò

ìíîãîîáðàçèå, õàðàêòåðèçóåìîå ñèñòåìîé èç äâóõ òîæäåñòâ. Êàê ñëåäñòâèå,
ïîëó÷èì åùå îäíó õàðàêòåðèçàöèþ Ò-êâàçèãðóïï ñèñòåìîé èç òðåõ òîæäåñòâ
II ðîäà.

Òåîðåìà 2.6.1. Êëàññ ëåâûõ Ò-êâàçèãðóïï ñîñòàâëÿåò ìíîãîîáðàçèå, õà-
ðàêòåðèçóåìîå ñëåäóþùåé ñèñòåìîé èç äâóõ òîæäåñòâ:

[x(u\y)] z = [x(u\u)] (u\yz)
w1 = w2

}
(17)

Êëàññ ïðàâûõ Ò-êâàçèãðóïï ñîñòàâëÿåò ìíîãîîáðàçèå, õàðàêòåðèçóåìîå ñëå-
äóþùåé ñèñòåìîé èç äâóõ òîæäåñòâ:

x[(y/u)z] = (xy/u)[(u/u)z]
w1 = w2

}
, (18)

ãäå â êà÷åñòâå òîæäåñòâà w1 = w2 ìîæíî âçÿòü ëþáîå èç òîæäåñòâ 1)-
6)(ñì. ñòð. 11).
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ Ò-êâàçèãðóïïà ÿâëÿåòñÿ Ò-êâàçèãðóïïîé,
âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.6.2. Ìíîãîîáðàçèå âñåõ Ò-êâàçèãðóïï õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäó-
þùåé ñèñòåìîé èç òðåõ òîæäåñòâ:

[x(u\y)] z = [x(u\u)] (u\yz)
x[(y/u)z] = (xy/u)[(u/u)z]
w1 = w2



 , (19)

ãäå â êà÷åñòâå òîæäåñòâà w1 = w2 ìîæíî âçÿòü ëþáîå òîæäåñòâî èç
ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

(x/u) · (v\yz) = (y(v\x))/u · z,
(x/u) · (v\(y(v\z)) = (z/u) · (v\(y(v\x))),
(x/u) · (v\yz) = (yz/u) · (v\x),
x(v\((y/u)z) = ((xz)/u) · (v\y),
x(v\((y/u) · (v\z)) = (z/u) · (v\(x(v\y))),





Ñëåäñòâèå 2.6.2. Â Ò-êâàçèãðóïïå ñ îïðåäåëÿþùèìè àâòîìîðôèçìàìè
êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå óðàâíîâåøåííûå òîæäåñòâà I
ðîäà è II ðîäà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
<l (<r) - êëàññ âñåõ ëåâûõ (ïðàâûõ) Ò-êâàçèãðóïï âèäà
xy = x + γy (xy = δx + y);

<p,1 (<1,q) - êëàññ âñåõ ëåâûõ (ïðàâûõ) Ò-êâàçèãðóïï âèäà
xy = ϕx + γy, ϕ - àâòîìîðôèçì ïðîñòîãî ïîðÿäêà p èëè xy = x + γy ;
xy = δx + ψy , ψ - àâòîìîðôèçì ïðîñòîãî ïîðÿäêà q èëè xy = δx + y) .
Î÷åâèäíî, ÷òî <p,1 (<1,q) - ýòî êëàññ âñåõ ëåâûõ (ïðàâûõ) Ò-êâàçèãðóïï

âèäà xy = ϕx + γy, ϕp = ε (xy = δx + ψy, ψq = ε).

Ïóñòü p è q - ïðîñòûå ÷èñëà. ×åðåç <p,q îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ Ò-êâàçèãðóïï
âèäà xy = ϕx+ c+ψy , ãäå ϕp = ε , ψq = ε (ò.å. ϕ (ψ) - àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà
p (q) èëè ϕ = ε (ψ = ε)) . Çàìåòèì, ÷òî êëàññó <p,q ïðèíàäëåæàò âñå Ò-
êâàçèãðóïïû êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

xy = ϕx + c + ψy, xy = ϕx + c + y,

xy = x + c + ψy, xy = x + c + y,

ãäå ϕ (ψ) - àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà p (q) .
Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî <p,q ⊆ <p,1 ∩ <1,q.

Òåîðåìà 2.7.1. <l (<r) - ìíîãîîáðàçèå, õàðàêòåðèçóåìîå òîæäåñòâîì

(xy0y1) = (xy1y0) ( [y1y0x] = [y0y1x] ). (20)
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Òåîðåìà 2.7.2. Â <l (<r) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(xy0y1 · · · yn−1yn) = (xyny1y2 · · · yn−1y0), (21)

( [ynyn−1 · · · y1y0x] = [y0yn−1 · · · y1ynx] ) (22)
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Òåîðåìà 2.7.3. <p,1 (<1,q) - ìíîãîîáðàçèå, õàðàêòåðèçóåìîå òîæäå-
ñòâîì

(xy0y1 · · · yp−1y) = (xyy1 · · · yp−1y0) (23)
([yqyq−1 · · · y1y0x] = [y0yq−1 · · · y1yqx]). (24)

Òåîðåìà 2.7.4. <p,q - ìíîãîîáðàçèå, õàðàêòåðèçóåìîå äâóìÿ òîæäåñòâà-
ìè (23) è (24).

Òåîðåìà 2.8.1. Äëÿ êâàçèãðóïïû (Q, ·) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòû:
1) (Q, ·) - Ò-êâàçèãðóïïà xy = ϕx + c + ψy , ïðè÷åì ϕψϕ−1 = ψϕ−1ψ;
2) â êâàçèãðóïïå (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

[x(y/u)]z = [x(u/u)](zy/u); (25)

3) â êâàçèãðóïïå (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

x[(u\y)z] = (u\yx)[(u\u)z]. (26)

Â Ãëàâå III �Òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè è ëèíåéíîñòü êâàçè-
ãðóïï� ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì è àáå-
ëåâûì ãðóïïàì. Â êâàçèãðóïïå (Q, ·) âûäåëÿåòñÿ îäèí êëàññ òîæäåñòâ ñ ïîä-
ñòàíîâêàìè, âêëþ÷àþùèõ òðè ïåðåìåííûå, êàæäîå èç êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò
èçîòîïèþ ýòîé êâàçèãðóïïû ãðóïïå (àáåëåâîé ãðóïïå). Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ
ñëåäóåò, ÷òî â òîæäåñòâå Â.Ä. Áåëîóñîâà, õàðàêòåðèçóþùåì êâàçèãðóïïû,
èçîòîïíûå ãðóïïàì (àáåëåâûì ãðóïïàì), äâå èç ïÿòè (îäíó èç ÷åòûðåõ) ïå-
ðåìåííûõ ìîæíî çàôèêñèðîâàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
ðàçëè÷íûå òèïû ëèíåéíîñòè êâàçèãðóïï (ïðè ýòîì ê òèïàì ëèíåéíîñòè îòíî-
ñèì ïîëóëèíåéíîñòü è ëèíåéíîñòü, ïîëóàëèíåéíîñòü è àëèíåéíîñòü, à òàêæå
ëèíåéíîñòü ñìåøàííîãî òèïà), óñòàíàâëèâàåòñÿ ðÿä òîæäåñòâ ñ ïîäñòàíîâêà-
ìè â êâàçèãðóïïå (Q, ·) , êàæäîå èç êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò òîò èëè èíîé òèï åå
ëèíåéíîñòè íàä ãðóïïîé èëè àáåëåâîé ãðóïïîé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò
âîçìîæíîñòü îïèñàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òîæäåñòâ, ïðèâîäÿùèõ ê èçîòîïèè
êâàçèãðóïïû (Q, ·) èëè ê åå ëèíåéíîñòè çàäàííîãî òèïà.

Ïóñòü (Q, ·) - êâàçèãðóïïà, x ∗ y = y · x . Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà (íàçîâåì
èõ òîæäåñòâàìè ñ ïîäñòàíîâêàìè, èíîãäà - ïðîñòî òîæäåñòâàìè â êâàçèãðóïïå
(Q, ·)) âèäà:

β1(β2(β3x⊗1 β4y)⊗2 β5z) = β6x⊗3 β7(β8y ⊗4 β9z),
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ãäå x, y, z - ïåðåìåííûå, βi , i = 1, 2, ..., 9 (êðàòêî, i ∈ 1, 9) - ïîäñòàíîâêè
íà Q , (⊗k) = (·) èëè (⊗k) = (∗) , k ∈ 1, 4 . Çàìåíîé ïåðåìåííûõ êàæäîå
òàêîå òîæäåñòâî ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì
ïîäñòàíîâîê:

α1(α2(x⊗1 y)⊗2 z) = α3x⊗3 α4(α5y ⊗4 α6z), (27)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x, y, z ∈ Q, ãäå αi, i ∈ 1, 6 , - íåêîòîðûå
ïîäñòàíîâêè (âîçìîæíî, è òîæäåñòâåííûå) ìíîæåñòâà Q .

Ýòî òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííîãî òîæäåñòâà àññîöè-
àòèâíîñòè

A1(A2(x, y), z) = A3(x,A4(y, z)),

â êîòîðîì A1(u, z) = α1(u ⊗2 z) , A2(x, y) = α2(x ⊗1 y) , A3(x, v) = α3x ⊗3 v ,
A4(y, z) = α4(α5y⊗4 α6z) . Ñîãëàñíî òåîðåìå Â.Ä.Áåëóñîâà î 4-õ êâàçèãðóïïàõ,
âñå ýòè êâàçèãðóïïû èçîòîïíû îäíîé è òîé æå ãðóïïå (Q, +) .

×àñòíûì ñëó÷àåì òîæäåñòâà (27) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî âèäà

α2(x⊗1 y)⊗2 z = α3x⊗3 α4(α5y ⊗4 α6z), (28)

ãäå îáÿçàòåëüíî îäíà èç îïåðàöèé (⊗2), (⊗3) ÿâëÿåòñÿ (·) , äðóãàÿ - (∗) .
Òåîðåìà 3.1.3. Åñëè â êâàçèãðóïïå (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

α1(α2(x⊗1 y)⊗2 z) = α3x⊗3 α4(α5y ⊗4 α6z),

(α2(x⊗1 y)⊗2 z = α3x⊗3 α4(α5y ⊗4 α6z))

äëÿ íåêîòîðûõ ïîäñòàíîâîê αi, i ∈ 1, 6
(
α1, i ∈ 2, 6

)
, òî êâàçèãðóïïà (Q, ·)

èçîòîïíà ãðóïïå (àáåëåâîé ãðóïïå).
Îáðàòíî, åñëè êâàçèãðóïïà (Q, ·) èçîòîïíà ãðóïïå (àáåëåâîé ãðóïïå), òî

â íåé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (27) (òîæäåñòâî (28)) äëÿ íåêîòîðûõ ïîä-
õîäÿùèõ ïîäñòàíîâîê αi, i ∈ 1, 6.

Êàê ñëåäñòâèå ìîæíî ïîëó÷èòü òîæäåñòâà Â.Ä.Áåëîóñîâà, õàðàêòåðèçóþ-
ùèå êëàññ êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì (àáåëåâûì ãðóïïàì).

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Êâàçèãðóïïà (Q, ·) èçîòîïíà ãðóïïå (àáåëåâîé ãðóïïå)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

((x(y\z))/u)v = x(u\((z/u)v))
( x\(y(u\v)) = u\(y(x\v)) )

äëÿ ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ u = a, y = b, â ÷àñòíîñòè äëÿ
u = y = a (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà x = a), a, b ∈ Q.

Íèæå áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü êëàññ âñåõ ëèíåéíûõ ñëåâà (ñïðàâà)
êâàçèãðóïï ÷åðåç LL (RL) , à êëàññ âñåõ ëèíåéíûõ êâàçèãðóïï - ÷åðåç L .
Îòìåòèì, ÷òî L ⊂ LL , L ⊂ RL , áîëåå òîãî, L = LL⋂

RL .
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Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü (Q, ·) - êâàçèãðóïïà, òîãäà (Q, ·) ∈ LL, åñëè â
(Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ:

α1(xy · z) = α3x · α4(α5y · α6z), (29)

xy · z = α3x · α4(α5y ∗ α6z); (30)
(Q, ·) ∈ RL , åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ:

α2(xy) · z = α3x · (α5y · α6z), (31)

α2(x ∗ y) · z = α3x · (α5y · α6z); (32)
(Q, ·) ∈ L , åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ:

α1(xy · z) = α3x · (α5y · α6z) , (33)

α1(xy · z) = α3x · α4(y · α6z), (34)
α2(xy) · z = α3x · (y · α6z), (35)

ãäå αi, i ∈ 1, 6 - íåêîòîðûå ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà Q.

Êëàññ âñåõ àëèíåéíûõ ñëåâà (ñïðàâà) êâàçèãðóïï îáîçíà÷èì ÷åðåç LAL
(RAL), à êëàññ âñåõ àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï - ÷åðåç AL . Î÷åâèäíî, ÷òî AL ⊂
LAL è AL ⊂ RAL .

Òåîðåìà 3.3.1.Ïóñòü (Q, ·) - êâàçèãðóïïà. Òîãäà (Q, ·) ∈ LAL, åñëè â
(Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ:

(x ∗ y) · z = α3x · α4(α5y · α6z), (36)

(x ∗ y) · z = α3x · α4(α5y ∗ α6z); (37)
(Q, ·) ∈ RAL, åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ:

α2(xy) · z = α3x · (α5y ∗ α6z), (38)

α2(x ∗ y) · z = α3x · (α5y ∗ α6z); (39)
(Q, ·) ∈ AL , åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

(x ∗ y) · z = α3x · (α5y ∗ α6z), (40)

ãäå αi, i ∈ 2, 6 - íåêîòîðûå ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà Q .
Êâàçèãðóïïû ñìåøàííîãî òèïà ëèíåéíîñòè ïðèíàäëåæàò êëàññó êâàçè-

ãðóïï (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç LL∩RAL) , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ñëåâà è
àëèíåéíûìè ñïðàâà èëè êëàññó êâàçèãðóïï (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç RL∩LAL) ,
ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíûìè ñïðàâà è àëèíåéíûìè ñëåâà. Âåðíà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü (Q, ·) - êâàçèãðóïïà. Òîãäà (Q, ·) ∈ LL∩RAL, åñëè
â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

(xy) · z = α3x · (α5y ∗ α6z) ; (41)

(Q, ·) ∈ RL ∩ LAL, åñëè â (Q, ·) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

(x ∗ y) · z = α3x · (α5y · α6z) , (42)

ãäå α3, α5, α6 - íåêîòîðûå ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà Q.
Óñòàíîâèì íåêîòîðûå òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè, ãàðàíòèðóþùèå ëè-

íåéíîñòü ñëåâà (ñïðàâà) èëè ëèíåéíîñòü êâàçèãðóïïû íàä àáåëåâîé ãðóï-
ïîé. Êëàññ êâàçèãðóïï, ëèíåéíûõ ñëåâà íàä àáåëåâîé ãðóïïîé (êðàòêî, LT-
êâàçèãðóïï), ëèíåéíûõ ñïðàâà íàä àáåëåâîé ãðóïïîé (RT-êâàçèãðóïï) è ëè-
íåéíûõ íàä àáåëåâîé ãðóïïîé (T -êâàçèãðóïï) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
LT , RT è T . Êàê èçâåñòíî34, T = L ∩ AL è T = LT ∩RT .

Òåîðåìà 3.5.1. Ïóñòü (Q, ·) - êâàçèãðóïïà. Òîãäà (Q, ·) ∈ LT , åñëè (Q, ·)
óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ:

(xz) · z = α3x ∗ α4 (α5y · α6z) , (43)

(xy) · z = α3x ∗ α4 (α5y ∗ α6z) , (44)
(x ∗ y) · z = α3x ∗ α4 (α5y · α6z) , (45)
(x ∗ y) · z = α3x ∗ α4 (α5y ∗ α6z) , (46)

ãäå α3, α4, α5, α6 - íåêîòîðûå ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà Q;
(Q, ·) ∈ RT , åñëè (Q, ∗) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç òîæäåñòâ (43)-(46);
(Q, ·) ∈ T , åñëè:
(Q, ·) è (Q, ∗) óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó (íå îáÿçàòåëüíî îäíîìó è òîìó
æå) èç òîæäåñòâ (43)-(46);
(Q, ·) èëè (Q, ∗) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (43) ïðè α3 = ε èëè
α5 = ε;
(Q, ·) èëè (Q, ∗) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (44) ïðè α3 = ε èëè α6 = ε;
(Q, ·) èëè (Q, ∗) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (46) ïðè α5 = ε èëè α6 = ε.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òîæäåñòâî (α) â ïðèìèòèâíîé êâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /)

èìååò ñâîéñòâî (A) îòíîñèòåëüíî òîæäåñòâà ñ ïîäñòàíîâêàìè (δ) â êâàçè-
ãðóïïå (Q, ·) , åñëè â (α) ìîæíî âûäåëèòü òðè ïåðåìåííûå (íàïðèìåð, x, y, z )
òàêèå, ÷òî ïðè íåêîòîðîé ôèêñàöèè îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ýòî òîæäåñòâî ïðè-
íèìàåò âèä (δ) .

Òåîðåìà 3.6.1.Åñëè â êâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ñî
ñâîéñòâîì (À)
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à) îòíîñèòåëüíî òîæäåñòâà (27) (îòíîñèòåëüíî òîæäåñòâà (28), òî
êâàçèãðóïïà (Q, ·) èçîòîïíà ãðóïïå (àáåëåâîé ãðóïïå);

á) îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç òîæäåñòâ òåîðåì 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1 èëè 3.5.1,
òî êâàçèãðóïïà (Q, ·) èìååò ñîîòâåòñòâóþùèé òèï ëèíåéíîñòè.

Åñëè êâàçèãðóïïà (Q, ·) èçîòîïíà ãðóïïå (àáåëåâîé ãðóïïå), òî â ïðèìè-
òèâíîé êâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /) âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå òîæäåñòâî ñî ñâîé-
ñòâîì (À) îòíîñèòåëüíî òîæäåñòâà (27) (îòíîñèòåëüíî òîæäåñòâà (28)).

Òåîðåìà 3.6.2. Ïóñòü â êâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî,
ïîëó÷åííîå èç òîæäåñòâà (27) (èç òîæäåñòâà (28)) îïèñàííûì âûøå ñïî-
ñîáîì, òîãäà ýòà êâàçèãðóïïà èçîòîïíà ãðóïïå (àáåëåâîé ãðóïïå).

Åñëè ïðè ýòîì âìåñòî òîæäåñòâà (27) èñïîëüçîâàòü ëþáîå òîæäåñòâî
èç òåîðåì 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1 èëè 3.5.1, òî êâàçèãðóïïà (Q, ·) èìååò ñîîò-
âåòñòâóþùèé òèï ëèíåéíîñòè.

Ñëåäñòâèå 3.6.1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ≥ 4 ñóùåñòâóåò
òîæäåñòâî â ñèãíàòóðå (·, \, /) , âêëþ÷àþùåå n ïåðåìåííûõ, âûïîëíåíèå êî-
òîðîãî â êâàçèãðóïïå (Q, ·, \, /) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ èçîòîïèè êâà-
çèãðóïïû (Q, ·) ãðóïïå (àáåëåâîé ãðóïïå) èëè äëÿ åå ëèíåéíîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî òèïà.

Â ïóíêòå 3.7 ðàçâèâàåòñÿ òî÷êà çðåíèÿ À.À.Ãâàðàìèè61,62 îá èçîòîïèè ìåæ-
äó ãðóïïàìè è êâàçèãðóïïàìè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäëîæåí ñïîñîá íàõîæ-
äåíèÿ êâàçèãðóïïîâûõ òîæäåñòâ èç íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëóï, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ À.À.Ãâàðàìèè. Íàïðèìåð, êâàçèãðóïïà (Q, ·)
èçîòîïíà ëóïå Ìóôàíã òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-
ñòâî

((x · (v\((y · (u\zu)))/u) · (u\xu) = (((x · (u\yu))/u)) · (v\(z · (u\xu))).

Òàêæå ïðåäëàãàåìûì ñïîñîáîì ëåãêî ïîëó÷èòü òîæäåñòâî Â.Ä.Áåëîóñîâà,
õàðàêòåðèçóþùåå êëàññ êâàçèãðóïï, èçîòîïíûõ ãðóïïàì (êîììóòàòèâíûì
ãðóïïàì).

Ãëàâà IV �Ñâîáîäíûå êâàçèãðóïïû â ìíîãîîáðàçèÿõ ëèíåéíûõ è
àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï� çàíèìàåò âàæíîå ìåñòî â ñòðóêòóðå äèññåðòàöèè.

Â äàííîé ãëàâå ïî àíàëîãèè ñ ïîñòðîåíèåì ñâîáîäíûõ Ò-êâàçèãðóïï,
îñóùåñòâëÿåìîì Ò.Êåïêîé è Ï.Íåìöåì37,38 , ñòðîèòñÿ ëèíåéíàÿ êâàçèãðóïïà
F [X, x◦], èìåþùàÿ íîðìàëüíóþ ôîðìó Λ = ((F, +), ϕ, ψ, (j, x◦)), ãäå (F, +) -
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì B(X) = {(α, x)|α ∈ G, x ∈ X}, G
- ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà äâà, X - íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ϕ, ψ ∈ Aut(F, +) ,
j - åäèíèöà ãðóïïû G, x◦ ∈ X . Äîêàçûâàåòñÿ , ÷òî F [X, x◦] - ñâîáîäíàÿ
êâàçèãðóïïà, ñâîáîäíî ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì C(X) = {(j, x)|x ∈ X,

x 6= x◦} ∪ {0} , ãäå 0 - íîëü ãðóïïû (F, +) .
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Íîðìàëüíóþ ôîðìó Λ áóäåì íàçûâàòü ãëàâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé ëèíåé-
íîé êâàçèãðóïïû F [X, x◦] . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x1, x2 ∈ X - ïðîèçâîëüíûå, òî
F [X, x1] ∼= F [X, x2].

Ëåììà 4.4.2. Ïóñòü X - íåïóñòîå ìíîæåñòâî, x◦ - ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò èç X, Λ = ((F, +), ϕ, ψ, (j, x◦)) - ãëàâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
F [X, x◦], C(X) = {(j, x)|x ∈ X, x 6= x◦} ∪ {0}, ãäå 0 - íîëü ãðóïïû (F, +).
Òîãäà, F [X, x◦] =< C(X) >, òî åñòü êâàçèãðóïïà F [X, x◦] ïîðîæäàåòñÿ
ìíîæåñòâîì C(X).

Òåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü X - ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è x◦ - ïðî-
èçâîëüíûé ýëåìåíò èç X . Òîãäà êâàçèãðóïïà F [X, x◦] - ñâîáîäíàÿ ëèíåéíàÿ
êâàçèãðóïïà, ñâîáîäíî ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì C(X) è

rangF [X, x◦] = cardX.

Îïðåäåëåíèå 4.3.2. Ïóñòü (Q, ·) - ëèíåéíàÿ êâàçèãðóïïà è Λ =
((Q, +), ϕ, ψ, c) - åå íîðìàëüíàÿ ôîðìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(Q, Λ) ãðóïïó, ïî-
ðîæäåííóþ àâòîìîðôèçìàìè ϕ è ψ : A(Q, Λ) =< ϕ, ψ > . Ãðóïïó A(Q, Λ)
íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ãðóïïîé êâàçèãðóïïû (Q, ·).

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü (F, ·) - ñâîáîäíàÿ ëèíåéíàÿ êâàçèãðóïïà, (F, +) -
ãðóïïà, èçîòîïíàÿ (ñîîòâåòñòâóþùàÿ) êâàçèãðóïïå (F, ·), è A(F ) - õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ãðóïïà êâàçèãðóïïû (F, ·). Òîãäà (F, +) - ñâîáîäíàÿ ãðóïïà,
A(F ) - ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà äâà.

Àëãîðèòìè÷åñêèì ïðîáëåìàì â òåîðèè êâàçèãðóïï ïîñâÿùåíû ðàáîòû
Ò.Èâåíñà69−73 , Ì.Ì.Ãëóõîâà è À.À.Ãâàðàìèè66,68. Â 1951 ãîäó Ò.Èâåíñ äîêàçàë
îáùåå óòâåðæäåíèå î ïîëîæèòåëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà ñëîâ
äëÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííûõ àëãåáð âñÿêîãî ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð V (Σ) , â êîòî-
ðîì èìååò ìåñòî òåîðåìà î âëîæåíèè êàæäîé êîíå÷íîé ÷àñòè÷íîé Σ-àëãåáðû
â àëãåáðó èç V .

Â 1969-1971 ãîäàõ Ì.Ì.Ãëóõîâ68 ñôîðìóëèðîâàë áîëåå ñèëüíîå, ÷åì òåîðå-
ìà î âëîæåíèè, óñëîâèå R, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî â ìíîãîîáðàçèè íå òîëüêî
êâàçèãðóïï, íî óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð ïîëîæèòåëüíî ðåøàþòñÿ àëãîðèòìè-
÷åñêèå ïðîáëåìû ðàâåíñòâà ñëîâ, èçîìîðôèçìà è âõîæäåíèÿ. Ìíîãîîáðàçèÿ
àëãåáð, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå R, áûëè íàçâàíû R-ìíîãîîáðàçèÿìè.

Êàê èçâåñòíî, â îáùåì ñëó÷àå â ìíîãîîáðàçèÿõ êâàçèãðóïï ïðîáëåìà òîæ-
äåñòâåííûõ ñîîòíîøåíèé íå âñåãäà èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå. Îá ýòîì
ñâèäåòåëüñòâóåò èçâåñòíûé ðåçóëüòàò À.È. Ìàëüöåâà80 î ñóùåñòâîâàíèè ìíî-
ãîîáðàçèÿ ëóï, çàäàâàåìîãî êîíå÷íîé ñèñòåìîé òîæäåñòâ ðàíãà 1 ñ íåðàçðåøè-
ìîé ïðîáëåìîé ðàñïîçíàâàíèÿ èñòèííîñòè.

80Ìàëüöåâ À.È. Òîæäåñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ êâàçèãðóïï. - Ìàò. ñáîðíèê, 1966, 69, �1,
ñ.3-12.

32



Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ìîæíî ñ÷èòàòü ðàçðåøèìîñòü àëãî-
ðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû ðàâåíñòâà ñëîâ äëÿ ñâîáîäíûõ Ò-êâàçèãðóïï è ñâîáîä-
íûõ ìåäèàëüíûõ êâàçèãðóïï.

Òåîðåìà 4.5.1. Â ìíîãîîáðàçèè Ò-êâàçèãðóïï ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ðàâåí-
ñòâà ñëîâ äëÿ ñâîáîäíûõ àëãåáð.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé îñíîâíîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà íåñêîëüêî âñïîìî-
ãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèé, ëåìì è òåîðåì. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ
ïîíÿòèÿ ñëîâ, ðàíãà è äëèíà ñëîâ, íåñîêðàòèìûå è ïðèâåäåííûå ñëîâà, òîæäå-
ñòâà, ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå ñëîâà, ïðè÷åì ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå îñíîâíîé ëåììû óêàçûâàåòñÿ è ñàì àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ñëîâà ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè èçó÷åíèè àëãåáð îäíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ èíîãäà áûâàåò ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü àëãåáðû íåêîòîðîãî, ñâÿçàí-
íîãî ñ íèì äðóãîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíûì ìîìåíòîì ìîæíî
ñ÷èòàòü ïîäõîä î òàê íàçûâàåìîé ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàöèîíàëüíîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè êëàññîâ àëãåáð81, èñïîëüçóåìîé íàìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé
òåîðåìû.

Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 4.5.1. ìîæåò áûòü äîêàçàíà
Òåîðåìà 4.5.2. Â ìíîãîîáðàçèè âñåõ ìåäèàëüíûõ êâàçèãðóïï ðàçðåøèìà

ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ äëÿ ñâîáîäíûõ àëãåáð.
Â Ãëàâå V �Ëèíåéíûå ãðóïïîèäû, áëèçêèå ê êâàçèãðóïïàì� èñ-

ñëåäîâàíû ãðóïïîèäû ñ òîæäåñòâîì, îïðåäåëÿþùèì êîììóòàòèâíûå ëóïû
Ìóôàíã è òàê íàçûâàåìûå ãðóïïîèäû, òåñíî ñâÿçàííûå ñ êâàçèãðóïïàìè,
à èìåííî, ëåâûå è ïðàâûå ãðóïïîèäû ñ ñîêðàùåíèåì (äåëåíèåì). Ïðèâå-
äåíû óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè (�íîðìàëüíîñòè�) êîíãðóýíöèé ëåâîãî (ïðàâîãî)
ãðóïïîèäà ñ äåëåíèåì, ëåâîãî (ïðàâîãî) ãðóïïîèäà ñ ñîêðàùåíèåì. Íàéäåíû
óñëîâèÿ ïðîñòîòû óïîìÿíóòûõ âûøå ãðóïïîèäîâ. Òåì ñàìûì ðåøàåòñÿ àíà-
ëîã ïðîáëåìû Áðàêà-Áåëîóñîâà äëÿ òàêèõ ãðóïïîèäîâ (ïðîáëåìà 20 èç êíèãè
Â.Ä.Áåëîóñîâà19 . Ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè (�íîðìàëü-
íîñòè�) êîíãðóýíöèé ëåâûõ è ïðàâûõ ãðóïïîèäîâ ñ ñîêðàùåíèåì (äåëåíèåì)
ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Â.À.Ùåðáàêîâûì.

Ïî àíàëîãèè ñ ëèíåéíûìè ñëåâà (ñïðàâà) êâàçèãðóïïàìè íàä ãðóïïîé îïðå-
äåëåíû ëèíåéíûå ñëåâà (ñïðàâà) ãðóïïîèäû, à èìåííî: ãðóïïîèä (Q, ◦) íàçû-
âàåòñÿ ëèíåéíûì ñëåâà (ñïðàâà) íàä ãðóïïîèäîì (Q, ·) , åñëè ñóùåñòâóåò àâòî-
ìîðôèçì ϕ (ψ) è ïîäñòàíîâêà ψ (ϕ) ìíîæåñòâà Q , òàêèå, ÷òî x ◦ y = ϕx · ψy

äëÿ âñåõ x, y ∈ Q . Åñëè ϕ è ψ ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìàìè (Q, ·) , òîãäà ãðóïïî-
èä (Q, ◦) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íàä (Q, ·) . Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïîèäû ÿâëÿþòñÿ
èçîòîïíûìè.

81Csacany B. On the equivalence of certain classes of algebraic systems. (Russian). - Acta Sci.Math.Szeged,
1962, vol.23, p.46-57.
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Á.Â.Íîâèêîâ82 èçó÷àåò êîììóòàòèâíûå ãðóïïîèäû (Q, ·) ñî ñëåäóþùèì
òîæäåñòâîì Ìóôàíã:

xy · zx = (x · yz)x. (47)
Íàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïîèäû ñî ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì, õàðàêòåðè-

çóþùèì êîììóòàòèâíûå ëóïû Ìóôàíã:

xy · xz = x2 · yz. (48)

Ïóñòü ãðóïïîèä (Q, ◦) èçîòîïåí ãðóïïîèäó (Q, ·) è T = (R−1
0 , L−1

0 , 1) :

x ◦ y = R−1
0 x · L−1

0 y, x · y = R0x ◦ L0y. (49)
Ïðåäëîæåíèå 5.1.1. Âñÿêèé ãðóïïîèä (Q, ·) ñ òîæäåñòâîì (48) è ñ

èäåìïîòåíòíûì ýëåìåíòîì 0, â êîòîðîì òðàíñëÿöèè L0 è R0 - ïîäñòà-
íîâêè, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñïðàâà íàä ãðóïïîèäîì (Q, ◦) ñ åäèíèöåé 0 èç
(49), à ãðóïïîèä (Q, ◦) ëèíååí ñïðàâà íàä (Q, ·).

Ñëåäñòâèå 5.1.1. Åñëè ãðóïïîèä (Q, ·) ñ òîæäåñòâîì (48) ÿâëÿåòñÿ êîì-
ìóòàòèâíûì, òî ãðóïïîèä (Q, ◦): x ◦ y = R−1

0 x·L−1
0 y ÿâëÿåòñÿ êîììóòà-

òèâíûì ãðóïïîèäîì ñ åäèíèöåé, óäîâëåòâîðÿþùèì òîæäåñòâó (48), (Q, ·)
- ãðóïïîèä, ëèíåéíûé íàä (Q, ◦), à (Q, ◦) ëèíååí íàä (Q, ·).

Òåîðåìà 5.1.1. Åñëè ãðóïïîèä (Q, ·) ñ òîæäåñòâîì (48) èìååò åäèíè÷-
íûé ýëåìåíò, òîãäà (Q, ·) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîèäîì ñ àññîöèàòèâíûìè ñòåïå-
íÿìè è â íåì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

(xy)2n

= x2n

y2n

, (50)

(a1(a2...(ak−1b)...))
2n

= a2n

1 (a2n

2 ...(a2n

k−1 · b2n

)...), (51)
a2n(bx) = anb · anx, (52)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ n ≥ 1, k ≥ 2.
Ïóñòü (Q, ·) - ãðóïïîèä, T(Q, ·) = {La, Rb | a, b ∈ Q} . Ïîëóãðóïïó, ïîðîæ-

äåííóþ ïðîèçâåäåíèÿìè âñåõ ëåâûõ è ïðàâûõ òðàíñëÿöèé ãðóïïîèäà (Q, ·) ,
áóäåì íàçûâàòü ïîëóãðóïïîé óìíîæåíèé ãðóïïîèäà (Q, ·) èëè ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ïîëóãðóïïîé ãðóïïîèäà (Q, ·) . Îáîçíà÷èì ýòó ïîëóãðóïïó ÷åðåç
Π(Q, ·) .

Ëåììà 5.4.1. Ýêâèâàëåíòíîñòü θ ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé ãðóïïîèäà
(Q, ·), åñëè è òîëüêî åñëè

ωθ(x) ⊆ θ(ωx) (53)
äëÿ âñåõ ω ∈ T(Q, ·) = {La, Rb | a, b ∈ Q}, x ∈ Q.

82Novikov B.V. On decomposition of Moufang groupoids. - Quasigroups and Related Systems, v.16, N1, 2008,
p.97-101.
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Ñëåäñòâèå 5.4.2 Ýêâèâàëåíòíîñòü θ ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé ãðóïïîèäà
(Q, ·), åñëè è òîëüêî åñëè ωθ(x) ⊆ θ(ωx) äëÿ âñåõ x ∈ Q, ω ∈ Π(Q, ·).

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïîèä (Q, ·) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïðîñòûì, åñëè åãî åäèí-
ñòâåííûìè êîíãðóýíöèÿìè ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíàÿ Q̂ = {(x, x) |x ∈ Q} è
óíèâåðñàëüíàÿ Q×Q êîíãðóýíöèè.

Òåîðåìà 5.4.1. Ãðóïïîèä (Q, ·) ñòðîãî ïðîñò, åñëè è òîëüêî åñëè ìóëü-
òèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà Π(Q, ·) ïðèìèòèâíà.
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