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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â 1929�1934 ãîäàõ ñôîðìèðîâàëèñü îñíîâíûå
ìåòîäû òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Â 1929 ãîäó Ê.Çèãåëü1 îïóáëè-
êîâàë àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé óñòàíàâëèâàòü àëãåáðàè÷åñêóþ
íåçàâèñèìîñòü è òðàíñöåíäåíòíîñòü çíà÷åíèé â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ
ôóíêöèé íåêîòîðîãî êëàññà, íàçâàííîãî èì E-ôóíêöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå êîíå÷íîé ñòå-
ïåíè; ZK � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë â ïîëå K . Ôóíêöèÿ

f(z) =
∞∑

ν=0

aν
zν

ν!
, aν ∈ K ,

íàçûâàåòñÿ E-ôóíêöèåé, åñëè ïðè ëþáîì ε > 0 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ

1) |aν| = O (ν εν) (1)
(äëÿ ÷èñëà a ∈ K ÷åðåç |a| áóäåì îáîçíà÷àòü ìàêñèìóì ìîäóëåé àëãåáðà-
è÷åñêèõ ÷èñåë, ñîïðÿæåííûõ ÷èñëó a â ïîëå K ) ;

2) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qn} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ,
÷òî

qnaν ∈ ZK , n = 0, 1, . . . ; ν = 0, n,

è
qn = O(nεn). (2)

Ìíîæåñòâî E-ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Ïðîèçâîäíàÿ E-ôóíêöèè �
E-ôóíêöèÿ.

Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü E-ôóíêöèé f1(z), . . . , fs(z) ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′i = Qi0(z) +
s∑

j=1

Qij(z)yj, i = 1, s; Qij(z) ∈ K(z). (3)

Ïðèìåðû E-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì: ìíîãî÷ëåí ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, ez, sin z,

cos z, ôóíêöèÿ Áåññåëÿ J0(z).

1Siegel C.L. �Uber einige Anwendengen Diophantischer Approximationen// Abh. Preuss. Acad. Wiss.,
Phis.�Math. Kl. � 1929 � �1. � S. 1 � 70
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Â êíèãå2 Ê.Çèãåëü â îáùåé ôîðìå óñòàíîâèë íåêîòîðîå äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé E-ôóíêöèé â àëãåáðàè-
÷åñêèõ òî÷êàõ.

À.Á.Øèäëîâñêèé3 ñóùåñòâåííî óñèëèë ìåòîä Çèãåëÿ. Îí äîêàçàë, ÷òî,
åñëè E-ôóíêöèè f1(z), . . . , fs(z) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû (3), à α � àë-
ãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ è îò ïîëþñîâ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòå-
ìû, òî àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü ÷èñåë f1(α), . . . , fs(α) ýêâèâàëåíòíà
àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé f1(z), . . . , fs(z) íàä ïîëåì C(z).

Áûâàåò óäîáíî ñ÷èòàòü ñèñòåìó (3) îäíîðîäíîé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
åå ìîæíî äîïîëíèòü ôóíêöèåé, òîæäåñòâåííî ðàâíîé 1. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà èìååò âèä

y′i =
s∑

j=1

Qij(z)yj, i = 1, s, Qij(z) ∈ K(z). (4)

Ìåòîä Çèãåëÿ-Øèäëîâñêîãî ïîçâîëÿåò òàêæå ïîëó÷àòü êîëè÷åñòâåííûå
ðåçóëüòàòû. Ñ.Ëåíã4 áûë ïåðâûì, êòî óñòàíîâèë â îáùåì âèäå îöåíêè ìíî-
ãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé E-ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì äàëåå E-ôóíêöèè, â êîòîðûõ íà êîýôôèöèåíòû è íà èõ
îáùèå çíàìåíàòåëè ââåäåíû áîëåå ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
îïðåäåëåíèåì 1.
Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ E-ôóíê-
öèåé â óçêîì ñìûñëå, åñëè â îïðåäåëåíèè 1 îöåíêè (1) è (2) çàìåíåíû
ñîîòâåòñòâåííî íà îöåíêè

|aν| = eO(ν) è qn = eO(n) . (5)

Âñå èçâåñòíûå E-ôóíêöèè, ñîñòàâëÿþùèå ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà (3), ÿâëÿþòñÿ E-ôóíêöèÿìè â óçêîì
ñìûñëå.

×åðåç I áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èëè ìíèìîå êâàä-
ðàòè÷íîå ïîëå. Íàèáîëåå òî÷íûå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ,
êîãäà ïîëå K = I .

À.Á.Øèäëîâñêèé5 äîêàçàë ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
2Siegel C.L. Transcendental numbers. Princeton: Princeton University Press, 1949
3Øèäëîâñêèé À.Á. Î êðèòåðèè àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé îäíîãî êëàññà öåëûõ ôóíê-

öèé // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. � 1959 � Ò. 23. � �1. � Ñ. 35 � 66
4Lang S. A transcendence measure for E-functions // Mathematica. � 1962 �V. 9. � P. 157�161
5Øèäëîâñêèé À.Á. Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà. Ì.: Íàóêà, 1987, ñòð.411
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Òåîðåìà I. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü E-ôóíêöèé â óçêîì ñìûñëå
f1(z), . . . , fs(z) ñ êîýôôèöèåíòàìè aj ν èç ïîëÿ I ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) è ëèíåéíî íåçàâèñèìà
íàä ïîëåì C(z). ×èñëî α ∈ I îòëè÷íî îò íóëÿ è îò ïîëþñîâ êîýôôèöè-
åíòîâ ñèñòåìû.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë hj ∈ ZI , ïðè H ≥ maxj |hj| > 0, H ≥ 3,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣∣h1f1(α) + · · ·+ hsfs(α)
∣∣ > H

1−s− γ√
ln ln H , (6)

ãäå ïîñòîÿííàÿ γ íå çàâèñèò îò H.

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Äèðèõëå ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî îöåíêà (6) ìîæåò
áûòü óëó÷øåíà òîëüêî çà ñ÷åò âåëè÷èíû γ(ln ln H)−0,5 .

Ê.Çèãåëü óêàçàë òàêæå, ÷òî åãî ìåòîä ïðèìåíèì äëÿ èññëåäîâàíèÿ
àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ôóíêöèé, ðÿäû Òåéëîðà êî-
òîðûõ èìååò êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Ýòè ôóíêöèè Ê.Çèãåëü íàçâàë
G-ôóíêöèÿìè. G-ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ â âèäå ðÿäà

f(z) =
∞∑

ν=0

aνz
ν , aν ∈ K , (7)

â êîòîðîì âåëè÷èíû aν è qn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (5).
Ìíîæåñòâî G-ôóíêöèé, êàê è ìíîæåñòâî E-ôóíêöèé, îáðàçóåò

êîëüöî, ïðîèçâîäíàÿ G-ôóíêöèè � G-ôóíêöèÿ. Ïðèìåðû G-ôóíêöèé:
ln(1 + z), (1 + z)r, r ∈ Q .

Ì.Ñ.Íóðìàãîìåäîâ6 âïåðâûå ïðèìåíèë ìåòîä Ê.Çèãåëÿ äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ çíà÷åíèé G-ôóíêöèé â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷-
êàõ. Â ÷àñòíîñòè, îí óñòàíîâèë, ÷òî, åñëè f1(z), . . . , fs(z) � ñîâîêóïíîñòü
G-ôóíêöèé, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä ïîëåì C(z) è óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ñèñòåìå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), α 6= 0 � àëãå-
áðàè÷åñêîå ÷èñëî, q, N, H íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

q > q0(H ,N , α , f1(z), . . . , fs(z)) , (8)

à ÷èñëî α/q îòëè÷íî îò ïîëþñîâ âñåõ ôóíêöèé Qij(z) , òî ÷èñëà
f1 (α/q) , . . . , fs (α/q) íå ñâÿçàíû íèêàêèì íåòðèâèàëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì
óðàâíåíèåì ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé N, ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïî
ìîäóëþ, íå ïðåâîñõîäÿùèìè H.

6Íóðìàãîìåäîâ Ì.Ñ. Îá àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ îäíîãî êëàññà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé// Ìà-
òåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 1971. � 85(127). � �3. � Ñ. 339�365
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Ïîñêîëüêó ÷èñëî q0 çàâèñèò îò H, òî èç òåîðåì Ì.Ñ.Íóðìàãîìåäîâà íå
ñëåäóåò èððàöèîíàëüíîñòü çíà÷åíèé G-ôóíêöèé.

Âïîñëåäñòâèè àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà çíà÷åíèé G-ôóíêöèé èññëåäî-
âàëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå â ìîíîãðàôèè Àíäðå7.

Ðàññìîòðèì îáùóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ

f(z) =
∞∑

ν=0

[a1 + 1, ν] · · · [au + 1, ν]

[b1 + 1, ν] · · · [bv + 1, ν]
ztν , t = v − u > 0, (9)

ãäå [λ+1, ν] = (λ+1) · · · (λ+ ν), [λ+1, 0] = 1, à ÷èñëà bj 6= −1, −2, . . . .
Ê.Çèãåëü8 äîêàçàë, ÷òî, åñëè âñå ïàðàìåòðû ai, bj � ðàöèîíàëüíûå ÷èñ-

ëà, òî ôóíêöèÿ (9) ÿâëÿåòñÿ E-ôóíêöèåé è óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè � ðàöèîíàëüíûìè ôóíê-
öèÿìè. Îí ïðåäïîëîæèë ÷òî ëþáàÿ E-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèíåé-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè
îò ôóíêöèé âèäà (9) ñ âîçìîæíûìè çàìåíàìè z íà λjz ñ àëãåáðàè÷åñêè-
ìè çíà÷åíèÿìè λj è ðàöèîíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè ai, bj . Ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè ýòà ãèïîòåçà íå äîêàçàíà è íå îïðîâåðãíóòà.

Áûë íåÿñåí äàæå âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè E-ôóíêöèåé ôóíêöèÿ (9) ñ àëãå-
áðàè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Â.Ã.Ñïðèíäæóê9 äîêàçàë, ÷òî, åñëè λ � òàêîå
àëãåáðàè÷åñêîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ÷òî Q(λ) � ïîëå Ãàëóà, òî ôóíêöèÿ

ϕλ(z) =
∞∑

ν=0

zν

(λ + 1) · · · (λ + ν)
, λ 6= −1, −2, . . . , (10)

íå ÿâëÿåòñÿ E-ôóíêöèåé.
Â ìåòîäå Çèãåëÿ-Øèäëîâñêîãî ïðèìåíÿþòñÿ íåêîòîðûå ïîñòðîåíèÿ, èñ-

ïîëüçóþùèå ïðèíöèï Äèðèõëå. Îäíàêî ñî âðåìåíè êëàññè÷åñêèõ ðàáîò
Ø.Ýðìèòà è Ô.Ëèíäåìàíà ïðèìåíÿëèñü è ÿâíûå êîíñòðóêöèè, íå èñïîëü-
çóþùèå ïðèíöèï Äèðèõëå. Åñëè óäàâàëîñü ïðîâåñòè òàêèå ïîñòðîåíèÿ, òî
îáû÷íî ïîëó÷àëèñü áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû.

Â 1932 ãîäó Ê.Ìàëåð10 äîêàçàë, ÷òî, äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëå-
íà Pm(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèìè H

7Andr�eY. G-functions and Geometry. Bonn. Braunschweig. 1989
8Siegel C.L. Transcendental numbers. Princeton: Princeton University Press, 1949
9Ñïðèíäæóê Â.Ã. Ê òåîðèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Çèãåëÿ. // Äîêë. ÀÍ ÁÑÑÐ � 1969 �

Ò. 13. � �5. � Ñ. 389�391
10MahlerK. Zur Approximation der Exponentialfunktion und Logarithmus. I.// J. reine und angew. Math.

� 1932 � Bd. 166 � S. 118�136
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âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Pm(e)| > H−m−γm2 ln(m+1)
ln ln H , m = deg P, H > H0(m) ,

ãäå γ � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ÿâíîì
ïîñòðîåíèè ìíîãî÷ëåíà

0 6≡ P (x, y) ∈ Z[x, y], degx P ≤ n, degy P ≤ m,

òàêîãî, ÷òî ôóíêöèÿ P (z, ez) èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê íó-
ëÿ â òî÷êå z = 0 (òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè òèïà Ïàäå).

Îñíîâíûå èäåè ýòîãî ìåòîäà èñïîëüçîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, â ÷àñò-
íîñòè Í.È.Ôåëüäìàíîì11 äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè (10) ϕλ(z).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ψ(z) = 1 +
∞∑

ν=1

zν

(
ν∏

x=1

g(x)

)−1

, g(x) = gmxm + gm−1x
m−1 + · · ·+ g0. (11)

Ôóíêöèÿ ψ(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

g(δ)y = zy + g(0) , δ = z
d

d z
.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(zm) ñ gm = 1 � ÷àñòíûé ñëó÷àé ôóíêöèè (9).
Åñëè âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà g(x) � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
E-ôóíêöèåé.

×.Îñãóä12 äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè (11).

Òåîðåìà II. Ïóñòü g(x) ∈ I[x], g(0) = 0, gm = 1, r1 , . . . , rt �ðàçëè÷íûå
è îòëè÷íûå îò íóëÿ ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, mt > 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáûõ ÷èñåë hij ∈ ZI ïðè

H = max
j=1, t; s=0, m−1

|hjs| > 0

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣∣

t∑
j=1

m−1∑
s=0

hjsψ
(s)(rj)

∣∣∣∣∣ > C1H
1−mt−ε

11Ôåëüäìàí Í.È. Îöåíêè ñíèçó íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ôîðì// Âåñòí. Ìîñê. óí-òà, ñåð. Ìàòåìàòèêà,
ìåõàíèêà. � 1967. � �2 � Ñ. 63�72

12OsgoodC. Some theorems on diophantine approximation// Trans. Amer. Math. Soc. � 1966. � V. 123.
� �1. � P. 64�87
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è äëÿ ëþáîãî íàáîðà q, pjs öåëûõ ÷èñåë èç ïîëÿ I ïðè ëþáîé ïàðå èíäåê-
ñîâ (u, v), 1 ≤ u ≤ t; 0 ≤ v ≤ m − 1 ñ (s, j) 6= (u, v) è ïðè |q| > 0
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
j=1, t; s=0,m−1; (s, j) 6=(u, v)

∣∣∣∣
ψ(s)(rj)

ψ(u)(rv)
− pjs

q

∣∣∣∣ > C2|q|−1− 1
mt−1−ε ,

ãäå C1 è C2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò ε, íî íå çàâè-
ñÿùèå îò H.

Â 1981 ãîäó À.Í.Êîðîáîâ13 â íåêîòîðîì áîëåå ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëó÷èë
îöåíêó ñíèçó ëèíåéíîé ôîðìû, êîòîðàÿ îòëè÷àëàñü îò ñîîòâåòñòâóþùåé
îöåíêè ñâåðõó ëèøü íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.
Òåîðåìà III. Ïóñòü s, a, a + b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà c ∈ ZI , c 6= 0 è

ψn(z) =
∞∑

ν=0

zn+sν

(as)νν!

n+sν∏
x=1

(ax + b)−1 .

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë h0 , h1 . . . , hs èç êîëüöà ZI ïðè
H = max(|h0| , . . . , |hs|) > 3

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣h0ψ0

(
1

c

)
+ · · ·+ hsψs

(
1

c

)∣∣∣∣ > γ H−s

(
ln ln H

ln H

) s+1
2

.

Ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ γ íå çàâèñèò îò H, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü
s + 1

2
íå ìîæåò áûòü óìåíüøåí.

Â 1929 � 1930 ãîäàõ Ê.Ìàëåð14 ,15 îïóáëèêîâàë ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé
óñòàíàâëèâàòü òðàíñöåíäåíòíîñòü è àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü çíà÷å-
íèé ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(z) =
∞∑

ν=0

aνz
ν , aν ∈ K . (12)

13Êîðîáîâ À.Í. Îöåíêè íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ôîðì // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà, ñåð. ìàòåì, ìåõ. � 1981.
� �6. � Ñ. 36�40

14MahlerK. Arithmetische Eigenschaften der L�osungen einer Klasse Funktionalgleichungen // Math.
Ann. � 1929. � Bd. 101 � �4. � S. 342�366

15MahlerK. Arithmetische Eigenschaften einer Klasse transzendental-transzendenter Funktionen//
Math.Z. � 1930 � Bd. 32 � �4. � S. 545�586
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Ïóñòü ðÿä ñõîäèòñÿ â êðóãå |z| < R è ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

f(zρ) =
A1(z, f(z))

A2(z, f(z))
, Aj(z, y) ∈ ZK [z, y], ρ ∈ N , ρ ≥ 2 . (13)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(z) ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíîâ A1(z, y) è A2(z, y) .

Òåîðåìà IV. Ïóñòü f(z) � òðàíñöåíäåíòíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ (13), è degy Aj(z, y) < ρ,

j = 1, 2 ; α � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, 0 < |α| < min(1, R) è ∆(αρk

) 6= 0
ïðè k = 0, 1, . . . .

Òîãäà ÷èñëî f(α) òðàíñöåíäåíòíî.

Ê.Ìàëåð äîêàçàë òàêæå íåñêîëüêî òåîðåì îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñè-
ìîñòè çíà÷åíèé òàêèõ ôóíêöèé è ðàñïðîñòðàíèë ñâîé ìåòîä íà ôóíêöèè
îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ Ìàëåðà
(13), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû IV.

Ïðèìåð 1.
f(z) =

∞∑
ν=0

z ρ ν

, f(z ρ) = f(z)− z . (14)

Ïðèìåð 2.

f(z) =
∞∏

ν=0

(
1− z2 ν)

=
∞∑

µ=0

aµz
µ , f(z2) =

f(z)

1− z
, (15)

ãäå ÷èñëà aµ ðàâíû 1 èëè −1, ïðè÷åì aµ = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà µ âõîäèò ÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö.

Ïðèìåð 3.

f(z) =
∞∏

ν=0

(
1− zρ ν) q−ν

, f(zρ) =
f q(z)

(1− z)q
, q ∈ N . (16)

Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ ïðè àëãåáðàè÷åñêîì α (0 < |α| < 1) (â ïî-
ñëåäíåì ïðèìåðå ïðè q < ρ) ïî òåîðåìå IV ÷èñëà f(α) òðàíñöåíäåíòíû.
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Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îïóáëèêîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ñâÿ-
çàííûõ ñ ìåòîäîì Ìàëåðà, â òîì ÷èñëå ìîíîãðàôèÿ Ê.Íèøèîêè16.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 1. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè òåîðåì, äîêàçàííûõ â äèññåðòàöèè.
Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè κ. Ñëåäóþùåå îïðå-

äåëåíèå îáîáùàåò îïðåäåëåíèå E-ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(z) =
∞∑

ν=0

aν
zν

ν!
, aν ∈ K , (17)

ïðèíàäëåæèò êëàññó Eτ , τ ≥ 0, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñ-
ëà ε

1) |aν| = O (ν εν) ;

2) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷èñåë qn ∈ ZK ,

òàêàÿ, ÷òî
qnaν ∈ ZK , n = 0, 1, . . . ; ν = 0, n ,

è íîðìà ýòèõ ÷èñåë
NK(qn) = O

(
nκ(τ+ε)n

)
.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ (17) â òî÷íîñòè ïðèíàäëåæèò êëàññó Eτ , åñ-
ëè îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó Eτ è íå ïðèíàäëåæèò íèêàêîìó êëàññó E τ1

ïðè 0 ≤ τ 1 < τ.

Êëàññ E0 ñîâïàäàåò ñ êëàññîì E-ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ(z) =
∞∑

ν=0

1

[λ1 + 1, ν] · · · [λm + 1, ν]

( z

m

)mν

, (18)

[λ + 1, ν] = (λ + 1) · · · (λ + ν), [λ + 1, 0] = 1.

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(δ + mλ1) · · · (δ + mλm)y = zmy + mmλ1 · · ·λm , δ = z
d

d z
.

16NishiokaK. Mahler functions and transcendence// Lect. Notes in Math. 1996. � V. 1631
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü λ1, . . . , λm � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò
−1, −2, . . . , ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâåííî κ1, . . . ,κm. Òîãäà ôóíêöèÿ (18)
ϕ(z) â òî÷íîñòè ïðèíàäëåæèò êëàññó Eτ ïðè

τ = 1−
m∑

j=1

1

mκj
. (19)

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè íå âñå ÷èñëà λ1, . . . , λm ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè,
òî ôóíêöèÿ ϕ(z) íå ÿâëÿåòñÿ E-ôóíêöèåé.

Èññëåäóåòñÿ òàêæå, ê êàêîìó êëàññó â òî÷íîñòè ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ
Êóììåðà

f(z) = 1 +
∞∑

ν=1

(a1 + 1) · · · (a1 + ν)

(a2 + 1) · · · (a2 + ν)

zν

ν!
(20)

ïðè óñëîâèè, ÷òî K = Q(a1, a2) � êâàäðàòè÷íîå ïîëå.
Ïóñòü ω � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, K = Q(ω), degK = 2,

a1 = u1 + v1ω, a2 = u2 + v2ω, u1, u2, v1, v2 ∈ Q.

Ïðè v1 = v2 = 0 ôóíêöèÿ (20) ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé, ïîýòîìó áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî |v1| + |v2| > 0. Çà ñ÷åò âûáîðà ÷èñëà ω ìîæíî îáåñïå÷èòü,
÷òîáû

v1, v2 ∈ Z, (v1, v2) = 1 .

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ Êóììåðà (20) â òî÷íîñòè ïðèíàäëåæèò êëàññó
E1/2 â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) ïðè v1 > v2 (v1 > 0);
2) ïðè u1v2 − u2v1 /∈ Z ;
3) ïðè v1 = v2 > 0 è u1 − u2 /∈ Z+;
4) ïðè v1v2 ≤ 0, |v1|+ |v2| > 0.
Ïðè v2 > v1 > 0, u1v2 − u2v1 ∈ Z ôóíêöèÿ f(z) â òî÷íîñòè ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó Eτ ïðè
τ =

1

2

(
1− 1

v2

)
.

Ïðè v1 = v2 > 0, u1 − u2 ∈ Z+, à òàêæå ïðè v1 = v2 = 0 ôóíêöèÿ
f(z) ÿâëÿåòñÿ E-ôóíêöèåé.
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Îáùèé ñëó÷àé ïðè degQ(a1, a2) = 2 ñâîäèòñÿ çà ñ÷åò âûáîðà ω ê
êàêîìó-ëèáî èç îïèñàííûõ ñëó÷àåâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
òîãî, ÷òîáû îáùàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿëàñü E-ôóíêöèåé.

Ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ñèñòåìû ÷èñåë
(a1, . . . , au) è (b1, . . . , bv) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ E, åñëè ëèáî âñå ÷èñëà
aj, bk ðàöèîíàëüíûå, ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå âñåõ òåõ èç ýòèõ
÷èñåë, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, íà ïàðû

(aj1 , bk1
), . . . , (ajr

, bkr
),

÷òî âñå ðàçíîñòè ajs
− bks

, s = 1, r, � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ (9) ñ êîìïëåêñíûìè ïàðàìåòðàìè
a1, . . . , au; b1, . . . , bv, îòëè÷íûìè îò −1, −2, . . . , è òàêèìè, ÷òî

aj 6= bk, j = 1, u; k = 1, v,

áûëà E-ôóíêöèåé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ÷èñëà
aj, bk áûëè àëãåáðàè÷åñêèìè è ÷òîáû ñèñòåìû ÷èñåë (a1, . . . , au) è
(b1, . . . , bv) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ E.

Ýòà òåîðåìà ôàêòè÷åñêè ïîêàçûâàåò, ÷òî âî âñåõ "íåòðèâèàëüíûõ" ñëó-
÷àÿõ ôóíêöèÿ (9) íå ÿâëÿåòñÿ E-ôóíêöèåé.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ G-ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü a1, . . . , av; b1, . . . , bv, � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå
îò −1, −2, . . . , è òàêèå, ÷òî

aj 6= bk, j, k = 1, v.

Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ

g(z) =
∞∑

ν=0

[a1 + 1, ν] · · · [av + 1, ν]

[b1 + 1, ν] · · · [bv + 1, ν]
zν , bj 6= −1, −2, . . . ,

áûëà G-ôóíêöèåé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ÷èñëà aj, bk áûëè
àëãåáðàè÷åñêèìè è ÷òîáû ñèñòåìû ÷èñåë (a1, . . . , av) è (b1, . . . , bv) óäîâëå-
òâîðÿëè óñëîâèþ E.
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Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé îáû÷íî
ïðèõîäèòñÿ äîêàçûâàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñàìèõ ôóíêöèé íàä ïî-
ëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü îáùèõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå
óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

ψj(z) = 1 +
∞∑

ν=1

zν
ν∏

x=1

aj(x)

bj(x)
, j = 1, t, (21)

ãäå aj(x), bj(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè,

mj = deg bj(x) ≥ deg aj(x), mj ≥ 1, bj(x) 6= 0 ïðè x = 1, 2, . . . .

Ôóíêöèÿ ψj(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

Uj : bj(δ)yj = aj(δ)zyj + bj(0), δ = z
d

d z
. (22)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
(A) Äëÿ êàæäîãî èíäåêñà j, 1 ≤ j ≤ t , è ëþáîãî c ∈ Z äâà ìíîãî÷ëåíà

aj(x) è bj(x + c) âçàèìíî ïðîñòû.
(B) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ

ak(x)bl(x) = c(x + λ1) · · · (x + λN), al(x)bk(x), 1 ≤ k < l ≤ t,

ïðè ëþáîì íàáîðå öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë c1, . . . , cN

c(x + λ1 + c1) · · · (x + λN + cN) 6≡ al(x)bk(x).

Äàëåå, ïóñòü yj(z) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Uj èç (22) ïðè
j = 1, t, íå ïðèíàäëåæàùåå êîëüöó C[z, z−1].

Òîãäà ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé

1, y
(s)
j (z), j = 1, t; s = 0, mj − 1,

ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä ïîëåì C(z).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü â ðàâåíñòâå (21)

mj = deg bj(x) > deg aj(x) .

Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèè

1, ψ
(s)
j (z), j = 1, t; s = 0, mj − 1, (23)

11



áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì C(z) , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû

1) mj ≥ 1, aj(x)bj(x) 6= 0 ïðè x = 1, 2, . . . ; j = 1, t;

2) âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (B) òåîðåìû 5;
3) âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå:
(C) äëÿ êàæäîãî èíäåêñà j, 1 ≤ j ≤ t, è ëþáîãî c ∈ Z+ äâà ìíîãî÷ëåíà

aj(x) è bj(x + c) âçàèìíî ïðîñòû.

Çàìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 5 óñëîâèå (A) íåëüçÿ çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå
óñëîâèå (C).

Ïðèìåð 4. Óðàâíåíèþ

δ(δ + λ)y = (δ + λ− 1)zy, δ = z
d

d z
, λ 6∈ Z,

óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ z−λ 6∈ C(z), îäíàêî îíà ëèíåéíî çàâèñèìà ñî ñâî-
åé ïðîèçâîäíîé íàä C(z).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè áîëåå ÷àñòíîãî âèäà, ÷åì (21),

ψj(z) = 1 +
∞∑

ν=1

zν

(
ν∏

x=1

gj(x)

)−1

, gj(x) ∈ C[x], mj = deg gj(x) ≥ 1. (24)

Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ñôîðìóëèðóåì äâà ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 6.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ψ1(z) , . . . , ψt(z) � ôóíêöèè (24). Òîãäà ôóíêöèè
(23) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì C(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (B).

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ψ(z) � ôóíêöèÿ âèäà (11) ñ gm = 1 , ω1, . . . , ωt �
ðàçëè÷íûå è îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Òîãäà ôóíêöèè

1, ψ(s)(ωjz), j = 1, t; s = 0, m− 1,

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì C(z).

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1 è 6 ýòîé ãëàâû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâàõ íåêîòîðûõ ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.
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Ãëàâà 2. Îöåíêè ñíèçó ëèíåéíûõ ôîðì

Ïóñòü I � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èëè ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ïîëå.
Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ëèíåéíûõ ôîðì îò
çíà÷åíèé ôóíêöèè (11) è åå ïðîèçâîäíûõ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ ïîëÿ I , à
òàêæå èçó÷àåòñÿ õàðàêòåð èõ ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé ÷èñëàìè èç I .

Òåîðåìà 7. Ïóñòü λ1, . . . , λm � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò
−1, −2, . . . ; ω1, . . . , ωt � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå è îòëè÷íûå îò íóëÿ ÷èñëà
èç ïîëÿ I, g(x) = (x + λ1) · · · (x + λm). Ïóñòü ψ(z) � ôóíêöèÿ (11).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî íàáîðà

h0, hjs, j = 1, t; s = 0, m− 1 ,

öåëûõ ÷èñåë èç ïîëÿ I, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèõ H, ïðè H ≥ 3 âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣h0 +
t∑

j=1

m−1∑
s=0

hjsψ
(s)(ωj)

∣∣∣∣∣ > H −mt− γ1

ln ln H , (25)

è äëÿ ëþáîãî íàáîðà q, pjs öåëûõ ÷èñåë èç ïîëÿ I ïðè |q| ≥ 3 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòî

max
j=1, t; s=0,m−1

∣∣∣∣ψ(s)(ωj)− pjs

q

∣∣∣∣ > |q|−1− 1
mt−

γ2

ln ln |q| ,

ãäå γ1 è γ2 � ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåìûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çà-
âèñÿùèå òîëüêî îò λ1, . . . , λm; ω1, . . . , ωt.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü g(x) = xm+gm−1x
m−1+· · ·+g1x ∈ I[x], ïðè÷åì g(x) 6= 0

ïðè x = 1, 2, . . . ; ω1, . . . , ωt � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå è îòëè÷íûå îò íóëÿ
÷èñëà èç ïîëÿ I.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî íàáîðà hjs, j = 1, t; s = 0, m− 1 , öå-
ëûõ ÷èñåë èç ïîëÿ I, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèõ H, ïðè H ≥ 3 âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣
t∑

j=1

m−1∑
s=0

hjsψ
(s)(ωj)

∣∣∣∣∣ > H 1−mt− γ1

ln lnH , (26)

è äëÿ ëþáîãî íàáîðà q, pjs öåëûõ ÷èñåë èç ïîëÿ I ïðè ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ
(u, v), 1 ≤ u ≤ t; 0 ≤ v ≤ m− 1 ñ (s, j) 6= (u, v) è ïðè |q| ≥ 3 è mt > 1
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âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòî

max
j=1, t; s=0, m−1; (s, j)6=(u, v)

∣∣∣∣
ψ(s)(ωj)

ψ(u)(ωv)
− pjs

q

∣∣∣∣ > |q|−1− 1
mt−1−

γ2

ln ln |q| ,

ãäå γ1 è γ2 � ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåìûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çà-
âèñÿùèå òîëüêî îò g1, . . . , gm−1; ω1, . . . , ωt.

Óêàçàííûå îöåíêè ïîëó÷åíû çà ñ÷åò ýôôåêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ àïïðîê-
ñèìàöèé òèïà Ïàäå ê ñîîòâåòñòâóþùèì ôóíêöèÿì. Ýòè îöåíêè ìîãóò áûòü
óëó÷øåíû òîëüêî çà ñ÷åò ïðèñóòñòâóþùèõ â ïîêàçàòåëÿõ âåëè÷èí ïîðÿä-
êîâ O

(
1

ln ln H

)
è O

(
1

ln ln |q|
)

.

Îöåíêà ëèíåéíîé ôîðìû (25) ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç òåîðåìû Øèä-
ëîâñêîãî I, íî ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ïîðÿäêà O

(
1√

ln ln H

)
.

Îäíàêî òåîðåìà I íå ïðèìåíèìà ê îöåíêå îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ôîðìû
(26), òàê êàê ïî ñëåäñòâèþ 1 èç òåîðåìû 1 ôóíêöèÿ ψ(zm) íå ÿâëÿåòñÿ
E-ôóíêöèåé, åñëè òîëüêî íå âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà g(x) ðàöèîíàëüíû.

Ëèíåéíûå ôîðìû (26) ìîæíî îöåíèòü ïî òåîðåìå Îñãóäà II, íî òîãäà,
âìåñòî âåëè÷èíû γ1

ln ln H
, áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âñå

÷èñëà ωj äîëæíû áûòü ðàöèîíàëüíûìè.
Ïóñòü λ1, . . . , λm � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò −1, −2, . . . , ñòå-

ïåíåé ñîîòâåòñòâåííî κ1, . . . ,κm, ÷èñëî τ îïðåäåëåíî ïîñðåäñòâîì ðàâåí-
ñòâà (19). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 9. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè κ íàä ïî-
ëåì I è â ðàâåíñòâå (11)

g(x) = (x + λ1) · · · (x + λm) = xm + gm−1x
m−1 + · · ·+ g1x + g0 ∈ K[x];

ω1, . . . , ωt � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå è îòëè÷íûå îò íóëÿ ÷èñëà èç ïîëÿ K ,

ïðè÷åì mt > κ + κτ − 1 .

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 è ëþáîãî íàáîðà

q, pj, s, j = 1, t; s = 0, m− 1,

öåëûõ ÷èñåë èç ïîëÿ K ïðè q 6= 0 è P = maxj, s(|q|, |pj, s|) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

max
j=1, t, s=0, m−1

∣∣∣∣ψ(s)(ωj)− pj, s

q

∣∣∣∣ > C
(|q|Pκ−1)− mt+1+ε

mt−κ−κτ+1 ,

14



ãäå C = C(ε, λ1, . . . , λm, ω1, . . . , ωt) > 0.
2) Ñðåäè ÷èñåë

ψ(s)(ωj), j = 1, t; s = 0, m− 1,

ñóùåñòâóåò íå ìåíåå (mt + 1)κ−1 − τ − 1 ÷èñåë, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âìåñòå ñ ÷èñëîì 1 íàä ïîëåì K.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêè ñ ëó÷øèìè îñòàòî÷íûìè
÷ëåíàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìàìè 7 è 8.

Òåîðåìà 10. Ïðè ëþáûõ öåëûõ ÷èñëàõ b, p, q èç ïîëÿ I ïðè bq 6= 0 âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣e
1
b − p

q

∣∣∣∣ >
0, 001 ln ln(|q|+ 2)

|bq2| ln(|q|+ 2)
.

Ïðè I = Q ïîäîáíàÿ îöåíêà ñëåäóåò èç õàðàêòåðà ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà e
1
b â

öåïíóþ äðîáü è ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè Â. Àäàìñà17 (ëåììà 11 è ñëåäñòâèå 10).

Òåîðåìà 11. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí

g(x) = xm + gm−1x
m−1 + · · ·+ g1x ∈ ZI [x], g = max(|g1|, . . . , |gm−1|),

m ≥ 2, g(x) 6= 0 ïðè x = 1, 2, . . . .
Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà b, h1, . . . , hm öåëûõ ÷èñåë èç ïîëÿ I ïðè b 6= 0,

0 < maxj=1,m |hj| ≤ H è H ≥ 3 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∣∣∣∣h0ψ

(
1

b

)
+ h1ψ

′
(

1

b

)
+ · · ·+ hm−1ψ

(m−1)
(

1

b

)∣∣∣∣ >

> (|b|H)1−m(ln H)−γ1 ,

è äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë q, p1, . . . , pm; |q| ≥ 3, èç ïîëÿ I ïðè êàæäîì
èíäåêñå u, 0 ≤ u ≤ m− 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
s=1,m−1, s 6=u

∣∣∣∣
ψ(s)(1/b)

ψ(u)(1/b)
− ps

q

∣∣∣∣ > (|b||q|)−1− 1
m−1 (ln H)−γ2,

ãäå ïîñòîÿííàÿ γ1 íå çàâèñèò îò b è H, à ïîñòîÿííàÿ γ2 � îò b è q.

17Adams W. Asymptotic diphantine approximations and Hurwitz numbers// Amer. J. Math. � 1967 �
V. 89. � P. 1083 � 1108
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Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ïîêàçàòåëÿõ â òåîðåìàõ 7 è 8 ïîðÿäêà
O

(
(ln ln H)−1

)
â òåîðåìå 11 ôàêòè÷åñêè çàìåíåí íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà

O
(
(ln ln H)(ln H)−1

)
.

Ãëàâà 3. Òî÷íûå ïî âûñîòå îöåíêè ëèíåéíûõ ôîðì

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêè ñíè-
çó ëèíåéíûõ ôîðì îò çíà÷åíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå
ëèøü íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê
ñâåðõó. Â òåîðåìå 11 ìû òðåáîâàëè, ÷òîáû g(x) ∈ ZI [x] . Â ñëåäóþùåé
òåîðåìå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå êîðíè g(x) ëåæàò â ïîëå I .

Ïóñòü λj = αj +iβj (j = 1, s; αj, βj ∈ R) � ÷èñëà èç ïîëÿ I, îòëè÷íûå
îò −1, −2, . . . ; a ∈ ZI , a 6= 0, � òàêîå ÷èñëî, ÷òî aλj ∈ ZI , j = 1, s.

Îáîçíà÷èì:

[λ + 1, ν] = (λ + 1) · · · (λ + ν), [λ + 1, 0] = 1,

ψ(z) =
∞∑

ν=0

zν

amν(ν!)[λ1 + 1, ν] · · · [λs + 1, ν]
, m = s + 1,

σj = {αj}, µj = σj + iβj, j = 1, s, (27)

ãäå {α}� äðîáíàÿ äîëÿ ÷èñëà α. Ïóñòü ÷èñëà λ1, . . . , λs ïåðåíóìåðîâàíû
òàê, ÷òî

1 > σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σs ≥ 0, σ0 = σs + 1.

Îáîçíà÷èì:

∆j =
j − 1

s
+ σj − σ1 + · · ·+ σs

s
, ∆ = min

1≤j≤s
∆j , Λ = max

1≤j≤s
∆j .

Ïóñòü K(µj) � êðàòíîñòü êîðíÿ µj ìíîãî÷ëåíà g(x) = (x−µ1) · · · (x−µs),

rl = max
σj=σl

K(µj), r = min
∆l=∆

rl,

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ òîëüêî ïî òåì èíäåêñàì j, 1 ≤ j ≤ s, äëÿ êîòîðûõ
σj = σl, à ìèíèìóì � ïî òåì l, äëÿ êîòîðûõ ∆l = ∆. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ
âåëè÷èíû

p = max
∆l=∆

rl, ∆0 = min
∆j 6=∆

(∆j −∆), δ0 = min
∆j=∆

(σj−1 − σj),

η = min (s∆0 , δ0/2) .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî η > 0 .
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Îïðåäåëåíèå 6. Ëèíåéíóþ ôîðìó

R = h0ξ0 + · · ·+ hsξs, hk ∈ ZI ,

áóäåì íàçûâàòü ïðèìèòèâíîé, åñëè ïðè ëþáîì c ∈ I, 0 < |c| < 1, íå
âñå ÷èñëà hkc, k = 0, s, áóäóò öåëûìè â ïîëå I.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü b ∈ ZI , b 6= 0,

R =
s∑

k=0

hkψ
(k)

(
1

b

)
; hk ∈ ZI ; max

0≤k≤s
|hk| = H ≥ 3; (28)

Φ(x) = x−s(ln x)−s(1−∆)(ln ln x)s(r−∆) ,

Ω1(x) = x−s(ln x)−s(1−∆)(ln ln x)s(p−∆), Ω2(x) = x−s(ln x)η−s(1−∆).

Òîãäà ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåìûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòî-
ÿííûå

Cj = Cj(a, b, λ1, . . . , λs), γ = γ(σ1, . . . , σs, β1, . . . , βs)

òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) Äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ôîðìû âèäà (28) ïðè ëþáîì H ≥ 3

|R| > C1Φ(H).

2) Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ôîðì (28), äëÿ êîòîðûõ

|R| < C2Φ(H).

3) Åñëè R � ïðèìèòèâíàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà âèäà (28) è
|R| > C3Ω1(H), òî

|R| > C4Ω2(H)(ln ln H)−γ .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11 áûëî îïóáëèêîâàíî ðàíüøå, à òåîðåìû 12 �
ïîçäíåå îïóáëèêîâàíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû À.Í.Êîðîáîâà III. Òåîðåìå
Êîðîáîâà â òåîðåìå 12 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
÷èñåë λj :

λj = λ1 − j − 1

s
, j = 1, s ; λ1 =

b

a
∈ Q .

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 12 ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäîâ
äîêàçàòåëüñòâ ïðåäûäóùèõ òåîðåì. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñòðîèòñÿ "äîñòà-
òî÷íî ïëîòíàÿ"ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ ôîðì ñ âåðõíèìè è íèæíèìè
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îöåíêàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ ëèøü íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. Çàòåì äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ "äîñòàòî÷íî ìàëàÿ"ëèíåéíàÿ ôîðìà ïðîïîð-
öèîíàëüíà îäíîé èç ôîðì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñëå ÷åãî åå îöåíêè ñëå-
äóþò èç îöåíîê ïîñòðîåííõ ôîðì.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íà ïðèìåíåíèå òåîðåìû 12.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü

ψ(z) =
∞∑

ν=0

zν

(ν!)s+1 .

Â ýòîì ïðèìåðå

σ1 = · · · = σs = 0, ∆j =
j − 1

s
, ∆ = 0 , r = s.

Ïîýòîìó â òåîðåìå 12

Φ(x) = x−s(ln x)−s(ln ln x)s2

.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàþòñÿ ñòîëü æå òî÷íûå îöåíêè äëÿ
ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü ÷èñëà (27) µ1, . . . , µs ïîïàðíî ðàçëè÷íû;

ω(x) = x−1−1
s

(
ln ln x

ln x

)1
s+Λ

, Λ = max
j=1, s

∆j.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåìûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòî-
ÿííûå C1 è C2, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ÷èñåë a, b, λ1, . . . , λs, òàêèå, ÷òî
äëÿ êàæäîãî èíäåêñà k, 0 ≤ k ≤ s, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ.

1) Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë p, p0, . . . , ps èç ïîëÿ I ïðè |p| ≥ 3 âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ε(k, p) = max
j=1, s, j 6=k

∣∣∣∣ψ(j)
(

1

b

)
− pj

p
ψ(k)

(
1

b

)∣∣∣∣ > C1ω(|p|) .

2) Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íàáîðîâ ÷èñåë p, p0, . . . , ps èç
ZI , äëÿ êîòîðûõ

ε(k, p) < C2ω(|p|) .
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Ãëàâà 4. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà Çèãåëÿ-Øèäëîâñêîãî
(Å-ôóíêöèè, G-ôóíêöèè, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè)

Òåîðåìà 14. Ïóñòü f1(z), . . . , fs(z) � ñîâîêóïíîñòü E-ôóíêöèé ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ K, ñîñòàâëÿþùàÿ ðåøåíèå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), α � àëãåáðàè÷åñêîå
÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ è îò ïîëþñîâ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ Qij(z) ñèñòå-
ìû (3),

κ = [K(α) : I] ≥ 2.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x1, . . . , xs) ∈ ZK [x1, . . . , xs] èëè

P (f1(α), . . . , fs(α)) = 0,

èëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣P (f1(α), . . . , fs(α))

∣∣ > CH−γκ l+1d l

, (29)

ãäå d è H � ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíü è ìàêñèìóì ìîäóëåé êîýôôèöè-
åíòîâ è ñîïðÿæåííûõ èì ÷èñåë ìíîãî÷ëåíà P , l � êîëè÷åñòâî àëãåáðà-
è÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä ïîëåì C(z) ôóíêöèé â íàáîðå f1(z), . . . , fs(z)
(1 ≤ l ≤ s), C è γ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì C çàâè-
ñèò òîëüêî îò d, α, ôóíêöèé f1(z), . . . , fs(z), à γ � òîëüêî îò ôóíê-
öèé f1(z), . . . , fs(z) (òî÷íåå: îò õàðàêòåðà àëãåáðàè÷åñêèõ ñâÿçåé ìåæäó
ýòèìè ôóíêöèÿìè).

Îöåíêà (29) áûëà äîêàçàíà À.Á.Øèäëîâñêèì18 â �6 ãëàâû 12, îäíàêî
ïðè áîëåå ñèëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî îòëè÷íû îò íóëÿ âñå âåëè÷è-
íû, ïîëó÷åííûå çàìåíàìè â ìíîãî÷ëåíå P (f1(α), . . . , fs(α)) âñåõ êîýôôè-
öèåíòîâ, ÷èñëà α è êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ, îïðåäåëÿþùèõ E-ôóíêöèè, íà
ñîïðÿæåííûå èì ÷èñëà â ïîëå K. Â òåîðåìå 9 èç òîé æå ãëàâû îöåíêà (29)
óñòàíîâëåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ôóíêöèé
f1(z), . . . , fs(z) íàä ïîëåì C(z) òàêàÿ æå, êàê íàä ïîëåì C .

Ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû îòëè÷åí îò ðàíåå èçâåñòíûõ ìåòî-
äîâ ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Îïðåäåëåíèå 7. Âûñîòîé ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóì ìîäóëåé
åãî êîýôôèöèåíòîâ, äëèíîé � ñóììà ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ. Âûñîòîé
h(θ) , äëèíîé l(θ) è ñòåïåíüþ deg θ àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà θ íàçûâàþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî âûñîòà, äëèíà è ñòåïåíü åãî êàíîíè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

18Øèäëîâñêèé À.Á. Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà. Ì.: Íàóêà, 1987
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Òåîðåìà 15. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü E-ôóíêöèé f1(z), . . . , fs(z) ñîñòàâëÿ-
åò ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), à ζ � êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ

P (z, f1(z), . . . , fs(z)) = 0,

ãäå P (x0, x1, . . . , xs) � ìíîãî÷ëåí ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè,
òàêîé, ÷òî

P (z, f1(z), . . . , fs(z)) 6≡ 0 .

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë κ è ε ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

|ζ − θ| < exp (−(h(θ)) ε) , deg θ ≤ κ (30)

èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé â àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëàõ θ.

Òåîðåìà ïðèìåíèìà, â ÷àñòíîñòè, ê àëãåáðàè÷åñêèì òî÷êàì E-ôóíêöèé.
Åñëè E-ôóíêöèè f1(z), . . . , fs(z) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî ïðè íå-

êîòîðûõ åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ èç òåîðåìûØèäëîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñ-
ëî ζ òðàíñöåíäåíòíî. Îäíàêî íèêàêèõ êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ èçâåñò-
íî íå áûëî.
Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü E-ôóíêöèè f1(z), . . . , fl(z) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñè-
ìû íàä ïîëåì C(z) è âìåñòå ñ E-ôóíêöèÿìè fl+1(z), . . . , fs(z) ñîñòàâ-
ëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû (3), ζ ∈ C, è ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ
âåëè÷èíàõ ε è κ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (30) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðå-
øåíèé â àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëàõ θ.

Òîãäà ÷èñëà ζ, f1(ζ), . . . , fl(ζ) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè l = 1 óñëîâèå àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè

E-ôóíêöèé ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî E-ôóíêöèÿ f1(z) íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
÷ëåíîì.
Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü E-ôóíêöèè f1(z), . . . , fs(z) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-
ÿì òåîðåìû; ζ � òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ âåëè÷èíàõ ε è κ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (30) èìååò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðåøåíèé â àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëàõ θ. Ïóñòü A(z, f1(z), . . . , fs(z)) è
B(z, f1(z), . . . , fs(z)) 6≡ 0 � ìíîãî÷ëåíû ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåí-
òàìè îò âåëè÷èí z, f1(z), . . . , fs(z), ïðè÷åì ôóíêöèÿ

F (z) =
A(z, f1(z), . . . , fs(z))

B(z, f1(z), . . . , fs(z))
6∈ C(z).

Òîãäà ÷èñëà ζ è F (ζ) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(z) çàäàíà ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà (11). Åñëè íå âñå
êîðíè ìíîãî÷ëåíà g(x) � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî ïî ñëåäñòâèþ 1 èç òå-
îðåìû 1 ôóíêöèÿ ψ(zm) íå ÿâëÿåòñÿ E-ôóíêöèåé, è ê íåé íå ïðèìåíèìà
òåîðåìà Øèäëîâñêîãî I. Òåì íå ìåíåå, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ óäàåò-
ñÿ èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå èäåè ìåòîäà Çèãåëÿ-Øèäëîâñêîãî è ïîëó÷èòü
îöåíêè ëèíåéíûõ ôîðì îò çíà÷åíèé òàêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü â ðàâåíñòâàõ (24)

gj(x) = pj(x)p(x) ∈ I[x], gj(x) 6= 0 ïðè x = 1, 2, . . . ,

deg p1(x) = · · · = deg pt(x) = u, deg p(x) = v, m = u + v ≥ 1 ,

ïðè÷åì âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ pj(x), j = 1, t, � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (B) òåîðåìû 5. Äàëåå, ïóñòü

h0, hjs, j = 1, t; s = 0, m− 1,

� ïðîèçâîëüíûé íàáîð ÷èñåë èç ZI ñ

H = max
j, s

(|h0, |hjs|) ≥ 3.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ïðè

H > H0(ε, g1(x), . . . , gt(x))

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣∣h0 +

t∑

j=1

m−1∑
s=0

hjsψ
(s)
j (1)

∣∣∣∣∣ > H
−mt+τ+ε

1−τ ,

ãäå
τ =

v

m
− 1

mκ1
− · · · − 1

mκv
,

à κ1, . . . ,κv � ñòåïåíè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèìèñÿ êîðíÿìè
ìíîãî÷ëåíà p(x) .

2) Åñëè p(0) = 0, è mt ≥ 2, òî
∣∣∣∣∣

t∑
j=1

m−1∑
s=0

hjsψ
(s)(1)

∣∣∣∣∣ > H
1−mt− γ√

ln ln H ,

ãäå ïîñòîÿííàÿ γ íå çàâèñèò îò H.
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Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 1 â òåîðåìå ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîå ÷èñëî ω ∈ I ,
ω 6= 0 . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ìíîãî÷ëåí p(x) çàìåíèòü íà ωp(x) .

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü λ1, . . . , λm � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò
−1, −2, . . . , ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâåííî κ1, . . . ,κm; ω1, . . . , ωt � ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûå è îòëè÷íûå îò íóëÿ ÷èñëà èç ïîëÿ I,

g(x) = (x + λ1) · · · (x + λm) ∈ I[x].

Ïóñòü ψ(z) � ôóíêöèÿ (11), à τ � ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ïîñðåäñòâîì
ðàâåíñòâà (19).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî íàáîðà

h0, hjs, j = 1, t; s = 0, m− 1 ,

öåëûõ ÷èñåë èç ïîëÿ I, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèõ H, ïðè

H > H0(ε, λ1, . . . , λm, ω1, . . . , ωt)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣∣h0 +

t∑
j=1

m−1∑
s=0

hjsψ
(s)(ωj)

∣∣∣∣∣ > H
−mt+τ+ε

1−τ .

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ñëåäñòâèÿ 6.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü ϕλ(z) � ôóíêöèÿ (10);

λ, ω ∈ I ; λ 6= −1, −2, . . . ; ω 6= 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáûõ ÷èñåë p, q ∈ ZI ïðè |q| > q0(ε, λ, ω)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣ϕλ(ω)− p

q

∣∣∣∣ > |q|−4−ε .

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(z) =
∞∑

ν=0

z ν

(λ + 12) · · · (λ + ν2)
, λ ∈ Q , λ > 0 .
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Ïóñòü ω 6= 0 � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
H = max(|h0|, |h1|, |h2|) > H0(ε, λ, ω) .

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣h0 + h1f(ω) + h2f

′(ω)
∣∣ > H−5−ε .

Ðàíåå íå áûëà äîêàçàíà äàæå èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñåë f(ω) è f ′(ω).

Äàëåå â äèññåðòàöèè ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ îöåíêè ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé G-ôóíêöèé â äîñòàòî÷íî ìàëûõ
òî÷êàõ. Â ýòèõ îöåíêàõ âåëè÷èíà (8) q0 íå çàâèñèò îò H, ïîýòîìó óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, èððàöèîíàëüíîñòü çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ
G-ôóíêöèé.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ óòî÷íèòü îïðåäåëåíèå G-ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé

fi(z) =
∞∑

ν=0

ai νz
ν , i = 1, s ,

ïðèíàäëåæèò êëàññó G(K , C , Q) , ãäå C ≥ 1 , Q ≥ 1, åñëè âñå êîýôôè-
öèåíòû ai ν ïðèíàäëåæàò àëãåáðàè÷åñêîìó ïîëþ K êîíå÷íîé ñòåïåíè è
äëÿ ëþáûõ ÷èñåë C1 > C è Q1 > Q ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå γ1 è γ2 ,

çàâèñÿùèå òîëüêî îò f1(z), . . . , fs(z) è ñîîòâåòñòâåííî îò C1 è Q1 ,

òàêèå, ÷òî
1) |ai ν| < γ1C

ν
1 , i = 1, s; ν = 0, 1, . . . ;

2) ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà qn , n = 0, 1, . . . , òàêèå, ÷òî âñå
÷èñëà

qnai ν ∈ ZK , i = 1, s; ν = 0, n,

è
qn < γ2Q

n
1 , n = 0, 1, . . . .

Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü G-ôóíêöèé f1(z), . . . , fs(z) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3). Òîãäà

y
(k)
i = Qki0(z) +

s∑
j=1

Qkij(z)yj ; Qkij(z) ∈ K(z) ;

i = 1, s; k = 1, 2, . . . .
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Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü G-ôóíêöèé
f1(z), . . . , fs(z) èç êëàññà G(K , C , Q) , ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), ïðèíàäëåæèò ïîäêëàñ-
ñó G(K , C , Q , Λ) , ãäå Λ ≥ 1 , åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
T (z) ∈ ZK [z] è íàòóðàëüíûå ÷èñëà an , n = 1, 2 , . . . , òàêèå, ÷òî âñå
ôóíêöèè

an

k!
(T (z)) kQk i j(z) ∈ ZK [z] , k = 1, n , (31)

è äëÿ ëþáîãî Λ1 > Λ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ3 , çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
ôóíêöèé f1(z), . . . , fs(z) è ÷èñëà Λ1 , òàêàÿ, ÷òî

an < γ3Λ
n
1 , n = 1, 2, . . . . (32)

Óñëîâèå, çàäàííîå ñîîòíîøåíèÿìè (31) è (32), áóäåì íàçûâàòü òàêæå
óñëîâèåì ñîêðàùåíèÿ ôàêòîðèàëîâ.

Ïðèìåð 8. Ïîñêîëüêó îáùåå íàèìåíüøåå êðàòíîå ÷èñåë 1, 2, . . . , n ðàñ-
òåò êàê e(1+o(1))n , òî ôóíêöèÿ ln(1 + z) ïðèíàäëåæèò ïîäêëàññó
G(Q, 1, e, e).

Â òåîðåìàõ 17 è 18 äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíû îöåíêè ìíîãî÷ëåíîâ îò
çíà÷åíèé ôóíêöèé èç ïîäêëàññà G(K , C , Q , Λ) . Îäíàêî âåëè÷èíû ïîñòî-
ÿííûõ, ïðèñóòñòâóþùèõ â ôîðìóëèðîâêàõ ýòèõ òåîðåì, èìåþò äîñòàòî÷íî
ãðîìîçäêèå çàïèñè. Ïîýòîìó ïðèâåäåì òîëüêî äâà íåïîñðåäñòâåííûõ ñëåä-
ñòâèÿ èç ýòèõ òåîðåì. Â äèññåðòàöèè òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû ýòè ñëåä-
ñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü G-ôóíêöèè f1(z), . . . , fs(z) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñè-
ìû íàä ïîëåì C(z) , óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (3) è äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîêðàùåíèÿ ôàêòîðè-
àëîâ, α � íå ðàâíîå íóëþ àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî q0(d, α, f1(z), . . . , fs(z)) , òàêîå, ÷òî ïðè ëþ-
áîì íàòóðàëüíîì ÷èñëå q > q0 ÷èñëà f1 (α/q) , . . . , fs (α/q) íå ñâÿçàíû
íèêàêèì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé d.

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü G-ôóíêöèè f1(z), . . . , fs(z) ñ êîýôôèöèåíòàìè ai ν

èç ïîëÿ I ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì C(z) , óäîâëåòâîðÿþò ñèñòå-
ìå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3) è äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ñîêðàùåíèÿ ôàêòîðèàëîâ, 0 6= α ∈ I .
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
q0(ε, α), ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì ÷èñëå q > q0(ε, α) è ëþáûõ ÷èñëàõ
h0, . . . , hs èç ZI ïðè

H = max
j
|hj| > H0(ε, α, q)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣h0 + h1f1

(
α

q

)
+ · · ·+ hsfs

(
α

q

)∣∣∣∣ > H−s−ε . (33)

Îöåíêà (33) ìîæåò áûòü óëó÷øåíà òîëüêî çà ñ÷åò ÷èñëà ε.

Ïðèìåð 9. Ñëåäñòâèÿ ïðèìåíèìû ê çíà÷åíèÿì G-ôóíêöèé
ln(1 + αiz) , i = 1, s , ïðè àëãåáðàè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ αi . Â ÷àñòíîñòè,
ñ èõ ïîìîùüþ óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì
íàòóðàëüíîì q ÷èñëî ln (1− 1/q) ln (1 + 1/q) èððàöèîíàëüíî è ëèíåéíî
íåçàâèñèìî íàä ïîëåì Q ñ ÷èñëàìè 1, ln (1− 1/q) , ln (1 + 1/q) .

Ãëàâà 5. Êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû â ìåòîäå Ìàëåðà

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà ìíîãî÷ëåíà îò çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Ìàëåðà.
Òåîðåìà 19. Ïóñòü f(z) � òðàíñöåíäåíòíàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâèìàÿ â
âèäå ðÿäà (12), ñõîäÿùåãîñÿ â êðóãå |z| < R , è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ôóíê-
öèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ (13) ñ

Aj(z, y) = aj1(z)y + aj2(z) ∈ ZK [z, y] , j = 1, 2 .

Ïóñòü äàëåå α � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî

0 < |α| < min(1, R) ; s = degK(α) ; A2

(
αρk

, f(αρk

)
)
6= 0 , k = 0, 1, . . . .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε è ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî-
÷ëåíà P (x) ∈ Z[x] ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé d è âûñîòû, íå ïðåâîñõî-
äÿùåé H, ïðè H > H0(d , α, f(z)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|P (f(α))| > H−(4γs2ρ(ρ+1)+1+ε)d , γ = − ln(l(α))

κ0 ln |α| ,

ãäå κ0 è l(α) � ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíü è äëèíà àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà
α (ñì. îïðåäåëåíèå 7).
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Äî ýòîãî ðåçóëüòàòà íèêàêèõ îöåíîê ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì Ìàëåðà, èçâåñòíî íå áûëî.
Ê.Ìàëåð19 , íå ïðèâîäÿ äîêàçàòåëüñòâà, óòâåðæäàë, ÷òî òàêèå çíà÷åíèÿ
íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè Ëèóâèëëÿ. Ì.Ìèíüîò20 ïðåäïîëàãàë, ÷òî ÷èñëî

ξ =
∞∑

ν=0

2−2ν

,

ÿâëÿþùååñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè (14), íå ÿâëÿåòñÿ U-÷èñëîì â êëàññèôè-
êàöèè Ìàëåðà (ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
îáçîðíîé ñòàòüå21) . Èç òåîðåìû 19 ñëåäóåò ÷òî ÷èñëà f(α) , óäîâëåòâî-
ðÿþùèå åå óñëîâèÿì, ÿâëÿþòñÿ S-÷èñëàìè. Ðàíåå âñå èçâåñòíûå ïðèìåðû
S-÷èñåë áûëè ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè E-ôóíêöèé â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ.
Òåîðåìà ïðèìåíèìà, íàïðèìåð, ê çíà÷åíèÿì ôóíêöèé (14) è (15).

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû óäàåòñÿ ïîëó÷èòü è â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãî÷ëåíû
Aj(x, y) íåëèíåéíûå ïî y .

Òåîðåìà 20. Ïóñòü f(z) � òðàíñöåíäåíòíàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâèìàÿ â
âèäå ðÿäà (12) , ñõîäÿùåãîñÿ â êðóãå |z| < R , è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ôóíê-
öèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ (13) ñ

q = max
j=1, 2

degy Aj(z, y) < ρ .

Ïóñòü äàëåå α (0 < |α| < min(1, R)) � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî
âñå ìíîãî÷ëåíû

A2

(
αρk

, f(αρk

)
)
6= 0 , k = 0 , 1, 2, . . . .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ∈ Z[x] ñòåïåíè, íå ïðå-
âîñõîäÿùåé d, è âûñîòû, íå ïðåâîñõîäÿùåé H, ïðè H > H0(d) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

|P (f(α))| > exp (−C(ln H)µ) , µ =
ln ρ

ln ρ− ln q
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò H.
19MahlerK. Arithmetische Eigenschaften der L�osungen einer Klasse Funktionalgleichungen // Math.

Ann. � 1929. � Bd. 101 � �4. � S. 342�366
20MicnotteM. Approximation des nombres par certaines suites de rationnels.// Seminare Delange�Pisot�

Poiton (Theorie des nombres).� �16 � 1976�77 � pp 1�3
21Ñïðèíäæóê Â.Ã. Äîñòèæåíèÿ è ïðîáëåìû òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé.//Óñïåõè ìàòåì.

íàóê � 1980 � Ò. 35. � Âûï. 4(214). � Ñ. 3�68
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Òåîðåìà ïðèìåíèìà, â ÷àñòíîñòè, ê çíà÷åíèÿì ôóíêöèè (16).

Öåëü ðàáîòû. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê
ëèíåéíûõ ôîðì è ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðàç-
ðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ êîíñòðóêöèé àïïðîêñèìàöèé òèïà Ïàäå äëÿ ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èññëåäîâàíèÿ íà ýòîé îñíîâå àðèôìåòè÷åñêîé
ïðèðîäû çíà÷åíèé òàêèõ ôóíêöèé. Èññëåäîâàíèå àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé è G-ôóíêöèé Çèãåëÿ íà îñíîâå äàëüíåéøåãî ñîâåð-
øåíñòâîâàíèÿ è îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Çèãåëÿ�Øèäëîâñêîãî.
Ïðèìåíåíèå ðàçâèòûõ ñðåäñòâ ê èññëåäîâàíèþ çíà÷åíèé ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé ñ èððàöèîíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïîëó÷åíèå êîëè÷åñòâåí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ î ìåðå òðàíñöåíäåíòíîñòè çíà÷åíèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì îïðåäåëåííîãî òèïà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòî-
äû òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Â ïåðâîé ãëàâå èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ äå-
ëèìîñòè â àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ïîëÿõ. Âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ èñ-
ïîëüçóþòñÿ íîâûå êîíñòðóêöèè àïïðîêñèìàöèé òèïà Ïàäå, èäóùèå îò ðà-
áîò Ê.Ìàëåðà. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Çèãåëÿ�Øèäëîâñêîãî
ñ ðÿäîì óñîâåðøåíñòâîâàíèé, ïîçâîëÿþùèõ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñòàíàâ-
ëèâàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
ñ èððàöèîíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Â ïÿòîé ãëàâå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ìà-
ëåðà ñ íåêîòîðûìè òåõíè÷åñêèìè ìîäèôèêàöèÿìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé êëàññó Å-ôóíêöèé .

2. Ïîëó÷åíû îöåíêè ëèíåéíûõ ôîðì îò çíà÷åíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñ ïàðàìåòðàìè èç ìíèìîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ.

3. Óñòàíîâëåíû îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó ëèíåéíûõ ôîðì îò çíà÷åíèé ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü íà ïîñòî-
ÿííûé ìíîæèòåëü.

4. Äîêàçàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé â íåêî-
òîðûõ òî÷êàõ, äîïóñêàþùèõ õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñ-
ëàìè. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñíèçó ìíîãî÷ëåíîâ îò àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷åê
Å-ôóíêöèé.

5. Âïåðâûå ïîëó÷åíû îöåíêè ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé G-ôóíêöèé â äî-
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ñòàòî÷íî ìàëîé òî÷êå, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíà èððàöèîíàëüíîñòü íåêî-
òîðûõ çíà÷åíèé G-ôóíêöèé.

6. Òàêæå âïåðâûå óñòàíîâëåíà îöåíêà ìåðû òðàíñöåíäåíòíîñòè çíà÷å-
íèé ôóíêöèé, âîçíèêàþùèõ â ìåòîäå Ìàëåðà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò ñïîñîáñòâîâàòü äàëü-
íåéøåìó ðàçâèòèþ òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé è òðàíñöåíäåíòíûõ
÷èñåë.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäû-
âàëèñü (1974�2009 ãã.) íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè
÷èñåë íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, íà ìåæäóíàðîäíûõ
êîíôåðåíöèÿõ ïî äèîôàíòîâûì ïðèáëèæåíèÿì â Îáåðâîëüôàõå (Ãåðìà-
íèÿ) â 1990 è 1993 ãîäàõ, íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Òðàíñöåäåíò-
íûå ÷èñëà"â Ìîñêâå â 2000 ãîäó è íà äðóãèõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöè-
ÿõ. Âîøåäøèå â äèññåðòàöèþ ðåçóëüòàòû èçëàãàëèñü â ëåêöèîííûõ êóðñàõ,
êîòîðûå åå àâòîð ÷èòàë â óíèâåðñèòåòàõ ãîðîäîâ Éîêîãàìà (ßïîíèÿ) â 1994
ãîäó è Îóëó (Ôèíëÿíäèÿ) â 1997 ãîäó.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-
áîòàõ [1]�[20]. Ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè
ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 165 ñòðàíèöàõ Áèáëèîãðà-
ôèÿ âêëþ÷àåò 72 íàèìåíîâàíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ìåæäóíàðîäíîãî
íàó÷íîãî ôîíäà, ãðàíò MHS300.
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