
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè
ÓÄÊ 517.956.2

Ñóðíà÷¼â Ìèõàèë Äìèòðèåâè÷

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé
óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà

Cïåöèàëüíîñòü: 01.01.02 � äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà - 2009



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-
ñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Â.À. Êîíäðàòüåâ.

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð À. È. Íàçàðîâ,

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Å. È. Ãàëàõîâ.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ðîññèéñêèé Óíèâåðñèòåò
Äðóæáû Íàðîäîâ.

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ " 2 " îêòÿáðÿ 2009 ã. â
16 ÷àñîâ 40 ìèíóò íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä.501.001.85
ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì. Â. Ëîìî-
íîñîâà ïî àäðåñó: 119991, ÃÑÏ-1, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ,
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16-24.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ìåõàíèêî-ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ãëàâíîå çäàíèå, 14 ýòàæ).

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí " 2 " ñåíòÿáðÿ 2009 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî
ñîâåòà Ä.501.001.85 ïðè ÌÃÓ,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð È.Í. Ñåðãååâ



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Ýòà ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. Ìîäåëüíûì ïðèìåðîì ñëóæèò óðàâíåíèå

4u = |x|p|u|σ−1u.

Èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà σ > 1.
Óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà íîñÿò íàçâàíèå óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà-

Ôàóëåðà è âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ àñòðîôèçèêè1,2,3, ÿäåðíîé ôèçè-
êè4,5,6, ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè7,8, òåîðèè ãîðåíèÿ9,10,11 è èíûõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé
òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà âåëîñü áîëüøèì ÷èñëîì àâòîðîâ. Äîñòàòî÷íî
ïîäðîáíî áûë èññëåäîâàí ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðå-
øåíèé â öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ12−16. Ðÿä ðàáîò ïîñâÿù¼í ïîâå-

1Eddington A.S., The internal constitution of stars. Cambridge, 1926.
2S. Chandrasekhar, Principles of stellar dynamics. London:Constable, 1960.
3S. Chandrasekhar, An Introduction to the Study of Stellar Structure. Dover Publ. Inc., 1967.
4E.Hille, Some aspects of the Thomas-Fermi equation. Jl. Analyse Math. 23 (1970), p. 147�

171.
5A. Sommerfeld, Asymptotische integration der Di�erentialgleichung des Thomas-Fermishen

atom. Z. f�ur Phys. 78, 1932, p. 283�308.
6R. Benguria, H. Brezis and E.H. Lieb, The Thomas-Fermi-von Weizsacker theory of atoms

and molecules. Comm. Math. Phys. 79, 1980, p. 167-180.
7A.Okubo and S.A. Levin, Di�usion and ecological problems: Modern Prospectives. Springer,

New York(2001).
8J.D. Murray, Mathematical Biology. Springer, Berlin(1993).
9Çåëüäîâè÷ ß.Á., Áàðåíáëàòò Ã.È., Ëèáðîâè÷ Â.Á., Ìàõâèëàäçå Ã.Í., Ìàòåìàòè÷åñêàÿ

òåîðèÿ ãîðåíèÿ è âçðûâà. Ì., Íàóêà, 1980, 500 ñòð.
10Õóäÿåâ Ñ.È., Ïîðîãîâûå ÿâëåíèÿ â íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003, 272

ñòð.
11Äàíèëîâ Â.Ã., Âîëîñîâ Ê.À., Ìàñëîâ Â.Ï., Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ

òåïëî-ìàññîïåðåíîñà, Ì.: Íàóêà, 1987, 351 ñòð.
12Åãîðîâ Þ.Â., Êîíäðàòüåâ Â.À., Îëåéíèê Î.À., Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ýë-

ëèïòè÷åñêèõè ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì â öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ, Ìàò. Ñá., 1998, ò. 189, N.
3, ñòð. 45�68.

13 Êîíäðàòüåâ Â.À., Î ðåøåíèÿõ íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â öèëèíäðè÷åñêèõ
îáëàñòÿõ, Ôóíä. è ïðèêë. ìàòåì., 1996, ò.2, Âûï.3, ñòð. 863�874.

14 Êîíäðàòüåâ Â.À., Îëåéíèê Î.À., Î ïîâåäåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé îäíîãî êëàññà
íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè. Äîêë. ÐÀÍ, 1995, ò. 341,
N. 4, ñòð. 446�449.

15 Kondratiev V.A., Veron L., Asymptotic behaviour of solutions of some nonlinear parabolic
or elliptic equations. Asymptotic Analysis, 1997, v. 14, p. 117�156.
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äåíèþ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè âûêîëîòîé òî÷êè17−21. Áîëüøîå âíè-
ìàíèå óäåëÿëîñü ïîâåäåíèþ ðåøåíèé íà ãðàíèöå îáëàñòè22−27. Âî-
ïðîñàì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè áåñêî-
íå÷íîñòè áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû 28,29.

Ïðè ýòîì äàæå äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ 4u = |u|σ−1u ãëàâíûé
÷ëåí àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ïîëó÷åí íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé σ.

Íàèáîëåå ïîäðîáíî áûë èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð â ãëàâ-
íîé ÷àñòè ëèáî ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, ëèáî èìååò äèâåð-
ãåíòíóþ ñòðóêòóðó. Ñëó÷àé îïåðàòîðà íåäèâåðãåíòíîé ñòðóêòóðû
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì è áûë èññëåäîâàí ñðàâíèòåëüíî ìàëî. Â ðà-
áîòå30 áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ðåøåíèé. Â ðàáîòå31 áûëè èññëåäîâà-
íû ðåøåíèÿ, èìåþùèå òî÷å÷íóþ îñîáåííîñòü, è èçó÷åíà èõ àñèìïòî-
òèêà. Â ðàáîòå32 áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõ-

16 Oleinik O.A., Some Asymptotic Problems in the Theory of Partial Di�erential Equations,
1996, Cambridge Univ. Press, 213 pp.

17Êîíäðàòüåâ Â.À., Íèêèøêèí Â.À., Èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà-
Ôàóëåðà. Äèô. Óð., 1993, ò. 29, N. 6, ñòð. 1025�1038.

18 H. Brezis, L. Veron, Removable singularities for some nonlinear elliptic equations. Arch.
Rational Mech. Anal. 75 (1980/81), no. 1, p. 1�6.

19 J.L. Vazquez, L. Veron, Isolated singularities of some semilinear elliptic equations. J.
Di�erential Equations 60 (1985), no. 3, p. 301�321.

20 L. Veron, Singular solutions of some nonlinear elliptic equations. Nonlinear Anal. 5 (1981),
no. 3, p. 225�242.

21 Êîíäðàòüåâ Â.À., Ëàíäèñ Å.Ì., Î êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé îäíîãî íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìàò. Ñá., 1988, ò. 135, N. 3, ñòð. 346�359.

22Êîíäðàòüåâ Â.À., Î ðåøåíèÿõ ñëàáîíåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè
êîíè÷åñêîé òî÷êè ãðàíèöû. Äèô. Óð., 1993, ò. 29, N. 2., ñòð. 298-305.

23 Kondratiev V.A., Nikishkin V.A., On positive solutions of singular boundary value problems
for the equation 4u = uk. Russian J. Math. Phys. 1 (1993), no. 1, p. 131�135.

24 A. Gmira, L. Veron, Boundary singularities of solutions of some nonlinear elliptic equations.
Duke Math. J., 1991, v. 64, N. 2, p. 271�324.

25 M. Marcus, L. Veron, The boundary trace of positive solutions of semilinear elliptic equations:
the subcritical case. Arch. Rational Mech. Anal., 1998, v. 144, N. 3, p. 201�231.

26 L. Veron, Semilinear elliptic equations with uniform blow-up on the boundary. J. Anal. Math.
29 (1992), p. 231�250.

27 M. Marcus, L. Veron, The boundary trace of positive solutions of semilinear elliptic equations:
the supercritical case. J. Math. Pures Appl. (9) 77 (1998), no. 5, p. 481�524.

28L. Veron, Comportement asymptotique des solutions d'equations elliptique semi-linearies dans
Rn. Ann. Mat. Pura Appl., 1981, v. 127, p. 25�50.

29X.-Y. Chen, M. Matano, L. Veron, Anisotropic singularities of solutions of nonlinear elliptic
equations in R2. J. Funct. Anal., 1989, v. 83, N. 1, p. 50�97.

30Êîíäðàòüåâ Â.À., Ëàíäèñ Å.Ì., Î êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé îäíîãî íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìàò. Ñá., 1988, ò. 135, N. 3, ñòð. 346�359.

31Êîíäðàòüåâ Â.À., Íèêèøêèí Â.À., Î ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèÿõ îäíîãî ïîëóëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ, Òð. ñåì. èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî, 1995, Âûï. 18, ñòð. 157�169.

32Êîíäðàòüåâ Â.À., Íèêèøêèí Â.À., Îá àñèìïòîòèêå âáëèçè ãðàíèöû ðåøåíèÿ ñèíãóëÿð-
íîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Äèô. Óð., 1990, ò. 26, N.
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ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå ãëàäêîé îáëàñòè. Â
ðàáîòå33 áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñ-
êîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê êîíè÷åñêîé òî÷êå ãðàíèöû îáëàñòè
èëè ðåáðó. Â ñåðèè ðàáîò è ìîíîãðàôèè À. Êîíüêîâà34 áûëè ïîëó÷å-
íû îöåíêè äëÿ ðåøåíèé øèðîêîãî êëàññà ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ëèíåéíîé èëè êâàçèëèíåéíîé ãëàâíîé ÷àñòüþ è
íåëèíåéíîñòüþ â ïðàâîé ÷àñòè îáùåãî âèäà. Â êàíäèäàòñêîé äèñ-
ñåðòàöèè À. Ìèðàçàÿ áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò îá óáûâàíèè ê íóëþ íà
áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé Lu = |x|p|u|σ−1u, p ≥ −2, ñ íåäèâåðãåíòíûì
îïåðàòîðîì L.

Ïîäðîáíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ïîâåäåíèþ ðåøåíèé ýëëèïòè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà è èõ ïàðàáîëè÷åñêèõ àíàëî-
ãîâ ñîäåðæèòñÿ â êíèãå Ë. Âåðîíà35.

Öåëü ðàáîòû. Â èçâåñòíîé ðàáîòå Ë. Âåðîíà28, ïîñâÿù¼ííîé
èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøå-
íèé 4u = |u|σ−1u âî âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà â Rn ïðè n ≥ 3,
áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ àëüòåðíàòèâà:

1. Ïóñòü σ > n
n−2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

C = lim
x→∞
|x|n−2u(x). (1)

2. Ïóñòü σ = n
n−2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë

C = lim
x→∞
|x|n−2 (ln |x|)

n−2
2 u(x), (2)

ïðè÷¼ì C ∈ {0,±C1(σ, n)}.

3. Ïóñòü n+1
n−1 < σ < n

n−2 èëè 1 < σ < n
n−2 è u çíàêîïîñòîÿí-

íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïðåäåë C = limx→∞ |x|

2
σ−1u(x), ïðè÷¼ì C ∈ {0,±C2(σ, n)}.

3, ñòð. 465�468.
33Êîíäðàòüåâ Â.À., Íèêèøêèí Â.À., Îá àñèìïòîòèêå âáëèçè êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöû

ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, Ìàò. Çàìåòêè, 1994, ò. 56,
Âûï. 1, ñòð. 50�56.

34Êîíüêîâ À.À., Ïîâåäåíèå ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Ñîâð. Ìà-
òåì. Ôóíäàì. Íàïð. 7, 2004, ñòð. 3�158.

35L. Veron, Singularities of solutions of second order quasilinear equations. Pitman Research
Notes, vol. 353, Longman, Harlow, 1996. viii+377 pp.
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Çíà÷åíèÿ C1, C2 äàíû, óêàçàíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëó. Ïî-
êàçàòåëü σ = σcr = n

n−2 íàçûâàåòñÿ "êðèòè÷åñêèì".
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî

ïîâåäåíèÿ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Lu ≡
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
= |x|p|u|σ−1u, (3)

ãäå ìàòðèöà {aij} èìååò èçìåðèìûå êîýôôèöèåíòû è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷à-
åâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî aij(x) → δij ïðè x → ∞. Èùóòñÿ óñëî-
âèÿ íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîâòîðÿþòñÿ ðå-
çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ë. Âåðîíîì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
â (1) èëè (2) èìååò ìåñòî C = 0. Èùóòñÿ ìëàäøèå ÷ëåíû àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ
4u = |x|p|u|σ−1u èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êà-
÷åñòâåííîé òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðè ïîìîùè ìåòî-
äà ñóá- è ñóïåððåøåíèé ïîëó÷àþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè íà ðåøå-
íèÿ. Äàëåå çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè êàê |x|−a. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä âåñîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Â.À. Êîíäðàòüåâà36. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï Ëåðý-Øàóäåðà. Ïðè èññëåäîâàíèè
ñëó÷àÿ êðèòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ σ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîåêöèÿõ íà ïðîñòðàíñòâà ñôå-
ðè÷åñêèõ ãàðìîíèê. Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àñèìïòîòè÷åñêîãî
àíàëèçà è òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé37. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíèìû òàê-
æå ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ïîëóëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè ïðîêîëîòîé òî÷êè, â öèëèíäðè÷åñêèõ
è êîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-

36Êîíäðàòüåâ Â.À., Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îáëàñòÿõ ñ êîíè÷å-
ñêèìè èëè óãëîâûìè òî÷êàìè. Òðóäû ÌÌÎ, 16, ñòð. 209�292.

37Áåëëìàí Ð., Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì.: ÈË, 1954.
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ìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì. Äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà ñ íåëèíåéíûì ÷ëåíîì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ïîãëîùåíèþ, (óðàâíåíèÿ (3))

1. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðåøåíèé ïðè ìàêñèìàëüíî ñëàáûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ î ñêîðîñòè ñòàáèëèçàöèè êîýôôèöèåíòîâ;

2. Ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé, êîãäà σ ≥
σcr è êîýôôèöèåíòû ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà L ñòðåìÿòñÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè ê êîýôôèöèåíòàì îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñî ñêîðî-
ñòüþ O(|x|−α), α > 0;

3. Èçó÷åíà àñèìïòîòèêà ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé;

4. Ïîëó÷åí àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä äëÿ ðàäèàëüíûõ ðåøåíèé â ñëó-
÷àå, êîãäà ãëàâíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ åñòü îïåðàòîð Ëàïëàñà;

5. Íàéäåíû ìëàäøèå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ïðè σ = σcr.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïðèìå-
íåíû ïðè èññëåäîâàíèÿõ â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé òåîðèè ýëëèïòè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäû-
âàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

� Ñåìèíàð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé "Óðàâíåíèÿ
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè" ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ðàä-
êåâè÷à Å.Â., ïðîôåññîðà Êîíäðàòüåâà Â.À., íåîäíîêðàòíî, 2005�
2008 ã.;

� Ñåìèíàð
”
Ãëîáàëüíàÿ òåîðèÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ“ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåñ-
ñîðà Â.À. Êîíäðàòüåâà è ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Ñ.È. Ïîõî-
æàåâà, íåîäíîêðàòíî, 2008�2009 ã.;

� Êîíôåðåíöèÿ èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñûÌîñêâà, 2007 ã.;
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� Nonlinear Analysis and Geometric PDE, Tsaghkadzor,Armenia,
June 2008;

� Ñåìèíàð èì. Â.È. Ñìèðíîâà ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå (ÏÎ-
ÌÈ ÐÀÍ) ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ã.À. Ñåð¼ãèíà è ïðî-
ôåññîðà Í.Í. Óðàëüöåâîé â àïðåëå 2009 ãîäà;

� Ñåìèíàð îòäåëà ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â Ìàòåìàòè÷åñêîì èí-
ñòèòóòå èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. Ãó-
ùèíà À.Ê., ä.ô.-ì.í. Ìèõàéëîâà Â.Ï. â ìàðòå 2009 ãîäà;

� Cåìèíàð ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ñêóáà-
÷åâñêîãî À.Ë. â ÐÓÄÍ â äåêàáðå 2008 ãîäà;

� All-Wales mathematical colloquim, Gregynog,Wales, UK, May 2008;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-
ìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ã. Âîðîíåæ, äåêàáðü 2005 ã;

� XXXIII Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ãà-
ãàðèíñêèå ÷òåíèÿ" (Ìîñêâà, àïðåëü 2007 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 6 ðàáî-
òàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Öåíòðàëüíûé
ðåçóëüòàò ðàáîòû â ïîëíîé îáùíîñòè îïóáëèêîâàí â [1]. Êîðîòêàÿ
çàìåòêà [3] ñîäåðæèò ñõåìàòè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòà-
òà â ìîäåëüíîì ñëó÷àå. Â ñòàòüå [2] àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé,
èñïîëüçóåìûå â äàííîé ðàáîòå, ïîëó÷åíû äëÿ ðåøåíèé øèðîêîãî
êëàññà ýëëèïòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç øåñòè
ãëàâ è ñïèñêà öèòèðîâàííîé ëèòåðàòóðû. Ãëàâà 1 ââîäíàÿ. Îáùèé
îáú¼ì òåêñòà � 128 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 111 íà-
èìåíîâàíèé.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 1. Âî âíåøíîñòè êîìïàêòà K â Rn, n ≥ 3, ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ïîëóëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â
íåäèâåðãåíòíîé ôîðìå

Lu ≡
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
= |x|p|u|σ−1u. (4)

Çäåñü
σ = const > 1, p = const ≥ −2.

Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) â îáëàñòè Ω ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ èç
êëàññàW 2,n

loc (Ω), óäîâëåòâîðÿùàÿ ýòîìó óðàâíåíèþ ïî÷òè âñþäó (ï.â.)
â Ω. Êîýôôèöèåíòû aij(x) ïîëàãàþòñÿ èçìåðèìûìè îãðàíè÷åííûìè
ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íî-
ñòè: íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû ν1 è ν2, ÷òî äëÿ âñåõ
ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn è x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω

ν1|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ ν2|ξ|2.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî aij = aji. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî aij(x) ñòàáèëèçè-
ðóþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ê êîýôôèöèåíòàì îïåðàòîðà Ëàïëàñà

φ(r) := sup
|x|=r

n∑
i,j=1

|aij(x)− δij| = o(1) ïðè r →∞. (5)

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4) ïðè ýòîì èçó÷à-
þòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ (σ, p, n)
è ñêîðîñòüþ ñòàáèëèçàöèè â (5).

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ëèáî óñëîâèÿ Äèíè
íà áåñêîíå÷íîñòè: ∫ +∞ φ(r)

r
dr < +∞, (6)

ëèáî "íåïðåðûâíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïî Ã¼ëüä¼ðó" íà áåñêîíå÷íî-
ñòè:

φ(r) ≤ Chr
−α, (7)

ãäå α > 0, Ch ≥ 0 � ïîñòîÿííûå.
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Ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì ñëóæèò

4u = |x|p|u|σ−1u. (8)

Ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç S îáîçíà÷èì åäèíè÷íóþ
ñôåðó â Rn. ×åðåç 4θ îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè
íà S. Ïóñòü {βj}∞j=0 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà 4θ. Êàê èçâåñòíî, βj =
−j(n−2+j). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé 4θ íà S, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ βk. Äëÿ
k = 0, 1, 2, . . . îáîçíà÷èì

εk = (2− n− k)(1− σ)− 2− p.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â òåîðèè óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà èãðàåò
ïàðàìåòð

σcr =
n+ p

n− 2
.

Ýòî çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ σ íàçûâàåòñÿ "êðèòè÷åñêèì". Â ñëó÷àå
σ = σcr ïîíàäîáÿòñÿ âåëè÷èíû

dk = n− 2 + 2k, Ccr =

(
2− n

1− σcr

) 1
σcr−1

,

δk =
σcrC

σ−1
cr

dk
=

(n+ p)(n− 2)

(2 + p)(n− 2 + 2k)
.

Äëÿ ñëó÷àÿ 1 < σ < σcr îáîçíà÷àåòñÿ

Cscr =

(
2 + p

1− σ

(
2 + p

1− σ
+ n− 2

)) 1
σ−1

.

Òàêæå ââåä¼ì ñëåäóþùèå êîíñòàíòû:

A =
2 + p

1− σ

(
2 + p

1− σ
+ n− 2

)
, B = 2

2 + p

1− σ
+ n− 2.

Êàê âèäíî, òðè îáëàñòè ïàðàìåòðà σ : σ > σcr, σ = σcr, σ < σcr
îòâå÷àþò çíà÷åíèÿì A < 0, A = 0, A > 0, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ îïåðàòîðà L, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ (7)("íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó íà áåñêîíå÷íîñòè") ââîäÿòñÿ àíà-
ëîãè ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. ×åðåç P [r2−n−mΨ],Ψ ∈ Sm, îáî-
çíà÷àåòñÿ ðåøåíèå Lu = 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè,
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òàêîå ÷òî |P [r2−n−mΨ] − r2−n−mΨ| = O(r2−n−m−γ) ïðè x → ∞ äëÿ
âñåõ γ < α.
×åðåç Z îáîçíà÷àåòñÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ ν1, ν2, α, σ, p, n, Ch.
Ïåðåéä¼ì ê ôîðìóëèðîâêàì òåîðåì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) â Rn \Bρ.
1) Äëÿ x ∈ Rn \B2ρ âûïîëíÿåòñÿ

|u(x)| ≤ C|x|
2+p
1−σ ,

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò n, p, σ, ν1, ν2.
2) Åñëè p = −2, òî äëÿ x ∈ Rn \B2ρ âûïîëíÿåòñÿ

|u(x)| ≤ C

(
ln
|x|
ρ

) 1
1−σ

,

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò n, σ, ν1, ν2.
3) Åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (5),

(6), òî äëÿ x ∈ Rn \B2ρ âûïîëíÿåòñÿ

|u(x)| ≤ Cρ
2+p
1−σ

(
|x|
ρ

)2−n
exp

(∫ ∞
ρ

φ(s)

s
ds

)
,

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò n, p, σ, ν1, ν2.
4) Åñëè σ = σcr è êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì (5), (6), òî äëÿ x ∈ Rn \B2ρ âûïîëíÿåòñÿ

|u(x)| ≤ C|x|2−n
(

ln
|x|
ρ

) 1
1−σ

exp

(∫ ∞
ρ

φ(s)

s
ds

)
,

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò n, p, σ, ν1, ν2 è îò exp
(∫∞

ρ
φ(s)
s ds

)
.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòèõ îöåíîê ïîñâÿùåíà Cåêöèÿ 2.1 Ãëàâû 2. Â
ïóíêòàõ 1 è 2 íèêàêèõ óñëîâèé íà ñòàáèëèçàöèþ êîýôôèöèåíòîâ íå
íàêëàäûâàåòñÿ. Îöåíêà ïóíêòà 1 âåðíà ïðè ëþáîì p.

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû äàþò îïèñàíèå ðåøåíèé ñ àñèìïòîòèêà-
ìè òèïà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ èëè åãî ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü u � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) â Rn \K è êîýôôè-
öèåíòû óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (7). Ïóñòü u = O(|x|β)
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ïðè x → ∞, ïðè÷¼ì β < (2 + p)/(1 − σ). Òîãäà èìååò ìåñòî ñëå-
äóþùàÿ àëüòåðíàòèâà.
I. Èëè íàéäóòñÿ öåëîå ÷èñëî m, óäîâëåòâîðÿþùåå 2 − n − m ≤
β, è ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè Φm ∈ Sm, . . . ,Φm′ ∈ Sm′, ãäå m

′ -
íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå 2 − n −m′ > (2 − n −
m)σ + p+ 2, òàêèå ÷òî ïðè x→∞ âûïîëíÿåòñÿ

u(x) =
m′∑
j=m

P [|x|2−n−jΦj] +O(|x|2−n−m−γ) (9)

ñ ëþáûì γ < εm, ïðè÷¼ì Φm 6= 0.
II. Èëè äëÿ âñåõ m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ u(x) = O(|x|−m) ïðè x→∞.

Çàìå÷àíèå. Åñëè L = 4, òî âòîðàÿ àëüòåðíàòèâà Òåîðåìû 2 ìîæåò
èìåòü ìåñòî òîëüêî äëÿ òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ýòî åñòü ïðîñòîå
ñëåäñòâèå äîêàçûâàåìîãî âàðèàíòà òåîðåìû î ñèëüíîì íóëå (Òåîðå-
ìà 13).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü â Rn \K çàäàíî óðàâíåíèå (4), êîýôôèöèåíòû
êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (7). Ïóñòü çàäàíî öåëîå íåîò-
ðèöàòåëüíîå ÷èñëî m, óäîâëåòâîðÿþùåå 2 − n −m < 2+p

1−σ , è ñôå-
ðè÷åñêèå ãàðìîíèêè Φm ∈ Sm, . . . ,Φm′ ∈ Sm′, ãäå m

′ - íàèáîëüøåå
öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå 2− n−m′ > (2− n−m)σ + p + 2.

Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå R, çàâèñÿùåå îò
∑m′

j=m ‖Φj‖L∞(S), Z,m, ÷òî
â Rn \ BR ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (4), èìåþùåå ïðè x → ∞ àñèìï-
òîòèêó

u(x) =
m′∑
j=m

P [|x|2−n−jΦj] +O(|x|2−n−m−γ)

äëÿ âñåõ γ ∈ (0, εm).

Â ñëó÷àå σ > σcr âûïîëíåíî 2− n < 2+p
1−σ . Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò è

îöåíêè Òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü u � ðåøåíèå (4) â Rn \ K. Ïóñòü σ > σcr
è âûïîëíåíî óñëîâèå (7). Òîãäà äëÿ u èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà,
ãàðàíòèðîâàííàÿ òåîðåìîé 2.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñ òàêîé àñèìïòîòèêîé ñëåäóåò èç Òåîðå-
ìû 3. Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ "êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ" (σ = σcr).
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü u � ðåøåíèå (4) â Rn \ K è σ = σcr. Ïóñòü
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (7). Òîãäà íàé-
ä¼òñÿ òàêîå ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå (8) urad(r), ÷òî

u(x) = urad(|x|) +O(|x|2−n−γ) (10)

ïðè x→∞ äëÿ âñåõ γ < min(1, α).

Çàìå÷àíèå. Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî urad(r) ≡ 0, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû 2 è èìååò àñèìïòîòèêó
îïèñàííóþ òàì.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ñòðîèòñÿ ðåøåíèå, áëèçêîå ê çàäàííîìó
ðàäèàëüíîìó ðåøåíèþ (8).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü σ = σcr è êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ (7). Ïóñòü R(r) � ðàäèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (8), è γ < α. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå ρ, ÷òî â Kρ,∞ ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) u(x), óäîâëåòâîðÿþùåå

u(x)−R(|x|) = O(|x|2−n−γ) ïðè x→∞.

Ýòî ðåøåíèå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê P [R].

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé äîêàçàíî ñëåäóþøåå óòî÷íåíèå ðå-
çóëüòàòà òåîðåìû 5.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü u � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå (4) â Rn \ K è
σ = σcr. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(7). Ïóñòü urad(r) � ðàäèàëüíîå ðåøåíèå (8), íàéäåííîå â Òåîðåìå
5. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àëüòåðíàòèâà.
I. Èëè íàéäóòñÿ öåëîå ÷èñëî m > 0 è íàáîð ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê
Φj ∈ Sj, m ≤ j < m+ δm, òàêèå, ÷òî ïðè x→∞ âûïîëíÿåòñÿ

u(x) = P [urad] +
∑

m≤j<m+δm

|x|2−nvj,1(|x|)Φj (θ) +O(|x|2−n−m−δm+ε),

ãäå ε - ëþáîå ïðîèçâîëüíî ìàëîå ÷èñëî, δm = min(m,α). Ôóíêöèè
vj,1(r) ∼ r−j(ln r)−δj åñòü ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì Φm 6= 0.
II. Èëè äëÿ ëþáîãî m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ u(x) = P [urad] + O(|x|−m)
ïðè x→∞.
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Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèÿ íà vj,1(r) ïîëó÷àþòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ èç óðàâíåíèÿ 4v = σ|x|p(urad)σ−1v, ïðè ïîäñòàíîâêå
v = r2−nvj(r)Φj, ãäå Φj ∈ Sj. Âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå, óáûâàþùåå ê
íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Çàìå÷àíèå. Åñëè L = 4, òî âòîðàÿ àëüòåðíàòèâà Òåîðåìû 7 èìååò
ìåñòî òîëüêî åñëè u = urad. Ýòî åñòü ïðîñòîå ñëåäñòâèå Òåîðåìû 13.

Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ
òåõíèêà ñóá- è ñóïåððåøåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñàòü èõ ïîâåäåíèå
ïðè ìåíüøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñêîðîñòè ñòàáèëèçàöèè êîýôôèöè-
åíòîâ.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû (4) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
(5), (6). Ïóñòü u � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå (4) â Rn \K. Ïóñòü
σ > σcr. Òîãäà u(x) = c|x|2−n(1+o(1)) ïðè x→∞, ïðè÷¼ì âåëè÷èíà
c ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû (4) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
(5), (6). Ïóñòü u � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå (4) â Rn \K. Ïóñòü

σ = σcr. Òîãäà u(x) = Ccr|x|2−n (ln |x|)
2−n
2+p (1 + o(1)) ïðè x→∞.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü u � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå (4) â Rn \K, è
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò (5). Ïóñòü σ ∈ (1, σcr).

Òîãäà u(x) = Cscr|x|
2+p
1−σ (1 + o(1)) ïðè x→∞.

Äëÿ ðàäèàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8) ïîëó÷åíî ïîëíîå àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü u(r) � íåòðèâèàëüíîå ðàäèàëüíîå ðåøåíèå
(8) â Rn \K.
1. Ïóñòü σ > σcr. Òîãäà u(r) ∼

∑∞
j=0 cjr

2−n−jε0 ïðè r → ∞. Çäåñü
c1, c2, . . . âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç c0 ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì, à c0
èçìåíÿåòñÿ îò ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ.
2. Ïóñòü σ = σcr. Òîãäà ïðè r →∞ âûïîëíÿåòñÿ

u(r) ∼ Ccrr
2−n (ln r)

1
1−σ

(
1 +

∞∑
k=1

k∑
j=0

ckj (ln ln r)j (ln r)−k

)
,

ãäå ckk çàâèñÿò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ, à îñòàëüíûå
êîýôôèöèåíòû ìåíÿþòñÿ îò ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ. Â ÷àñòíîñòè,
c11 = σ

(n−2)(σ−1)2 .
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3. Ïóñòü σ < σcr. Òîãäà u(r) ∼ Cscrr
(2+p)/(1−σ)

[
1 +

∑∞
k=1 ckr

µk
]
ïðè

r →∞. Çäåñü µ åñòü îòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ µ2 +Bµ+
A(1 − σ) = 0, ïîñòîÿííàÿ c1 çàâèñèò îò ðåøåíèÿ, à c2, c3, . . . âû-
÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç c1 ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì.

Ãëàâà 2. Âòîðàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â ýòîé
ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé (òåîðåìà 1) è ôàê-
òû èç òåîðèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Òàêæå â ýòîé ãëàâå ñîäåðæàòñÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (5) è (6). Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Lu = 0 ñ àñèìïòîòèêîé u(x) ∼
|x|2−n ïðè x→∞.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü â îáëàñòè KR,∞ çàäàíî u ∈ W 2,2
loc (KR,∞), óäî-

âëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó |4u| ≤ C1|x|−1|∇u| + C2|x|−2|u|, ãäå
C1, C2 - êîíñòàíòû, ïðè÷¼ì C1 äîñòàòî÷íî ìàëî (îãðàíè÷åíî êîí-
ñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò n). Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî |u(x)| ≤ CN |x|−N
äëÿ âñåõ N ∈ N. Òîãäà u ≡ 0 â KR,∞.

Ãëàâà 3. Â ýòîé ãëàâå ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2 è 3.
Ýòè äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè òåõíèêè âåñîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Â.À. Êîíäðàòüåâà è ñòàíäàðòíûõ îöåíîê òåîðèè ýëëèïòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ãëàâà 4. Ãëàâà ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ σ > σcr. Àñèìïòîòèêà ðà-
äèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) èçó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè òåõíèêè
âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Â.À. Êîíäðàòüåâà. Äàëåå èçó÷àåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ
(5), (6) íà êîýôôèöèåíòû. Âíà÷àëå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áàðüåðîâ
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî C1|x|2−n ≤ u(x) ≤ C2|x|2−n. Ñòðîèòñÿ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Lw = |x|p|u|σ−1u, êîòîðîå åñòü O(|x|2−n−ε) äëÿ íåêîòî-
ðîãî ε > 0. Ðàçíîñòü u− w óäîâëåòâîðÿåò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íîñòè óðàâíåíèþ L(u− w) = 0, ïîëîæèòåëüíà è ñðàâíèìà
ñ |x|2−n. Ó îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Lz = 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íîñòè åñòü ðåøåíèå z(x) ∼ |x|2−n. Ðàññóæäåíèÿ, îñíîâàí-
íûå íà ïðèìåíåíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è íåðàâåíñòâà Õàðíàêà,
ïîêàçûâàþò, ÷òî u(x) ∼ cz(x) ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c > 0.
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Ãëàâà 5. Ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñëó÷àÿ σ = σcr. Ñ ïî-
ìîøüþ ìåòîäîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîëó÷åí àñèìïòîòè÷å-
ñêèé ðÿä äëÿ ðàäèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8). Äàëåå, "ìåòîäîì
ñòðåëüá" ñòðîÿòñÿ ñóá- è ñóïåððåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4), ÷òî ïîçâîëÿ-
åò èçó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé, åñ-
ëè êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (5), (6). Åñëè æå êîýô-
ôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (7), òî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
èçó÷èòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà. Êëþ÷åâóþ
ðîëü èãðàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà äëÿ ðåøåíèé ÎÄÓ:

Ëåììà 14. Ïóñòü v(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ v̈ + (2 − n)v̇ =
vσ+f(t) íà èíòåðâàëå t ∈ (t0,∞). Ïóñòü v(t) = O(t

1
1−σ ) è äëÿ íåêî-

òîðîãî ε > 0 âûïîëíåíî
(∫∞

t |f(s)|2ds
)1/2

= O(e−εt) ïðè t→∞. Òî-

ãäà íàéäóòñÿ t1 ≥ t0 è R(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ R̈+(2−n)Ṙ = Rσ

íà èíòåðâàëå (t1,∞), òàêèå, ÷òî v −R = O(e−εt) ïðè t→∞.

Äàëåå, ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàç-
ëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî èçó÷àþòñÿ ïðîåêöèè
ðåøåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê.

Ãëàâà 6. Ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ "ñóáêðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ"
σ < σcr. Ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä äëÿ ðàäèàëüíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (8). Ñ ïîìîøüþ ìåòîäà ñóá- è ñóïåððåøåíèé èçó÷àþò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (5).

Àâòîð èñêðåííå áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ äîêòî-
ðà ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Âëàäèìèðà Àëåêñàí-
äðîâè÷à Êîíäðàòüåâà çà ïîñòàíîâêó èíòåðåñíûõ çàäà÷ è ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè

1. Ñóðíà÷¼â Ì.Ä.,
”
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íî-

ñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà“.// Äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 2009, ò. 45, N.8., ñòð. 1150�1165.

14



2. Surnachev M.D.,
”
Åstimates for Emden-Fowler type inequalities

with absorption term“.// J. Math. Anal. Appl., vol. 348, N. 2,
2008, pp. 996�1011.

3. Ñóðíà÷¼â Ì.Ä.,
”
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà“.// Âåñòíèê ÌÃÓ,
Ñåð. 1 Ìàò. Ìåõ., 2009, N.2, ñòð. 56�59.

4. Ñóðíà÷¼â Ì.Ä.,
”
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íî-

ñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà“.// Ìàòåðèàëû
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïîñâÿù¼ííîé ïàìÿòè È.Ã. Ïåò-
ðîâñêîãî

”
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðî-

ñû“, ñòð. 310�311, Ìîñêâà, 2007.

5. Ñóðíà÷¼â Ì.Ä.,
”
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íî-

ñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà“.// Ìàòåðèàëû
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

”
XXXIII Ãàãàðèíñêèå ÷òåíèÿ“,

ò.5, ñòð. 70�71, Ìîñêâà, 2007.

6. Ñóðíà÷¼â Ì.Ä.,
”
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íî-

ñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà“.// Ìàòåðèàëû
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

”
Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàä-

íîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ“, Âîðîíåæ,
2005.

15


