
Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò
èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè
ÓÄÊ 519.21

Óñòèíîâ Ôèëèïï Àëåêñàíäðîâè÷

ÇÀÄÀ×À Î ÐÀÇËÀÄÊÅ ÄËß ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ËÅÂÈ
Â ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÁÀÉÅÑÎÂÑÊÎÉ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÅ

Ñïåöèàëüíîñòü: 01.01.05 - Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ñòàòèñòèêà

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà - 2009 ã.



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà â Ìîñêîâñêîì Ãîñóäàðñòâåííîì Óíèâåðñè-
òåòå èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÐÀÍ,
ïðîôåññîð
Øèðÿåâ Àëüáåðò Íèêîëàâåâè÷.

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð
Ìàçàëîâ Âëàäèìèð Âèêòîðîâè÷,

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð
Íèêîëàåâ Ìèõàèë Ëåîíèäîâè÷.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Èíñòèòóò ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÐÀÍ.

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 2 îêòÿáðÿ 2009 ã. â 16 ÷àñîâ 45 ìè-
íóò íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä.501.001.85 ïðè Ìîñêîâñêîì
ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: 119991,
ÃÑÏ-1, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16�24.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà (Ãëàâíîå çäàíèå, 14 ýòàæ).

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 2 ñåíòÿáðÿ 2009 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî
ñîâåòà Ä.501.001.85 ïðè ÌÃÓ,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîð

È.Í. Ñåðãååâ



1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàçëàäêå â îáîáùåííîé
áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå äëÿ ïðîöåññîâ Ëåâè. Çàäà÷à î ðàçëàäêå ñîñòî-
èò â ñêîðåéøåì îáíàðóæåíèè èçìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê
ïðîöåññà (â äàííîì ñëó÷àå òðèïëåòà õàðàêòåðèñòèê). Âïåðâûå ïðîáëåìà
ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ èçìåíåíèÿ ñíîñà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà áûëà
ïîñòàâëåíà â äîêëàäå À.Í. Êîëìîãîðîâà è À.Í. Øèðÿåâà íà V I ñîâå-
ùàíèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå (Âèëüíþñ,
5-10 ñåíòÿáðÿ 1960 ã). Ïðåäñòàâëåííûå â ýòîì äîêëàäå íîâûå ïîäõîäû
ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â ðàáîòàõ À.Í. Øèðÿåâà1,2,3.

Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ïóàññîíîâñêîé çàäà÷è î ðàçëàäêå áûëè
ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ4,5. Ïåøêèð è Øèðÿåâ ïðåäñòàâèëè ïîëíîå ðåøå-
íèå ýòîé çàäà÷è (â áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå)6. Çàìåòèì, ÷òî ïóàññîíîâñêàÿ
çàäà÷à çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò âèíåðîâñêîé ïî ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ.

Äàëüíåéøàÿ äåÿòåëüíîñòü ðàçâèâàëàñü â íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèÿõ.
Îäíî èç íèõ - ïîèñê êëàññîâ ïðîöåññîâ, äîïóñêàþùèõ ðåøåíèå ïðè ïî-
ìîùè òùàòåëüíîãî àíàëèçà âîçíèêàþùèõ óðàâíåíèé. Â ýòîì íàïðàâëå-
íèè Ãàïååâ íàøåë ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ïóàññîíîâñêàÿ çàäà÷à ñ
ýêñïîíåíöèàëüíûìè ñêà÷êàìè äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå èçó÷åíèå7 (ñì.
òàêæå8).

Â ðàáîòàõ9,10 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î ðàçëàäêå äëÿ ñîñòàâíîãî ïóàñ-
ñîíîâñêîãî ïðîöåññà è äëÿ ìíîãîìåðíîãî ïðîöåññà, êîîðäèíàòû êîòîðîãî

1Øèðÿåâ À.Í. Îáíàðóæåíèå ñïîíòàííî âîçíèêàþùèõ ýôôåêòîâ // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 1961. T.
138, âûï. 4. Ñ. 799-801.

2Øèðÿåâ À.Í. Çàäà÷à ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ íàðóøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà // Äîêë. ÀÍ
ÑÑÑÐ. 1961. Ò. 138, âûï. 5. Ñ. 1039-1042.

3Øèðÿåâ À.Í. Îá îïòèìàëüíûõ ìåòîäàõ â çàäà÷àõ ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ // Òåîðèÿ âåðîÿò-
íîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 1963. Ò. VIII, âûï. 1. Ñ. 26-51.

4Davis, M. H. A. (1976). A note on the Poisson disorder problem. Banach Center Publ. 1 65-72.
5Galchuk, L. I. and Rozovskii, B. L. (1971). The disorder problem for a Poisson process. Theory

Probab. Appl. 16 712-716.
6Peskir, G. and Shiryaev, A. N. (2002). Solving the Poisson disorder problem. In Advances in Finance

and Stochastics. Essays in Honour of Dieter Sondermann (K. Sandmann and P. Schönbucher, eds.) 295-
312. Springer, Berlin.

7Pavel V. Gapeev, The disorder problem for compound Poisson processes with exponential jumps,
Ann. Appl. Probab. 15 (2005), no. 1A, 487-499.

8E. Bayraktar and S. Sezer. Quickest detection for a Poisson process with a phase - type changetime
distribution. Technical report, University of Michigan, 2006.

9Dayanik, S. and Sezer, S. O. (2006). Compound Poisson disorder problem. Math. Oper. Res. 31, 4,
649-672.

10Savas Dayanik, H. Vincent Poor and Semih O. Sezer (2006). Multisource Bayesian Sequential Change
Detecion, Annals of Applied Probability, 18:2, 552-590.
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- ñîñòàâíîé ïóàññîíîâñêèé èëè âèíåðîâñêèé ïðîöåññû, îäíàêî àíàëèòè-
÷åñêîå èçó÷åíèå ðåøåíèÿ çàòðóäíåíî. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïðè ïîìîùè âåðî-
ÿòíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé âîçíèêàþùèå óðàâíåíèÿ çàìåíÿþòñÿ áîëåå ïðî-
ñòûìè, êîòîðûå, îäíàêî, íå äàþò òî÷íîå ðåøåíèå, à ëèøü ïðèáëèæåíèå ê
íåìó. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè îïåðàòîðà ¾ñäâèãà íà ïðû-
æîê¿, ò.å. ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè äî ïåðâîãî
ïðûæêà, íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ

u(x) = inf
τ∈MT

Ex
∞

τ∧σ1∫

0

ψsds

ïîÿâëÿåòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóþùåé çàäà÷è - ðàññìàòðèâàåìîé äî âòî-
ðîãî ïðûæêà è ò.ä. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ ïðîöåññîâ ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì ñêà÷êîâ íà êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå.

Â ðàáîòå11 âïåðâûå ââîäèòñÿ îáîáùåííûé áàéåñîâñêèé ïîäõîä äëÿ âè-
íåðîâñêîé çàäà÷è î ðàçëàäêå. Ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷å î ðàç-
ëàäêå. Òàêæå ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ôóíêöèè ðèñêà. Ðåøåíèå îáîáùåí-
íîé áàéåñîâñêîé çàäà÷è î ðàçëàäêè äëÿ íåêîòîðîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðî-
öåññà è ñõîäèìîñòü ê âèíåðîâñêîìó ñëó÷àþ (ïðè ÷àñòîòàõ ñêà÷êîâ, ñòðå-
ìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè) ðàññìîòðåíî â ðàáîòå12.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ðåçêî âîçðîñëà ïîòðåáíîñòü â ðåøåíèè ïðàê-
òè÷åñêèõ çàäà÷, òðåáóþùèõ áûñòðîãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè â òîé èëè
èíîé ôîðìå. Âàæíûå ïðèìåíåíèÿ çàäà÷è î ðàçëàäêå - ñåéñìîëîãèÿ, ñêî-
ðåéøåå îáíàðóæåíèå ñáîåâ ïðîìûøëåííîãî îáîðóäîâàíèÿ (âî âðåìÿ êîí-
òðîëÿ êà÷åñòâà), èçìåíåíèå ðèñêîâàííîñòè ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ èí-
ñòðóìåíòîâ, ðàííåå îáíàðóæåíèå íà÷àëà ýïèäåìèé, âîåííûå ïðèìåíåíèÿ,
ðàäèîëîêàöèÿ, îõðàíà öåííûõ ðåñóðñîâ, îáåñïå÷åíèå áåçîïàñíîñòè ñëîæ-
íûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì (ñàìîëåòîâ, ñóäîâ, êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé, ÿäåð-
íûõ ýëåêòðîñòàíöèé, êîìïüþòåðíûõ ñåòåé). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðîÿâ-
ëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê çàäà÷àì î ðàçëàäêå â ñâÿçè ñ òàêèìè
ÿâëåíèÿìè, êàê áèîòåððîðèçì, êîìïüþòåðíûå àòàêè.

Ìíîãèå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ìîæíî îïèñàòü êàê ïîòîê íåêîòîðûõ ñî-
áûòèé èëè äàííûõ (çàïðîñîâ, ñáîåâ, öåí è ò.ï.). Ñîîòâåòñòâåííî, åñòå-
ñòâåííî ìîäåëèðîâàòü ýòè ïîòîêè ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ èëè
öåïåé. Âî ìíîãèõ èç ýòèõ çàäà÷ äàííûå ñîáèðàþòñÿ ðàçíîðîäíûå èëè

11Feinberg, E.A. and Shiryaev, A.N. (2006). Quickest detection of drift change for Brownian motion in
generalized Bayesian and minimax settings, Statistics and Decisions 24, Issue 4, 445-470.

12E. V. Burnaev, Disorder problem for a Poisson process in the generalized Bayesian setting, UMN,
2007, 62:4(376), 151-152.
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èç íåñêîëüêèõ èñòî÷íèêîâ, ÷òîáû îáíàðóæèòü ñáîé êàê ìîæíî ðàíüøå.
Ê ïðèìåðó, ìîæíî ñëåäèòü çà íåïðåðûâíî ìåíÿþùèìñÿ óðîâíåì ìàñëà,
òåìïåðàòóðîé, äàâëåíèåì, è ïåðèîäè÷åñêè èçìåðÿòü ÷èñëî è òèï ÷àñòèö-
ïðèìåñåé (ñì.13). Ïîýòîìó ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü íàðÿäó ñ íåïðåðûâíîé
ñîñòàâëÿþùåé ðàçíîðàñïðåäåëåííûå ñêà÷êè. Âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ åñòå-
ñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðà-
ùåíèÿìè.

Ìíîãî÷èñëåííû ïðèìåíåíèÿ â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå - ê ïðèìåðó,
äëÿ ðàñ÷åòà ôèíàíñîâûõ ðèñêîâ êîíòðàêòîâ íà ïîñòàâêè ýëåêòðîýíåð-
ãèè èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè ñ äèôôóçèÿìè ñ ïðûæêàìè (ñì.14,15). Òàðòà-
êîâñêèé À.Ã., Ðîçîâñêèé Á.Ë. è äð. ïðèìåíèëè òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè ñåòåé; Basseville M., Benveniste A., Íèêèôîðîâ
È.Â. è äðóãèå èñïîëüçîâàëè èõ äëÿ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèò-
ìîâ îáíàðóæåíèÿ íåèñïðàâíîñòåé â ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ
è ò.ï. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåòàþò ìîäå-
ëè ñ ïðîöåññàìè Ëåâè, ÿâëÿþùèåñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìîäåëåé,
îñíîâàííûõ íà âèíåðîâñêîì è ïóàññîíîâñêîì ïðîöåññàõ.

Çàìåòèì, ÷òî â áóäóùåì ïîòðåáíîñòü â ðåøåíèè çàäà÷ áûñòðîãî îá-
íàðóæåíèÿ ðàçëàäêè áóäåò òîëüêî âîçðàñòàòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåõíîëî-
ãè÷åñêèì è ýêîíîìè÷åñêèì ðàçâèòèåì, à òàêæå ñ ñîïóòñòâóþùèì ðî-
ñòîì óùåðáà ýêîëîãèè. Ñ ðàçâèòèåì èíôðàñòðóêòóðû è âîçíèêíîâåíèåì
âñå áîëüøåãî ÷èñëà ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ âîçðàñòàþò ðèñêè
ðàçëè÷íûõ òåõíîãåííûõ êàòàñòðîô, ñîîòâåòñòâåííî âîçðàñòàåò íåîáõîäè-
ìîñòü òî÷íîãî ó÷åòà è óïðàâëåíèå ýòèìè ðèñêàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì îæèäà-
åòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷ î ðàçëàäêå â
íàïðàâëåíèè óñëîæíåíèÿ. Ìîæíî ïðåäâèäåòü ââåäåíèå íåêëàññè÷åñêèõ
ïîñòàíîâîê (äðóãèõ ñïîñîáîâ îöåíêè ðèñêà) è ðàñøèðåíèå ðàññìàòðèâà-
åìûõ êëàññîâ ïðîöåññîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ ÷àñòè ðåçóëüòàòîâ ðàáîò11,12

- îíè ðàñïðîñòðàíåíû íà ïðîöåññû Ëåâè. Íàéäåí îïòèìàëüíûé ìîìåíò
îñòàíîâêè. Çàäà÷à î ðàçëàäêå èçó÷àåòñÿ â îáîáùåííîé áàéåñîâñêîé ïî-
ñòàíîâêå.

Â êëàññè÷åñêîé áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì ðàñïðå-
13Byington, C. S. and Garga, A. K. (2001). Handbook of Multisensor Data Fusion. Press, Chapter

Data fusion for developing predictive diagnostics for electromechanical systems.
14Weron, R., Bierbrauer, M., and Truck, S. (2004). Modeling electricity prices: jump di�usion and

regime switching. Physica A Statistical Mechanics and its Applications 336, 39-48.
15Cartea, I. and Figueroa, M. (2005). Pricing in electricity markets: A mean reverting jump di�usion

model with seasonality. Applied Mathematical Finance 12, 4 (December), 313-335.
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äåëåíèå ìîìåíòà ñáîÿ. Â ïðèëîæåíèÿõ çà÷àñòóþ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
ïîñòàíîâêó çàäà÷è, â êîòîðîé ìîìåíò ðàçëàäêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äå-
òåðìèíèðîâàííûé íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð.

Â äàííîé ðàáîòå òàêæå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ôóíê-
öèè ðèñêà. Îíè, â ÷àñòíîñòè, îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè îöåíêàìè â çàäà÷å
î ðàçëàäêå â ìèíèìàêñíîé ïîñòàíîâêå, ïðè ïîèñêå àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíûõ ïðàâèë îñòàíîâêè. Ìèíèìàêñíàÿ ïîñòàíîâêà âåñüìà åñòåñòâåííà
êàê ñ ïðàêòè÷åñêîé, òàê è ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî åå òî÷íîå
ðåøåíèå ïîêà íåèçâåñòíî.

Èòàê, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ðàçâèòèå ñîâðåìåííûõ òåîðåòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé. Òàêèì îáðàçîì, åå òåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé êàê ñ
òî÷êè çðåíèÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ìåíåíèé.

Öåëü ðàáîòû
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè çàäà÷ î ðàçëàäêå â

íàïðàâëåíèè ðàñøèðåíèÿ èçó÷àåìûõ êëàññîâ ïðîöåññîâ è ñïîñîáîâ îöåí-
êè ðèñêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé öåëüþ, áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå
çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ:

1. Èññëåäîâàòü çàäà÷ó î ðàçëàäêå äëÿ ïðîöåññîâ Ëåâè â ñëó÷àå, êîãäà
ìîìåíò ðàçëàäêè ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíûì äåòåðìèíèðîâàííûì ïàðàìåò-
ðîì, à ñðåäíåå âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîé
áàéåñîâñêîé ôóíêöèåé ðèñêà.

2. Èçó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ðèñêà ïðè ñòðåìëå-
íèè ê áåñêîíå÷íîñòè ñðåäíåãî âðåìåíè äî ëîæíîé òðåâîãè.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëå-
äóþùåì:

1. Íàéäåí îïòèìàëüíûé ìîìåíò â çàäà÷å î ðàçëàäêå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ïðîöåññîâ Ëåâè â îáîáùåííîé áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå.

2. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü àñèìïòîòèêè ôóíêöèè ðèñêà ïðè ñòðåìëåíèè ê
áåñêîíå÷íîñòè ñðåäíåãî âðåìåíè äî ëîæíîé òðåâîãè â ñëó÷àå áàçèñíûõ
ïðîöåññîâ Ëåâè ñî ñðåäíèì âðåìåíåì îáúÿâëåíèÿ òðåâîãè.

3. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ àñèìïòîòèêà èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íàéäåíà
â âèäå ÿâíîé ôîðìóëû.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, â ÷àñòíîñòè ìåòî-
äû òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è òåîðèè çàäà÷ îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâ-
êå ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, à òàêæå íåêîòîðûå ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ çàäà÷ îá îïòèìàëüíîé
îñòàíîâêå. Ðàçâèòû ïîäõîäû, êîòîðûå ïîëåçíû äëÿ äàëüíåéøèõ îáîáùå-
íèé, òàêèõ êàê ðàññìîòðåíèå ìèíèìàêñíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è î ðàçëàäêå
äëÿ ïðîöåññîâ Ëåâè, à òàêæå ðàñøèðåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ðå-
çóëüòàòû ðàáîòû òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ñ ðàçëàäêîé. Íàéäåííûå àñèìï-
òîòè÷åñêèå îöåíêè òàêæå ïîëåçíû (êàê äëÿ êà÷åñòâåííîé îöåíêè íà ïðàê-
òèêå, òàê è äëÿ íîâûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé).

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
1. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-

ëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå îòäåëà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
ÌÈÀÍ èì. Ñòåêëîâà ¾Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿
ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ À. Í. Øèðÿåâà, ä.ô.-ì.í. À. À. Ãóùè-
íà (2007-2008).

2. Íà ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìî-
íîñîâà ¾Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç è ìàðòèíãàëüíûå ìåòîäû¿ ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ À. Í. Øèðÿåâà (2007-2008).

3. Íà Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÌÃÓ èì.
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà (2008).

4. Íà ðóññêî-ÿïîíñêîì ñèìïîçèóìå ¾Ñëîæíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäå-
ëè¿ â ÌÈÀÍ èì. Ñòåêëîâà (2007).

5. Íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è
ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ â 2009 ãîäó.

Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3 ðàáîòàõ àâòîðà,

2 èç êîòîðûõ - ñòàòüè â âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ.
Ñïèñîê ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
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Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, âêëþ÷àþùèõ 12 ïàðà-
ãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 65 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåð-
òàöèè ñîñòàâëÿåò 76 ñòðàíèö.

2 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü çàäà÷è ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ,
ðàññêàçàíî îá èñòîðèè ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé
çàäà÷è, ïðèâåäåí îáçîð ñîâðåìåííûõ ðàáîò ïî òåîðèè è ïðèìåíåíèÿì
çàäà÷è î ðàçëàäêå. Òàêæå ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Äàëåå ïðèâåäåíû îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â äèññåðòàöèè, ïî
ãëàâàì.

Ãëàâà 1.
Â ýòîé ãëàâå ñòàâèòñÿ è èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ðàçëàäêå äëÿ ïðîöåññîâ

Ëåâè â îáîáùåííîé áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå íåêîòîðîãî ïðîöåññà ψ. Ýòà çàäà÷à ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè íà ìîìåíò îñòàíîâêè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñåðèè çàäà÷ áåç
îãðàíè÷åíèé. Êðàòêî îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà ïðîöåññà, íåîáõîäèìûå ïðè
ïîèñêå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè îñòàíîâêè. Íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòå-
ãèÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Êàæäîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å
äîñòàâëÿåò ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷å ïðè íåêîòîðîì T - ñðåäíåì âðåìåíè
äî ëîæíîé òðåâîãè. Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñåðèè âñïîìî-
ãàòåëüíûõ çàäà÷ äàäóò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ T.

Îáîáùåííàÿ áàéåñîâñêàÿ ïîñòàíîâêà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà
íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) íàáëþäàåòñÿ ïðîöåññ
Ëåâè X = (Xt)t≥0, ñ òðèïëåòîì õàðàêòåðèñòèê (B0, C, ν0). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî â íåèçâåñòíûé è íåíàáëþäàåìûé ìîìåíò âðåìåíè θ ìîìåíò
âðåìåíè ýòîò òðèïëåò õàðàêòåðèñòèê ìåíÿåòñÿ íà (B1, C, ν1). Íåñëó÷àé-
íûé ìîìåíò θ ∈ [0,+∞] íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì ðàçëàäêè, èëè ìîìåíòîì
ñìåíû ðåæèìà. Îáîçíà÷èì Pθ0

- ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà X â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ìîìåíò ðàçëàäêè θ = θ0. Ïðè ðàñïðåäåëåíèè P∞ ðàçëàäêà
íå ïðîèñõîäèò íèêîãäà, ïðè P0 - ðàçëàäêà ïðîèñõîäèò ìãíîâåííî, â ìî-
ìåíò âðåìåíè 0. Ìîìåíò ïîäà÷è ñèãíàëà òðåâîãè îá îáíàðóæåíèè ðàçëàä-
êè îáîçíà÷èì τ . Ýòî ìàðêîâñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè FX

t ,
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ïîðîæäåííîé ïðîöåññîì X . Áóäåì èñêàòü íàèëó÷øèé ìîìåíò â êëàññå
MT = {τ : E0

∞τ ≥ T}, ò.å. ñðåäè ïðàâèë îñòàíîâêè, äëÿ êîòîðûõ ñðåä-
íåå âðåìÿ äî ïîäà÷è (ëîæíîé) òðåâîãè â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ðàçëàäêè íå
ìåíüøå T. Ìîìåíò τ ∗ áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì â êëàññå MT , åñëè
âåëè÷èíà

B(T ) :=
1

T
inf

τ∈MT

∞∫

0

Eθ(τ − θ)+dθ,

íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ïîòåðü, äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà τ ∗.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà ðàññìîòðèì ïðîöåññ ψt:

ψt = ψ0Lt +

t∫

0

Lt

Ls
ds,

ãäå Lt = d(P0|FX
t )

d(P∞|FX
t ) - ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà-Íèêîäèìà ñóæåíèÿ ìåðû P0 íà

ñèãìà-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ïðîöåññîì X äî ìîìåíòà t, ïî ñóæåíèþ ìå-
ðû P∞ íà òó æå ñèãìà-àëãåáðó. B(T ) óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå

B(T ) = inf
τ∈MT

E∞

∫ τ

0
ψudu.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ðàçëàäêå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îá îïòèìàëü-
íîé îñòàíîâêå äëÿ ïðîöåññà ψ. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðîâîäèòñÿ èçó÷åíèå
ñâîéñòâ ýòîãî ïðîöåññà. Îïèñàíû ñâîéñòâà ïðîöåññà ïëîòíîñòè Lt. Ïîêà-
çàíî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ýêñïîíåíòîé (ýêñïîíåí-
òîé Äîëåàí-Äýä) íåêîòîðîãî ïðîöåññà Nt.

Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà òðàåêòîðèé ïðîöåññà ψ. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ
Îïðåäåëåíèå 1.Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì äëÿ ïðîöåñ-

ñà ψt, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x èç A,

inf{t > 0 : ψt ∈ A|ψ0 = x} = 0.

Ðåãóëÿðíîñòü ìíîæåñòâà [A,+∞] äëÿ ïðîöåññà ψt çàâèñèò îò òðèïëå-
òîâ õàðàêòåðèñòèê íà÷àëüíîãî è èçìåíåííîãî(ïîñëå ðàçëàäêè) ïðîöåññà.

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå ïðîöåññà ψ ñ îãðàíè÷å-
íèåì íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîìåíòà ðàçëàäêè (èñêîìûé ìîìåíò
äîëæåí ïðèíàäëåæàòü êëàññó MT ). ×òîáû ïåðåéòè ê çàäà÷å áåç îãðàíè-
÷åíèé, âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ðàññìîòðèì ñå-
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ìåéñòâî çàäà÷

v(c)(x) = inf
τ
Ex
∞

τ∫

0

(ψu − c)du. (∗)

Êàê ïîêàçûâàåòñÿ íèæå, ðåøåíèÿ çàäà÷ ýòîãî ñåìåéñòâà ïðè ðàçëè÷íûõ
c ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíûì ìîìåíòàì â êëàññàõMT ïðè ðàçëè÷íûõ T .

Óòâåðæäåíèå 1. Îïòèìàëüíîå ïðàâèëî îñòàíîâêè â çàäà÷å (∗) -
τA(c) = inf{t : ψt ≥ A(c)} äëÿ íåêîòîðîãî À(c).

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà òðàåêòî-
ðèé ïðîöåññà ψ

Ex
∞

∫ τ

0
ψsds ≤ Ey

∞

∫ τ

0
ψsds,

åñëè x ≤ y. Ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé ëåììû äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé èìååò âèä [0, A], A ∈ [0,∞].
Ëåììà 1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ Yt è çàäà÷à

H(T ) = inf
τ
E0
∞

τ∫

0

f(Ys)ds.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è f(0) ≤ 0. Ïóñòü âûïîëíåíî
óñëîâèå

Ea
∞

t∫

0

f(Ys)ds < Eb
∞

t∫

0

f(Ys)ds

äëÿ ëþáîãî t, åñëè a < b. Òîãäà îïòèìàëüíûé ìîìåíò èìååò âèä

τ ∗ = τA = inf{t : Yt ≥ A}
èëè

σA = inf{t : Yt > A}.
Èòàê, îïòèìàëüíûé ìîìåíò â çàäà÷å äëÿ v(c) íàéäåí - ýòî τA(c).
Îáîçíà÷èì

T ′ = T ′(c) = EτA(c).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî τA(c) áóäåò îïòèìàëüíûì â êëàññå MEτA(c)
äëÿ

íàøåé èñõîäíîé çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî,

E(x)
∞

τA(c)∫

0

(ψs − c)ds ≤ E(x)
∞

τ∫

0

(ψs − c)ds,
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ïîëàãàÿ x = 0 è ïîëüçóÿñü
τA(c)∫
0
cds = τA(c)c, ïîëó÷àåì

E0
∞

τA(c)∫

0

ψsds ≤ E0
∞

τ∫

0

ψsds+ cE0
∞(τA(c) − τ).

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè íåîòðèöàòåëüíîå, òàê êàê ìî-
ìåíò τA(c) ïðèíàäëåæèò êëàññó MEτA(c)

. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè îï-
òèìàëüíûé ìîìåíò â èñõîäíîé çàäà÷å äëÿ T = EτA(c). Îñòàåòñÿ òîëüêî
óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî T íàéäåòñÿ òàêîå c(T ), ÷òî EA(c(T )) = T .
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü 2 ñëåäóþùèõ óòâåðæåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Ôóíêöèÿ A(c) âîçðàñòàåò ê áåñêîíå÷íîñòè è
íåïðåðûâíà.

Óòâåðæäåíèå 3. Ôóíêöèÿ f(A) = E0
∞τA âîçðàñòàåò ê áåñêîíå÷íî-

ñòè è íåïðåðûâíà.
Ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè àíàëèçà òðàåêòîðèé ïðî-

öåññà ψ. Èòîãîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Â çàäà÷å î ðàçëàäêå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîöåññà Ëåâè â

îáîáùåííîé áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå äëÿ ëþáîãî T íàéäåòñÿ îïòèìàëü-
íûé ìîìåíò â êëàññå MT . Ýòî ìîìåíò âûõîäà ïðîöåññà ψ íà íåêîòî-
ðûé óðîâåíü A:

τ ∗ = τA = inf
[0,+∞)

{t : ψt ≥ A}.

Óðîâåíü A îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

E0
∞τA = T.

Ãëàâà 2.
Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâå-

äåíèè ââåäåííîé âûøå ôóíêöèè B(T ) ïðè T (ñðåäíåì âðåìåíè äî ëîæ-
íîé òðåâîãè), ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (äëÿ ñëó÷àÿ ïðîöåññîâ Ëåâè,
èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ñêà÷êîâ íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ).

Èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ñ
öåëüþ ïîèñêà àñèìïòîòèêè äîêàçàíà òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ýòîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîöåññîâ Ëåâè. Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ äëÿ áðî-
óíîâñêîãî äâèæåíèÿ (äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå), íàõîäèòñÿ
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåèÿ. Ïðè ïîìîùè òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè
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äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåò áëèçêî ê èñòèííîìó
ðåøåíèþ, òàê ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èõ áóäåò ñîâïàäàòü.

Ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì ñ ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèåì ñðåäíåãî âðåìåíè âûõîäà ïðîöåññà ψ íà íåêîòîðûé
óðîâåíü. Äàëåå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïîäêëàññû ïðîöåññîâ Ëåâè, äî-
ïóñêàþùèå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòèêè (ò.å. òå, äëÿ êîòîðûõ ñðåä-
íåå âðåìÿ âûõîäà ïðîöåññà ψ íà çàäàííûé óðîâåíü óäàåòñÿ âûðàçèòü
÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíûé ïðîöåññîâ). Ýòà àñèìïòîòèêà èíòåðåñíà
êàê ñàìà ïî ñåáå, òàê è â êà÷åñòâå îöåíêè äëÿ ôóíêöèè ïîòåðü â çàäà-
÷å î ðàçëàäêå â ìèíèìàêñíîé ïîñòàíîâêå. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ C(T ) -
ìèíèìàêñíîé ôóíêöèè ïîòåðü,

C(T ) = inf
σ∈M∗

T

sup
θ≥0

Eθ(σ − θ|σ ≥ θ),

ñëîæíî íàéòè îïòèìàëüíûé ìîìåíò îñòàíîâêè, íî âåðíà îöåíêà:

C(T ) ≥ B(T ).

Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ òàê íàçûâàåìûõ áàçèñíûõ ïðîöåññîâ Ëå-
âè, à èìåííî äëÿ ïðîöåññîâ èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ñêà÷êîâ íà êîíå÷-
íîì èíòåðâàëå âðåìåíè (ïðîöåññû Ëåâû êîíå÷íîé àêòèâíîñòè) èëè, èíà÷å
ãîâîðÿ, ñ êîíå÷íîé ìåðîé Ëåâè. Ïðè ïîìîùè òåîðèè çàäà÷ îá îïòèìàëü-
íîé îñòàíîâêå, ïîëó÷èì, ÷òî B(T ) ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è

{
Lu(x) = −x, 0 ≤ x ≤ A,

u(x) = 0, x > A

ñîîòíîøåíèåì TB(T ) = u(0) (çäåñü L - èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðà-
òîð ïðîöåññà ψ). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ èíåãðàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûì (èç-çà íàëè÷èÿ ó ïðîöåññîâ Ëåâè ñêà÷êîâ), ïîýòî-
ìó íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ óäàåòñÿ òîëüêî â èñêëþ÷èòåëü-
íûõ ñëó÷àÿõ. Îäíàêî ýòîò îïåðàòîð îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, ïîçâîëÿþùè-
ìè íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è. Îêàçûâàåòñÿ âîç-
ìîæíûì óñòàíîâèòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è, à òàê æå
àíàëîã íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïðè íàëè÷èè
äèôôóçèîííîé êîìïîíåíòû ó ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ Ëåâè â âûðà-
æåíèè äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü îïåðà-
òîð âçÿòèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ýòîò ñëó÷àé ìû áóäåì íàçûâàòü äèô-
ôóçèîííûì è ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî îò íåäèôôóçèîííîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2. Ðåøåíèå çàäà÷è
{

Lv(x) = 0, 0 ≤ x ≤ A,

v(x) = 0, x > A

åäèíñòâåííî.
Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä îïåðàòîðà L, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â íàøåé çà-

äà÷å âåðåí ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Èç òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (ïðèâåäåííîãî âûøå).

Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷àòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ B(T ). Îáùàÿ ñõåìà òàêîâà. Ïîäáèðàåòñÿ ôóíê-
öèÿ ua(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

{
Lua(x) = −x+O(lnx), 0 ≤ x ≤ A,
ua(x) = 0, x ≥ A.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ua(x) áëèçêà ê u(x). Áîëåå òî÷íî, âåðíî ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé h, v, g âûïîëíåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé
{

Lh(x) = v(x), 0 ≤ x ≤ A,

h(x) = 0, x > A,

{
Lg(x) = o(v(x)), 0 ≤ x ≤ A,

g(x) = 0, x > A.

Òîãäà g(0) = o(max{h(0), E0
∞τA}).

Ïðèìåíèì ýòó òåîðåìó, âçÿâ â êà÷åñòâå h(x) èñòèííîå ðåøåíèå, ñîîò-
âåòñòâåííî, v(x) ðàâíî −x, à g(x) åñòü ðàçíîñòü èñòèííîãî è ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ. Ïîëó÷èì èñêîìóþ îöåíêó íà g(x). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèè ua(x).

Â àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëèìîì ñëó÷àå ðàçëàäêè äëÿ áðîóíîâñêîãî äâè-
æåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ x log x. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëó÷àÿ, ãäå ðå-
øåíèå íåâîçìîæíî âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ãëàâíûé
÷ëåí èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê. Èñïîëüçóÿ íàáîð ôóíêöèé x log x, x, logx
ñ ðàçëè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè, óäàåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåíèå äëÿ u(x).

Äëÿ ñëó÷àÿ íàëè÷èÿ ó ψt òîëüêî íàïðàâëåííûõ âíèç ñêà÷êîâ ïîëó÷åíî
òî÷íîå âûðàæåíèå ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè(ò.å., îí âûðàæåí ÷åðåç
òðèïëåò õàðàêòåðèñòèê). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
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Óòâåðæäåíèå 4. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äèôôóçèîííîé êîìïîíåíòû
ó ïðîöåññà ψ èìååò ìåñòî B(T ) ∼ −C1 lnT , òî÷íåå

B(T ) =
lnT

λ0 − λ1 + λ0
∫
R

λ1

λ0
f(r) ln λ1

λ0
f(r)dP0(r)

+O(1).

Â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå âåðíî B(T ) ∼ −D1 lnT , òî÷íåå

B(T ) =
lnT

1 + λ0 − λ1 + λ0
∫
R

λ1

λ0
f(r) ln λ1

λ0
f(r)dP0(r)

+O(1).

Çäåñü λ0, λ1 - èíòåíñèâíîñòè ïðûæêîâ äî è ïîñëå ðàçëàäêè, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ ñêà÷êîâ, íàéäåíà ñâÿçü ãëàâíîãî ÷ëåíà
àñèìïòîòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âðåìåíè âûõîäà íà óðîâåíü
A.

Òåîðåìà 3.Â íåäèôôóçèîííîì ñëó÷àå

B(T ) =
E∞τA
T

· lnT

λ0 − λ1 + λ0
∫
R

λ1

λ0
f(r) ln λ1

λ0
f(r)dP0(r)

+O(1).

Â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå

B(T ) =
E∞τA
T

· lnT

1 + λ0 − λ1 + λ0
∫
R

λ1

λ0
f(r) ln λ1

λ0
f(r)dP0(r)

+O(1).

Äâà ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì èç ýòîé òåîðåìû.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ÷ëåíó-êîððåñïîíäåíòó
ÐÀÍ, ïðîôåññîðó Àëüáåðòó Íèêîëàåâè÷ó Øèðÿåâó, ïîä ðóêîâîäñòâîì
êîòîðîãî ïðîõîäèëà ðàáîòà íàä äèññåðòàöèåé, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è
ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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