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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû

Èçó÷åíèå âîïðîñà î ëèóâèëëåâîé èíòåãðèðóåìîñòè ãàìèëüòî-
íîâûõ ñèñòåì, è â ÷àñòíîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ, èìååò äàâ-
íþþ èñòîðèþ. Èíòåãðèðóåìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàê-
ñèìàëüíûé íàáîð ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ äâè-
æåíèÿ, ïîïàðíûå ñêîáêè Ïóàññîíà êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü.
Îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì
ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè íà SO(3),
ñâÿçàííûé ñ çàäà÷åé î âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà; ýòà çàäà÷à âïåð-
âûå áûëà ðàññìîòðåíà Ýéëåðîì â 1758 ãîäó1. Ñ ïîÿâëåíèåì ìå-
òîäà (L,A)-ïàðû â òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ñïèñîê èíòå-
ãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ áûë ñóùåñòâåííî ðàñøèðåí2,3.

Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ G-èíâàðèàíò-
íûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ òðàíçèòèâíîé ïðîñòîé ãðóïïîé Ëè
G êîíôèãóðàöèîííûõ ñèììåòðèé ïîëó÷åíà È. Â. Ìèêèòþêîì è
À. Ì. Ñòåïèíûì (ñì. ÓÌÍ, 1987, 42:4 è ðàáîòó4). Äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû, èññëåäîâàííûå â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ, îáëàäàþò
ïîëíûì èíâîëþòèâíûì íàáîðîì àíàëèòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ äâè-
æåíèÿ.

Ïðîáëåìà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé ê èíòåãðèðóåìîñòè
áûëà ïîñòàâëåíà Â. Â. Êîçëîâûì5,6; îí òàêæå îáíàðóæèë ïåðâîå
èçâåñòíîå ïðåïÿòñòâèå, äîêàçàâ, ÷òî åñëè íà îðèåíòèðîâàííîì
çàìêíóòîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêè

1Ï. Óèòòåêåð. Àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ìîñêâà, �Ìèð�, 1966.
2Ñ. Â. Ìàíàêîâ. Î ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè è ñòîõàñòèçàöèè â äèñêðåò-

íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ // ÆÝÒÔ, 1974, 67(2), 543�555.
3À. Ñ. Ìèùåíêî, À. Ò. Ôîìåíêî. Èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé Ýéëåðà íà

ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàõ Ëè.// Òðóäû ñåìèíàðà ïî âåêòîðíîìó è òåíçîðíîìó
àíàëèçó, 1979, 19, 3�94.

4I. V. Mikytyuk, A. M. Stepin. Classi�cation of almost spherical pairs of
compact simple lie groups.// Poisson Geometry, Banach Center Publications,
2000, 21, 231�241

5Â. Â. Êîçëîâ. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðåïÿòñòâèÿ ê èíòåãðèðóåìîñòè íàòó-
ðàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.// ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1979, 249(6), 1299�1302.

6Â. Â. Êîçëîâ. Èíòåãðèðóåìîñòü è íåèíòåãðèðóåìîñòü â ãàìèëüòîíîâîé
ìåõàíèêå.// Óñïåõè Ìàò. Íàóê, 1983, 38(1), 1�76.
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èíòåãðèðóåìûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, òî ýòî ìíîãîîáðàçèå ãîìåî-
ìîðôíî ëèáî ñôåðå, ëèáî òîðó. Êàê áûëî ïîêàçàíî Â. Í. Êî-
ëîêîëüöîâûì7, ýòî âåðíî òàêæå äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà
äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, èíòåãðèðóåìûõ ïðè ïîìîùè ãëàäêèõ
èíòåãðàëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöè-
ÿìè îò èìïóëüñîâ. Îáîáùåíèå òåîðåìû Êîçëîâà íà ìíîãîîáðàçèÿ
áîëüøåé ðàçìåðíîñòè áûëî ïîëó÷åíî È. À. Òàéìàíîâûì8,9. Ðÿä
ðàáîò Ã. Ï. Ïàòåðíàéíà10,11 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ òîïîëîãè÷åñêîé
ýíòðîïèè èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ. Ïàòåðíàéí äî-
êàçàë, ÷òî åñëè ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà ãëàäêîì êîìïàêòíîì ðè-
ìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè èíòåãðèðóåì, òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóï-
ïà òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìååò ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò.

Ïàòåðíàéí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðî-
ïèþ äëÿ ïîèñêà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé ê èíòåãðèðóåìîñòè,
ðàçäåëèâ çàäà÷ó íà äâå: 1) äîêàçàòåëüñòâî îáðàùåíèÿ â íóëü
òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ
è 2) íàõîæäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé äëÿ îáðàùåíèÿ â
íóëü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ïîòîêà. Ïî âòîðîé çàäà÷å óæå
èìåëèñü ðåçóëüòàòû Ì. Ë. Ãðîìîâà12 è È. Í. Èîìäèíà13, à òàêæå
Å. È. Äèíàáóðãà14, êîòîðûé äîêàçàë, ÷òî åñëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ãðóïïà ìíîãîîáðàçèÿ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò, òî òîïîëîãè-

7Â. Í. Êîëîêîëüöîâ. Ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ñ äîïîëíèòåëüíûì ïîëèíîìèàëüíûì ïî ñêîðîñòÿì ïåðâûì èíòåãðàëîì.//
Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1982, 46(5), 994�1010.

8È. À. Òàéìàíîâ. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðåïÿòñâèÿ ê èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäå-
çè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà íåîäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.// Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð.
ìàò.,1987, 51(2), 429�435.

9È. À. Òàéìàíîâ. Òîïîëîãèÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ èíòåãðèðóåìû-
ìè ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè.// Òð. ÌÈÀÍ, 1994, 205, 150�163.

10G. P. Paternain. On the topology of manifolds with completely integrable
geodesic �ows.// Ergodic Theory and Dinamical Systems, 1992, 12, 109�121.

11G. P. Paternain. On the topology of manifolds with completely integrable
geodesic �ows, ii.// J. Geom. and Phys, 1994, 13, 289�298.

12M. Gromov. Entropy, homology and semialgebraic geometry. //S�eminaire
Bourbaki 38�eme ann�ee, 1985-86, 663, 225�240.

13Y. Yomdin. Volume growth and entropy.// Israel J. Mathematics, 1987, 57,
287�300.

14Å. È. Äèíàáóðã. Ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ýíòðîïèéíûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.// Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1971, 35(2), 324�366.
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÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ëþáîé ãëàäêîé ìåòðèêè
íà ìíîãîîáðàçèè ïîëîæèòåëüíà.

Äðóãîå íàïðàâëåíèå � ýòî ïîñòðîåíèå ïîëíîãî íàáîðà èíòå-
ãðàëîâ äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè äëÿ ãåîäåçè÷å-
ñêèõ ïîòîêîâ. À. Òèìì15 ïðåäëîæèë ìåòîä íàõîæäåíèÿ íàáîðà
èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè, èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü ãàìèëüòî-
íîâîé ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû G. Ñåðèÿ ïðèìåðîâ èí-
òåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà îäíîðîäíûõ íèëüìíîãî-
îáðàçèÿõ ñ íóëåâîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé áûëà ïîñòðîåíà
Ë. Ò. Áàòëåðîì16. Èñïîëüçóÿ �òðþê� Áàòëåðà, À. Â. Áîëñèíîâ è
È. À. Òàéìàíîâ17 îïðîâåðãëè ãèïîòåçó Ïàòåðíàéíà è ïîñòðîèëè
ïåðâûé ïðèìåð èíòåãðèðóåìîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ñ ïîëîæè-
òåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé. Â ðàáîòå18 ïðèâåäåíà ñåðèÿ
òàêèõ ïîòîêîâ äëÿ íåêîòîðûõ ìåòðèê è ãðóïï Ëè ëþáîé ðàçìåð-
íîñòè. Áàòëåð19 ðàñøèðèë êëàññ íèëüïîòåíòíûõ ïðèìåðîâ è ðàñ-
ñìîòðåë n-ñòóïåííî íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû âèäà R n Rn, òàêæå
äîêàçàâ îáðàùåíèå â íóëü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè. Â ðàáîòå20
áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà íèëüìíîãî-
îáðàçèÿõ ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé, êîòîðûå,
îäíàêî, íå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì, ÷òî Ñòåïèí âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå
î ñâÿçè ïîëîæèòåëüíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè èíòåãðèðóå-
ìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãðóïï
Ëè ñ ñóùåñòâîâàíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîé êîìïîíåíòû ïðèñîåäè-

15A. Thimm. Integrable geodesic �ows on homogeneous spaces.// Ergodic
Theory and Dynamical Systems, 1981, 1, 495�517.

16L. T. Butler. A new class of homogeneous manifolds with Liouville-
integrable geodesic �ows.// C. R. Math. Acad. Sci. Soc. R. Can., 1999, 21(4),
127�131.

17A. V. Bolsinov and I. A. Taimanov. Integrable geodesic �ow with positive
topological entropy.// Invent. Math, 2000, 140, 639�650.

18À. Â. Áîëñèíîâ and È. À. Òàéìàíîâ. Èíòåãðèðóåìûå ãåîäåçè÷åñêèå
ïîòîêè íà íàäñòðîéêàõ àâòîìîðôèçìîâ òîðîâ.// Òðóäû Ìàòåìàòè÷åñêîãî
Èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà, 2000, 231, 46�63.

19L. T. Butler. Integrable geodesic �ows on n-step nilmanifolds.// Journal of
Geometry and Physics, 2000, 36, 315�323.

20L. T. Butler. Invariant metrics on nilmanifolds with positive topological
entropy.// Geometriae Dedicata, 2003, 100, 173�185.
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íåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè.

Öåëü ðàáîòû
Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãåîäåçè÷åñêèõ ïî-

òîêîâ íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãðóïï Ëè ñ òî÷êè çðåíèÿ
èíòåãðèðóåìîñòè è ýíòðîïèéíîé òåîðèè. Òàêæå èçó÷àåòñÿ ñâîé-
ñòâî áàòëåðîâñêîé èíòåãðèðóåìîñòè. Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðà-
áîòû - èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà òðåõ- è
÷åòûðåõìåðíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Â ðàáîòå ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, îñíîâíûìè èç êî-

òîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Ðàçðàáîòàíà òåõíèêà îáíàðóæåíèÿ ãëàäêîé èíòåãðèðóåìî-
ñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

2. Èññëåäîâàí âîïðîñ îá èíòåãðèðóåìîñòè (íåèíòåãðèðóåìî-
ñòè) ïîòîêîâ ãåîäåçè÷åñêèõ íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ãðóïï Ëè ðàçìåðíîñòè 3 è 4.

3. Íàéäåíû ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñ ìíîãîçíà÷íûì
èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, à òàêæå ñëó÷àé íåèíòåãðèðóåìîñòè
ïî Áàòëåðó.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â ðàáîòå áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîä ðåäóêöèè ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì ñ ñèììåòðèÿìè, ïîäõîä Áàòëåðà äëÿ èçó÷åíèÿ èíòåãðèðó-
åìîñòè è ñîîáðàæåíèÿ Áîëñèíîâà è Òàéìàíîâà ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ïîëîæèòåëüíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè, à òàêæå äðóãèå
ìåòîäû è ðåçóëüòàòû òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ýíòðîïèé-
íîé òåîðèè.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ìåòîäû è ðå-

çóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè
ñâÿçè âîïðîñîâ èíòåãðèðóåìîñòè è òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè, íà-
õîæäåíèè ïðåïÿòñòâèé ê èíòåãðèðóåìîñòè, à òàêæå â òåîðèè ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü

íà ñåìèíàðå �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ� êà-
ôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. ÐÀÍ,
ïðîô. Ä. Â. Àíîñîâà, ä. ô.-ì. í., ïðîô. À. Ì. Ñòåïèíà (2007,
2008 ãã. è ðàíåå). À òàêæå íà III ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
�Ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè Ï. Ë. ×åáûøåâà è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ñîâðå-
ìåííûì ïðîáëåìàì åñòåñòâîçíàíèÿ�, Îáíèíñê, 2006 è íà XXVII
êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÌÃÓ, 2005.

Ïóáëèêàöèè
Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 3 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðè-

âåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, äâóõ ÷àñòåé è

ñïèñêà ëèòåðàòóðû, êîòîðûé âêëþ÷àåò 38 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé
îáúåì äèññåðòàöèè - 100 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé è ââåäåíèÿ. Âî ââåäåíèè äàí

îáçîð ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ ïðåïÿòñòâèÿ ê èíòåãðèðóå-
ìîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ,
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à òàêæå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñâÿ-
ùåíà èçó÷åíèþ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ òðåõìåðíûõ ãðóïï Ëè. Âî âòîðîé ÷àñòè èññëåäóþòñÿ ãåîäå-
çè÷åñêèå ïîòîêè íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÷åòûðåõìåðíûõ
ãðóïï Ëè. Èñïîëüçîâàíî îïèñàíèå òðåõìåðíûõ è ÷åòûðåõìåðíûõ
ãðóïï è èõ äèñêðåòíûõ ïîäãðóïï èç èñòî÷íèêîâ 21,22.

Â ïàðàãðàôå 1.1 äàí ïåðå÷åíü ðàññìàòðèâàåìûõ òðåõìåðíûõ
ãðóïï Ëè è ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêðåòíûõ êîêîìïàêòíûõ ïîä-
ãðóïï Γ â íèõ. Ñëó÷àé 1 � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà
H1. Ñëó÷àé 2 � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà S1 = RnR2, ãäå R äåéñòâóåò
ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïîâîðîòàìè íà R2. Ñëó÷àé 3 � ðàçðåøèìàÿ
ãðóïïà S2 = R n R2, ãäå R äåéñòâóåò ïîâîðîòàìè íà R2. È, íà-
êîíåö, ñëó÷àé 4 � SL(2,R). Äàëåå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ëåâîèí-
âàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà ýòèõ ãðóïïàõ. Âî âñåõ ñëó÷à-
ÿõ êðîìå SL(2,R) ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå âñåõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ
ìåòðèê, à äëÿ SL(2,R) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.1.2 Äëÿ ñëó÷àÿ SL(2,R) ëåâîèíâàðèàíò-
íûå ìåòðèêè, èìåþùèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðèñîåäè-
íåííûõ ñèììåòðèé, ñîñòîÿò èç ìåòðèê, èíâàðèàíòíûõ îòíîñè-
òåëüíî ïðàâûõ ñäâèãîâ íà ýëåìåíòû ïîäãðóïïû ñîïðÿæåííîé ñ
S1 = SO(2,R).

Â ïàðàãðàôå 1.2 èññëåäóåòñÿ èíòåãðèðóåìîñòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ. Ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó íà TG ñîîò-
âåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà T ∗G ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà
H, ïîëó÷àåìàÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà. Ïðèâî-
äÿòñÿ íåòåðîâñêèå èíòåãðàëû äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû G ëåâûìè
ñäâèãàìè íà ñàìîé ñåáå, èç íèõ ñòðîÿòñÿ íàáîðû èíòåãðàëîâ äâè-
æåíèÿ I1, I2, I3 = H äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà T ∗G. Òàêæå
äîêàçûâàåòñÿ äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, êðîìå SL(2,R), ÷òî ãàìèëüòîíî-
âû ñèñòåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè èíòåãðèðóå-
ìû íà TG.

21Ë. Àóñëåíäåð, Ë. Ãðèí, Ô. Õàí. Ïîòîêè íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ìîñêâà, �Ìèð�, 1966.

22À. Â. Ñàôîíîâ. Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé è G-èíäóöèðîâàííûå ïîòîêè.
Äèññåðòàöèÿ, 1982.
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Îïðåäåëåíèå 1.2.1(Butler23) Ïóñòü (L2n, ω) ñèìïëåêòè÷å-
ñêîå ìíîãîîáðàçèå è XH � ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå íà L2n

ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H. Ïóñòü (L̃2n, ω̃) � íàêðûòèå
L òàêîå, ÷òî: (1) ω̃ = π∗ω, ãäå π � ïðîåêòîð; (2) íà L̃ çàäà-
íî ïóàññîíîâñêîå äåéñòâèå ãðóïïû Ëè S. Ïóñòü P : L̃ → S∗
îòîáðàæåíèå ìîìåíòà äëÿ äåéñòâèÿ S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíê-
öèÿ H̃ = π∗H ÿâëÿåòñÿ S-èíâàðèàíòíîé. Åñëè ñóùåñòâóåò èí-
âîëþòèâíûé íàáîð n− 1 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé
f1, . . . , fn−1 ∈ C∞(S∗) òàêîé, ÷òî f1 ◦ P, . . . , fn−1 ◦ P �îïóñêàåòñÿ�
íà L2n è âìåñòå ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíî íåçàâèñèìûì íàáîðîì íà âñþäó ïëîòíîì, îòêðûòîì ïîä-
ìíîæåñòâå L2n, òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå XH ïî÷òè ïîë-
íîñòüþ ñîâìåñòíî èíòåãðèðóåìî (almost completely collectively
integrable[ACCI]). Ìû áóäåì íàçûâàòü äàííîå ñâîéñòâî áàòëåðîâ-
ñêîé èíòåãðèðóåìîñòüþ.

Ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì èçó÷åíèÿ áàòëå-
ðîâñêîé èíòåãðèðóåìîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèè ôóí-
äàìåíòàëüíîé îáëàñòè äåéñòâèÿ Γ íà ïðîñòðàíñòâå èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2 Ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ äëÿ äåé-
ñòâèÿ Γ â Rk ìû áóäåì íàçûâàòü òàêóþ îáëàñòü U , ÷òî ΓU ∪U ′ =
Rk, ãäå ìåðà U ′ ðàâíà íóëþ, è γ1U ∩ γ2U = ∅ äëÿ ∀γ1 6= γ2 ∈ Γ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ
íà TΓ\G ñòðîÿòñÿ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà T ∗G, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèÿ Γ, è îïèñûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà äëÿ ýòèõ èí-
òåãðàëîâ (ìíîæåñòâà òî÷åê, ãäå íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ôóíêöèî-
íàëüíîé íåçàâèñèìîñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ), òåì ñàìûì óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîñòü ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà T ∗Γ\G. Â
äîêàçàòåëüñòâå èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèñêðåòíîé
êîêîìïàêòíîé ïîäãðóïïû èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1.2.7 Ïóñòü I1, I2, . . . In−1 èíâàðèàíòíûé îòíî-
ñèòåëüíî Γ íàáîð ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè òàêîé, ÷òî
äëÿ ëþáîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ãà-

23 L. T. Butler. A new class of homogeneous manifolds with liouville integrable
geodesic �ows. Preprint, 8, November 1998.
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ìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H èíòåãðèðóåìà è
I1, I2, . . . , In−1, H � ïîëíûé íàáîð èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè. Òî-
ãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àâòîìîðôèçìà ϕ : G → G ñóùåñòâóåò
íàáîð èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè Ĩ1, Ĩ2, . . . , Ĩn−1 èíâàðèàíòíûé îò-
íîñèòåëüíî ϕ−1(Γ) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåò-
ðèêè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà è
Ĩ1, Ĩ2, . . . , Ĩn−1, H - ïîëíûé íàáîð èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè.

Óòâåðæäåíèå 1.2.9 Ðàññìîòðèì

Ĩ1 = f(pz) sin (2π(py+xpz

pz
− x)); Ĩ2 = I2 = pz; Ĩ3 = I3 = H,

Ĩ1 = f(pxpy) sin (2π ln |px|
−k

); Ĩ2 = I2 = pxpy; Ĩ3 = I3 = H,

Ĩ1 = p2
x(p

2
x − 3

4
(p2

x + p2
y))

2; Ĩ2 = I2 = p2
x + p2

y; Ĩ3 = I3 = H,

ãäå f(x) = exp− 1
x2 . Äëÿ ëþáîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè è äèñ-

êðåòíîé êîêîìïàêòíîé ïîäãðóïïû Γ ñïåöèàëüíîãî âèäà ãðóïïû
G â ñëó÷àÿõ 1, 2 è 3 (ñîîòâåòñòâåííî) ôóíêöèè Ĩ1, Ĩ2, Ĩ3 ÿâëÿþò-
ñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ â èíâîëþöèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì
ñîîòâåòñòâåííî è èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî äåé-
ñòâèÿ ïîäãðóïïû Γ ⊂ G â ïðîñòðàíñòâå èíòåãðàëîâ.

Ïîä ñïåöèàëüíûì âèäîì Γ â äàííîì óòâåðæäåíèè èìååòñÿ â
âèäó òàêèå ïîäãðóïïû, ÷òî äëÿ ëþáîé äèñêðåòíîé êîêîìïàêòíîé
ïîäãðóïïû ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû, ïåðåâîäÿùèé åå â
ñïåöèàëüíûé âèä.

Äëÿ ñëó÷àåâ 1 è 2 èìååò ìåñòî èíòåãðèðóåìîñòü â êëàññå C∞-
ôóíêöèé, à ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê â ñëó÷àå 3 èíòåãðèðóåì â êëàññå
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå 1.2.10Ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äëÿ èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ ψ̃ = (Ĩ1, Ĩ2, Ĩ3) òàêîâû

crit(ψ̃) = {H ′
px

= 0, H ′
x = 0} ∪ {pz = 0} ∪ {cos 2π

py

pz

= 0} � ñëó÷àé 1,

crit(ψ̃) ⊂ {H ′
pz

= 0} ∪ {pxpy = 0} ∪ {cos (2π
ln px

−k
) = 0} � ñëó÷àé 2,

crit(ψ̃) ⊂ {H ′
pz

= 0} ∪ {px = 0} ∪ {py = 0}∪
∪ {p2

x = 3p2
y} ∪ {p2

x = 3p2
y} � ñëó÷àé 3.
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Â ïàðàãðàôå 1.3 âû÷èñëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ äëÿ
ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ, à òàêæå èññëåäóþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèå ïîòî-
êè íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ SL(2,R). Çäåñü è â äàëüíåéøåì
ïîä S(Γ\G) ïîíèìàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî åäèíè÷íûõ ëèíåéíûõ ýëå-
ìåíòîâ íà Γ\G.

Óòâåðæäåíèå 1.3.1 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìà-
íîâîé ìåòðèêè íà H1 è ïðîèçâîëüíîé êîêîìïàêòíîé äèñêðåòíîé
ïîäãðóïïû Γ ⊂ H1 ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà
S(Γ\H1) èíòåãðèðóåì â êëàññå C∞-ôóíêöèé è èìååò íóëåâóþ
òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèòåëüíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðî-
ïèè äîñòàòî÷íî íàéòè èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî, íà êîòîðîì
ïîòîê îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé, â òî
âðåìÿ êàê äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóëåâîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ïîòîêîì íà âñåì êðè-
òè÷åñêîì ìíîæåñòâå (â ñèëó êîìïàêòíîñòè êîíôèãóðàöèîííîãî
ïðîñòðàíñòâà èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ñëåäóåò, ÷òî âíå êðèòè÷åñêî-
ãî ìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ íóëåâàÿ).

Óòâåðæäåíèå 1.3.2 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìà-
íîâîé ìåòðèêè íà S1 è ïðîèçâîëüíîé êîêîìïàêòíîé äèñêðåòíîé
ïîäãðóïïû Γ ⊂ S1 ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà
S(Γ\S1) èíòåãðèðóåì â êëàññå C∞-ôóíêöèé è èìååò ïîëîæèòåëü-
íóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Óòâåðæäåíèå 1.3.3 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìà-
íîâîé ìåòðèêè íà S2 è ïðîèçâîëüíîé êîêîìïàêòíîé äèñêðåòíîé
ïîäãðóïïû Γ ⊂ S2 ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà
S(Γ\S2) èíòåãðèðóåì â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è èìååò
íóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Óòâåðæäåíèå 1.3.5 Ñóùåñòâóåò ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà
íà SL(2,R) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ðàâíîìåðíîé ðåøåòêè Γ ⊂
SL(2,R) ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà S(Γ\SL(2,R))
èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ è íå ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóåìûì â êëàññå C∞-ôóíêöèé.

Â ïàðàãðàôå 2.1 ïðèâîäèòñÿ ïåðå÷åíü ÷åòûðåõìåðíûõ ãðóïï
Ëè G è èõ äèñêðåòíûõ êîêîìïàêòíûõ ïîäãðóïï Γ. Ñëó÷àé 1 �
ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G1

6 = R n R3, ãäå òðè ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèÿ äåéñòâèÿ R âåùåñòâåííûå. Ñëó÷àé 2 � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà
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G2
6(k) = R n R3, ãäå îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ äåéñòâèÿ R

âåùåñòâåííîå, à äâà � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ. Ñëó÷àé 3 �
ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G0

1 = R n H1, ãäå äåéñòâèå R ãèïåðáîëè÷å-
ñêîå. Ñëó÷àé 4 � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G3 = RnH1, ãäå äåéñòâèå
R ýëëèïòè÷åñêîå. Ñëó÷àé 5 è 5' � íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû G3

6 è
G4

6 � Rn R3. Ñëó÷àé 6 � R× SL(2,R).
Â ïàðàãðàôå 2.2 äàíî îïèñàíèå ëåâîèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê è

âûïèñàíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàäàþùèå ñîîòâåòñòâó-
þùèå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè.

Â ïàðàãðàôå 2.3 èññëåäóåòñÿ èíòåãðèðóåìîñòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ íà T ∗G è T ∗Γ\G. Ïðèâîäÿòñÿ íåòå-
ðîâñêèå èíòåãðàëû äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, êðîìå ñëó÷àÿ 6 (ðàññìîòðåí
îòäåëüíî). Ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè îò íèõ è óñòàíàâëèâàåòñÿ èíòåãðè-
ðóåìîñòü ïîòîêîâ íà T ∗G (ïàðàãðàô 2.3.1). Çàòåì äëÿ ñëó÷àåâ 1,
2(ïðè k = 0), 4, 5 è 5' ñòðîÿòñÿ èíòåãðàëû Ĩ1, Ĩ2, Ĩ3 òàêèå, ÷òî îíè
èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ ñïåöèàëüíûõ
ïîäãðóïï Γ è óñòàíàâëèâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîñòü â êëàññå C∞-
ôóíêöèé íà T ∗Γ\G (ïàðàãðàô 2.3.2).

Ïîä ïîäãðóïïàìè Γ ñïåöèàëüíîãî âèäà, êàê è â òðåõìåð-
íûõ ñëó÷àÿõ, èìåþòñÿ â âèäó òàêèå ïîäãðóïïû, ÷òî äëÿ ëþáîé
äèñêðåòíîé êîêîìïàêòíîé ïîäãðóïïû ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì
ãðóïïû, ïåðåâîäÿùèé åå â ñïåöèàëüíûé âèä.

Èññëåäîâàíà ìíîãîçíà÷íàÿ èíòåãðèðóåìîñòü â ñëó÷àå 2 (ïà-
ðàãðàô 2.3.3).

Óòâåðæäåíèå 2.3.11 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåò-
ðèêè íà G2

6(k), k 6= 0 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà
T ∗G2

6(k) àíàëèòè÷åñêè èíòåãðèðóåìà, à äëÿ äèñêðåòíûõ êîêîì-
ïàêòíûõ ïîäãðóïï Γ ñïåöèàëüíîãî âèäà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà
T ∗Γ\G2

6(k) îáëàäàåò ìíîãîçíà÷íûì C∞-èíòåãðàëîì è èíòåãðèðó-
åìà íà îòêðûòîé íåïóñòîé ÷àñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òàì æå ïðèâåäåí ïðèìåð íåèíòåãðèðóåìîñòè ïî Áàòëåðó.
Óòâåðæäåíèå 2.3.13 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåò-

ðèêè íà G0
1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà T ∗G0

1

àíàëèòè÷åñêè èíòåãðèðóåìà, à äëÿ äèñêðåòíûõ êîêîìïàêòíûõ
ïîäãðóïï Γ ñïåöèàëüíîãî âèäà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà T ∗Γ\G0

1

íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Áàòëåðó (äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèé
G0

1).
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Â ïàðàãðàôå 2.4 èññëåäóåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ íà T ∗Γ\G.

Óòâåðæäåíèå 2.4.1 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìà-
íîâîé ìåòðèêè íà G1

6 è ïðîèçâîëüíîé êîêîìïàêòíîé äèñêðåòíîé
ïîäãðóïïû Γ ⊂ G1

6 ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà
S(Γ\G1

6) èíòåãðèðóåì â êëàññå C∞-ôóíêöèé è èìååò ïîëîæèòåëü-
íóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Óòâåðæäåíèå 2.4.2 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíî-
âîé ìåòðèêè íà G2

6(k), k 6= 0 è ïðîèçâîëüíîé êîêîìïàêòíîé äèñ-
êðåòíîé ïîäãðóïïû Γ ⊂ G2

6(k) ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé
ïîòîê íà S(Γ\G2

6(k)) îáëàäàåò ìíîãîçíà÷íûì C∞-èíòåãðàëîì,
èíòåãðèðóåì íà îòêðûòîé ÷àñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è èìååò
ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Óòâåðæäåíèå 2.4.3 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíî-
âîé ìåòðèêè íà G2

6(0) è ïðîèçâîëüíîé êîêîìïàêòíîé äèñêðåòíîé
ïîäãðóïïû Γ ⊂ G2

6(0) ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà
S(Γ\G2

6(0)) àíàëèòè÷åñêè èíòåãðèðóåì è èìååò íóëåâóþ òîïîëî-
ãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Óòâåðæäåíèå 2.4.4 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìà-
íîâîé ìåòðèêè íà G0

1 è ïðîèçâîëüíîé êîêîìïàêòíîé äèñêðåòíîé
ïîäãðóïïû Γ ⊂ G0

1 ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà
S(Γ\G0

1) íå èíòåãðèðóåì ïî Áàòëåðó (äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèé G0
1)

è èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.
Óòâåðæäåíèå 2.4.5 Äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåò-

ðèêè ds2 = dx2 +dy2 +(dz−xdy)2 +dτ 2 íà G3 è íåêîòîðûõ êîêîì-
ïàêòíûõ äèñêðåòíûõ ïîäãðóïï Γ ⊂ G3 ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäå-
çè÷åñêèé ïîòîê íà S(Γ\G3) èíòåãðèðóåì â êëàññå C∞-ôóíêöèé
è èìååò íóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Óòâåðæäåíèå 2.4.6 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìà-
íîâîé ìåòðèêè íà G3

6 è ïðîèçâîëüíîé êîêîìïàêòíîé äèñêðåòíîé
ïîäãðóïïû Γ ⊂ G3

6 ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà
S(Γ\G3

6) èíòåãðèðóåì â êëàññå C∞-ôóíêöèé è èìååò íóëåâóþ
òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Óòâåðæäåíèå 2.4.7 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìà-
íîâîé ìåòðèêè íà G4

6 è ïðîèçâîëüíîé êîêîìïàêòíîé äèñêðåòíîé
ïîäãðóïïû Γ ⊂ G4

6 ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà
S(Γ\G4

6) èíòåãðèðóåì â êëàññå C∞-ôóíêöèé è èìååò íóëåâóþ
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òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.
Óòâåðæäåíèå 2.4.8 Äëÿ êàæäîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðè-

êè íà G = R × SL(2,R) è ïðîèçâîëüíîé ðàâíîìåðíîé ðåøåòêè
Γ ⊂ G ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà S(Γ\G) íå èí-
òåãðèðóåì â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå 2.4.9 Ñóùåñòâóåò ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ðèìàíî-
âà ìåòðèêà íà G = R× SL(2,R) è ñóùåñòâóåò äèñêðåòíàÿ êîêîì-
ïàêòíàÿ ïîäãðóïïà Γ ⊂ G òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîäåçè-
÷åñêèé ïîòîê íà S(Γ\G) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ
ýíòðîïèþ è íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì â êëàññå C∞-ôóíêöèé.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðó-
êîâîäèòåëÿì � äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåñ-
ñîðó Àíàòîëèþ Ìèõàéëîâè÷ó Ñòåïèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, öåí-
íûå îáñóæäåíèÿ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, è êàíäèäàòó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ñåðãåþ Âèêòîðîâè÷ó Òèõîíîâó çà
ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è ñîäåéñòâèå â íàó÷íîé ðàáîòå.
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