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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåìàòèêà ðàáîòû íàõîäèòñÿ íà ñòûêå òåî-
ðèè ìåðû, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è çàòðà-
ãèâàåò òðè íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ âîçíèêàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ
ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðàìè. Ïåðâîå
íàïðàâëåíèå îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à
î ïåðåìåùåíèè ìàññ (íàçûâàåìîé òàêæå òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé). Ýòà
çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà Ìîíæåì åùå â 1781 ãîäó, íî çíà÷èòåëüíîå
ðàçâèòèå äàííàÿ òåìàòèêà ïîëó÷èëà òîëüêî ïîñëå ðàáîò Ë.Â. Êàíòî-
ðîâè÷à â 40-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ (ñì.1,2,3). Ë.Â. Êàíòîðîâè÷
ïðåäëîæèë íîâûé ïîäõîä ê çàäà÷å Ìîíæà, ïîñòàâèâ áîëåå øèðî-
êóþ çàäà÷ó, òåñíî ñâÿçàííóþ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé. Ê íåé îêàçàëèñü
ïðèìåíèìû èäåè ðàçðàáîòàííîé Êàíòîðîâè÷åì òåîðèè ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñâÿçü çàäà÷ Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à âûðàæåíà,
â ÷àñòíîñòè, òåì ôàêòîì, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å Êàí-
òîðîâè÷à ñîâïàäàåò ñ èíôèìóìîì ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å Ìîíæà.
Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîÿâèëèñü íîâûå
ïëîäîòâîðíûå èäåè, â òîì ÷èñëå â ðàáîòàõ Ì. Òàëàãðàíà4, ß. Áðå-
íüå5, Ð. Ìàêêýíà6. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïîëîæèëè íà÷àëî îáøèðíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, èìåþùåé ÿðêèå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé, ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíè-
ÿõ, ôèçèêå, ìåòåîðîëîãèè. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ýòîé òåîðèè
ìîæíî íàéòè â êíèãàõ7,8,9. Â äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå
èíôèìóìà Ìîíæà è ìèíèìóìà Êàíòîðîâè÷à â ñëó÷àå âïîëíå ðåãó-
ëÿðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåòðèçóåìûìè êîìïàêòàìè è
íåïðåðûâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ñòîèìîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò

1Monge G. Memoire sur la Th�eorie des Deblais et des Remblais. Hist. Acad. Sci. Paris, 1781.
2Êàíòîðîâè÷ Ë.Â. Î ïåðåìåùåíèè ìàññ. ÄÀÍ ÑÑÑÐ. 1942. Ò. 37, N 7-8. Ñ. 227�229.
3Êàíòîðîâè÷ Ë.Â. Î çàäà÷å Ìîíæà. Óñïåõè ìàòåì. íàóê. 1948. Ò. 3. Ñ. 225�226.
4Talagrand M. Transportation cost for Gaussian and other product measures. Geom. Funct.

Anal. 1996. V. 6. P. 587�600.
5Brenier Y. Polar factorization and monotone rearrangement of vector valued functions. Comm.

Pure Appl. Math. 1991. V. 44. P. 375�417.
6Gangbo W. McCann R.J. The geometry of optimal transportation. Acta Math. 1996. V. 177.

P. 113�161.
7Rachev S.T., Ruschendorf L. Mass transportation problems. V. 1,2 Springer, New York, 1998.
8Villani C. Topics in optimal transportation. Amer. Math. Soc., Rhode Island, 2003.
9Villani C. Optimal transport, old and new. Springer, New York, 2008.
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îáîáùàåò òåîðåìó èòàëüÿíñêîãî ìàòåìàòèêà À. Ïðàòåëëè10, â êîòî-
ðîé ðàâåíñòâî óñòàíîâëåíî äëÿ ïîëíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ.
Âòîðîå èç óêàçàííûõ òðåõ íàïðàâëåíèé ñâÿçàíî ñ ïðèáëèæåíèåì

íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Òàêèå ïðîáëåìû âîçíèêà-
þò âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ (ñì.11,12,13). Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ14,15

ïðè ïîìîùè òàêèõ ïðèáëèæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë, íàçûâà-
åìûé ãðóáîé ýíòðîïèåé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ èçìåíåííûì âàðèàíòîì
ýíòðîïèè Ãèááñà. Ãðóáàÿ ýíòðîïèÿ çàäàåòñÿ êàê ýíòðîïèÿ óñëîâ-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè ïðè óñëîâèè êîíå÷íîãî
ðàçáèåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ãðóáîé ýíòðîïèè ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü
íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ýíòðîïèåé Ãèááñà.
Íàïðèìåð, âî ìíîãèõ êîíêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èìååòñÿ
ðîñò ãðóáîé ýíòðîïèè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ïðè÷åì õàðàêòåð ðîñòà
îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû. Ïðè ýòîì âàæ-
íûì îêàçûâàåòñÿ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ãðóáîé ýíòðîïèè ïðè èçìåëü-
÷åíèè ðàçáèåíèÿ. Ãðóáàÿ ýíòðîïèÿ íå âñåãäà ïðèáëèæàåò ýíòðîïèþ
Ãèááñà. Äëÿ ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà èñ-
õîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðè-
áëèæåíèè óêàçàííûì ñïîñîáîì ôóíêöèîíàëîâ áîëåå îáùåãî âèäà.
Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ øèðîêèé êëàññ ôóíêöèîíàëîâ,

âêëþ÷àþùèé ýíòðîïèþ. Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ èç ýòîãî êëàññà ââîäÿò-
ñÿ åñòåñòâåííûå ïðèáëèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ïîäñòàíîâêîé â ôóíê-
öèîíàë óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè.
Óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ýòèõ ïðèáëèæå-
íèé.
Íàêîíåö, ïîñëåäíåå èç óïîìÿíóòûõ âûøå òðåõ íàïðàâëåíèé ñâÿçà-

íî ñ ïîíÿòèåì íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè ïîñòðîåíèè

10Pratelli A. On the equality between Monges's in�mum and Kantorovich's minimum in optimal

mass transportation. Annales Inst. H. Poincar�e (B). 2006. V. 43, N 1. P. 1�13.
11Êîçëîâ Â.Â. Àíñàìáëè Ãèááñà è íåðàâíîâåñíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. ÍÈÖ ½Ðåãó-

ëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà�, Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, Ìîñêâà � Èæåâñê,
2008.

12Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Çàáðåéêî Ï.Ï., Ïóñòûëüíèê Å.È., Ñîáîëåâñêèé Ï.Å. Èíòåãðàëü-
íûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Íàóêà, Ì., 1966.

13Ëåâèí Â.Ë. Âûïóêëûé àíàëèç â ïðîñòðàíñòâàõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé è åãî ïðèìåíåíèå â
ìàòåìàòèêå è ýêîíîìèêå. Íàóêà, Ì., 1985.

14Êîçëîâ Â.Â., Òðåùåâ Ä.Â. Òîíêàÿ è ãðóáàÿ ýíòðîïèÿ â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõà-

íèêè. Òåîðåò. ìàòåì. ôèç. 2007. Ò. 151, N 1. Ñ. 120�137.
15Treschev D., Piftankin G. Gibbs entropy and dynamics. Chaos (Amer. Inst. of Physics). 2008.

V. 18, N 2. P. 1�11.
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ñèñòåì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà çàäàííîì âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå âîçíèêàþò ïðåïÿòñòâèÿ, êîòîðûå íîñÿò ôóíäà-
ìåíòàëüíûé õàðàêòåð. Â ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
åñòü îòðåçîê ñ ìåðîé Ëåáåãà, îäíî èç òàêèõ ïðåïÿòñòâèé áûëî îáíà-
ðóæåíî èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì Ã. Îòòàâèàíè â 1947 ãîäó (ñì.16).
Ïðåïÿòñòâèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè â ñèñòåìå íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, òî âñå îñòàëüíûå îêàæóòñÿ ôóíêöèÿìè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
çíà÷åíèé. Åñëè æå â ñèñòåìå åñòü äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f è g,
òî f äîëæíà ïðèíèìàòü âñå ñâîè çíà÷åíèÿ íà ëþáîì íåïóñòîì ïðî-
îáðàçå âèäà g−1(a), ãäå a � ÷èñëî (ñì.17,18). Ýòè ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî
îáúÿñíÿþò, ïî÷åìó íå ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ïðîñòû-
ìè ôîðìóëàìè, è ïî÷åìó â êà÷åñòâå ïðîñòåéøèõ ñèñòåì íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà îòðåçêå ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñè-
ñòåìû ôóíêöèé òèïà Ðàäåìàõåðà. Ñâîéñòâî àáñîëþòíîé íåïðåðûâ-
íîñòè íå èìååò àíàëîãîâ â ñëó÷àå îáùèõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ,
è äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ íå áûëî èçâåñòíî àíàëîãîâ òåîðåìû Îòòà-
âèàíè. Êðîìå òîãî, íå áûëà ÿñíà ðîëü àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè
äàæå â ñëó÷àå îòðåçêà. Â äèññåðòàöèè îáíàðóæåíî ñâîéñòâî, êîòîðîå
îòâå÷àåò çà òî, ÷òî ñ äàííûì îòîáðàæåíèåì ìîãóò áûòü íåçàâèñè-
ìû òîëüêî îòîáðàæåíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé. Ýòî ñâîéñòâî
ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ îáùèõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ñëó÷àå îò-
ðåçêà îíî ñëåäóåò èç àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè.

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàòü ñâÿçü çàäà÷ Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à
â ñëó÷àå ìåð íà îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èññëåäîâàòü
ñõîäèìîñòü êîíñòðóêòèâíûõ ïðèáëèæåíèé íåëèíåéíûõ èíòåãðàëü-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ. Èçó÷èòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëü-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà çàäàííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå,
íåçàâèñèìûõ ñ äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

16Ottaviani G. Sulla independenza delle funzioni misurabili. Atti Accad. Lincei. Rend. Cl. sci.,
�s. mat. e natur. Roma. 1947. V. 2. P. 393�398.

17Sengupta, H.M. On continuous independent functions. Q. J. Math., Oxf. Ser. 1948. V. 19.
P. 129�132.

18Sengupta, H.M.On continuous semi-independent functions Q. J. Math., Oxf. II. Ser. 1954.
V. 5, P. 172�174.
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1. Äëÿ çàäàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå äàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îáùåãî âèäà, ïðè êîòîðîì íå ñóùå-
ñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íåçàâèñèìûõ ñ äàííîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

2. Äîêàçàíî ñîâïàäåíèå èíôèìóìà Ìîíæà è ìèíèìóìà Êàíòîðî-
âè÷à â ñëó÷àå âïîëíå ðåãóëÿðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåò-
ðèçóåìûìè êîìïàêòàìè è íåîãðàíè÷åííîé öåíîâîé ôóíêöèè.

3. Ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé ïðè
ïîìîùè óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ íåëèíåéíûõ èí-
òåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ òèïà ýíòðîïèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè
ìåðû, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òîïîëîãèè, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
à òàêæå íåêîòîðûå îðèãèíàëüíûå êîíñòðóêöèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ òåîðèè ìåðû, íåëèíåéíîãî àíàëèçà,
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è èõ ïðèëîæåíèé.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàò-
íî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñå-
ìèíàðå ½Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà� ïîä ðóêîâîäñòâîì
Â.È. Áîãà÷åâà è Í.À. Òîëìà÷åâà (2004�2009 ãã.), íà ñåìèíàðå â Ïå-
êèíñêîì Íîðìàëüíîì óíèâåðñèòåòå (2007 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîì ñå-
ìèíàðå ½Áåñêîíå÷íîìåðíûé ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç� â óíèâåðñèòåòå
ãîðîäà Áèëåôåëüäà (Ãåðìàíèÿ, 2005�2008 ãã.) è íà ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ½Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç è ñëó÷àéíûå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.Í. Áîãîëþ-
áîâà (Ëüâîâ, Óêðàèíà, 2009 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû
â 4 ðàáîòàõ àâòîðà (îäíà èç íèõ â ñîàâòîðñòâå), èç íèõ 3 â æóðíàëàõ
èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, âêëþ÷àþùèõ 7 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 31
íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 56 ñòðàíèö.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 1.

Ïîñòðîåíèå íåçàâèñèìûõ îòîáðàæåíèé íà çàäàííîì âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé.
Ýòà ñëîæíîñòü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà íåçàâèñèìûå îòîáðàæåíèÿ. Îäíî èç òàêèõ îãðàíè÷åíèé,
â ñëó÷àå êîãäà âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî � îòðåçîê ñ ìåðîé Ëåáå-
ãà, áûëî îáíàðóæåíî â 1947 ãîäó Îòòàâèàíè16, äîêàçàâøèì ñëåäóþ-
ùóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü îáîáùàåò åùå áîëåå ñòàðûé
êëàññè÷åñêèé ôàêò, ÷òî äâå ãëàäêèå íåïîñòîÿííûå ôóíêöèè íå ìî-
ãóò áûòü íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè íà îòðåçêå ñ ìåðîé
Ëåáåãà.

Ïóñòü g � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [0, 1] ñ ìå-
ðîé Ëåáåãà λ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû. Ðàññìîòðèì åå êàê ñëó÷àé-

íóþ âåëè÷èíó íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ([0, 1], B([0, 1]), λ).
Ïóñòü f � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1], êîòîðàÿ íåçàâèñèìà ñ g.
Òîãäà f ñîâïàäàåò ïî÷òè âñþäó ñ ôóíêöèåé, ïðèíèìàþùåé ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, òî ñ íåé
ìîãóò áûòü íåçàâèñèìû òîëüêî ôóíêöèè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷å-
íèé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîñòðîåíèè ñåìåéñòâà íåçàâèñèìûõ îòîáðàæå-
íèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå, â íåì íå ìîæåò îêàçàòüñÿ äâóõ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îòëè÷íûõ îò êîíñòàíòû. Åñëè æå â íåì èìå-
åòñÿ õîòÿ áû îäíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ,
òî âñå îñòàëüíûå ìîãóò áûòü òîëüêî ïðîñòûìè.
Ñâîéñòâî àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà îòðåçêå íå èìååò

åñòåñòâåííûõ àíàëîãîâ â ñëó÷àå îáùèõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Â òî æå âðåìÿ âñå îñòàëüíûå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â òåîðåìå Îò-
òàâèàíè, èìåþò ñìûñë. Â äèññåðòàöèè íàéäåíî ñâîéñòâî, êîòîðîå
îòâå÷àåò çà òî, ÷òî ñ îòîáðàæåíèåì ìîãóò áûòü íåçàâèñèìû òîëü-
êî ïðîñòûå îòîáðàæåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ
àáñòðàêòíîé òåîðèè ìåðû äëÿ îáùèõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ è
îòîáðàæåíèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå.
Îíî îêàçûâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåííûì äëÿ ôóíêöèé, àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò ðàçðûâíûå
ôóíêöèè ñ ýòèì ñâîéñòâîì. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîé ãëàâû ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì.



6

Òåîðåìà 1.Ïóñòü (Ω,F , P ) � íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, (X,A) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíî-ïîðîæäåííîé è

ñ÷åòíî-ðàçäåëÿþùåé σ-àëãåáðîé A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæå-

íèÿ f, g : Ω → X èçìåðèìû è íåçàâèñèìû, ïðè÷åì g óäîâëåòâîðÿ-

åò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
1) g(E) èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííîé ìåðû P ◦ g−1

äëÿ âñåõ E ∈ F ,
2) äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ìíîæåñòâ An ∈ F ïîëîæèòåëüíîé ìåðû ñóùåñòâóåò òàêîå n,
÷òî

P ◦ g−1(g(An)) < 1.

Òîãäà f ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì, ïðèíèìàþùèì

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.

Â ýòîé òåîðåìå óñëîâèå 1) ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêèì è îêàçûâàåòñÿ
âûïîëíåííûì â áîëüøèíñòâå ðåàëüíî âîçíèêàþùèõ ñèòóàöèé. Òà-
êèì îáðàçîì, îñíîâíûì ñâîéñòâîì, òðåáóþùèì ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ
ñâîéñòâî 2). Èìåííî îíî îòâå÷àåò çà òî, ÷òî ñ äàííûì îòîáðàæåíè-
åì ìîãóò áûòü íåçàâèñèìû òîëüêî îòîáðàæåíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
çíà÷åíèé.
Óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, íàïðèìåð, äëÿ èíúåêòèâíîãî áîðå-

ëåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ ñóñëèíñêèõ ïðîñòðàíñòâ: òîãäà ñâîéñòâî 2)
î÷åâèäíî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó, ïîëó÷àåì, ÷òî ñ òàêèì îòîáðàæåíèåì
ìîãóò áûòü íåçàâèñèìû òîëüêî ôóíêöèè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷å-
íèé. Â ñëó÷àå îòðåçêà â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî âìåñòî àá-
ñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü òðåõ ñëåäóþùèõ
ñâîéñòâ: èçìåðèìîñòü îáðàçîâ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî
ìåðû, èíäóöèðîâàííîé g (÷òî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî äëÿ áîðå-
ëåâñêèõ ôóíêöèé), ñâîéñòâî (S) Áàíàõà è íàëè÷èå ó îáðàçà ìåðû
Ëåáåãà ïðè îòîáðàæåíèè g àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé êîìïîíåíòû îò-
íîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.
Óñëîâèå äîêàçàííîé òåîðåìû íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû ñ äàííûì îòîáðàæåíèåì ìîãëè áûòü íåçàâèñèìû òîëüêî
ïðîñòûå, äàæå åñëè òðåáîâàòü âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ âñåõ
ýêâèâàëåíòíûõ âåðñèé îòîáðàæåíèÿ.
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Ãëàâà 2.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïåðåíîñà ìàññ áûëà ïîñòàâëåíà Ìîíæåì â
1781 ãîäó. Â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ çàäà÷à Ìîíæà ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü µ è ν � âåðîÿòíîñòíûå ðàäîíîâñêèå ìå-
ðû íà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X è Y . Ïóñòü c : X ×Y → R+

� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Íåîáõîäèìî íàéòè èçìåðèìîå îòîáðàæå-
íèÿ T , ïåðåâîäÿùåå µ â ν è ìèíèìèçèðóþùåå âåëè÷èíó

M(T ) :=

∫
X

c(x, T (x)) dµ.

Âåëè÷èíà

inf
ν=µ◦T−1

M(T )

íàçûâàåòñÿ èíôèìóìîì Ìîíæà.
Ýòà çàäà÷à îêàçàëàñü äîñòàòî÷íî ñëîæíîé. Âî-ïåðâûõ, M(T ) �

íåëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. Âî-âòîðûõ, äàæå â íåñêîëüêî áîëåå ïðî-
ñòîì ñëó÷àå, êîãäà X = Y = Rn, µ = f dx, ν = g dy, ïðè÷åì
T � ãëàäêèé äèôôåîìîðôèçì Rn, óñëîâèå ν = µ ◦ T−1 ïðèâîäèò ê
íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Ìîíæà�Àìïåðà

f(x) = g(T (x)) · | det▽T (x)|.
Ýòî ñîîòíîøåíèå ñóùåñòâåííî íåëèíåéíî äàæå ñ òî÷êè çðåíèÿ òåî-
ðèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, è ñ íèì ñëîæíî ðàáîòàòü, èñïîëüçóÿ
êëàññè÷åñêèå ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Çàäà÷à Ìîíæà
äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëàñü íåðåøåííîé.
Â 1942 ãîäó Ë.Â. Êàíòîðîâè÷ ïðåäëîæèë íîâûé ïîäõîä ê çàäà÷å

Ìîíæà. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è Êàíòîðîâè÷à òàêîâà. Ïóñòü µ è ν �
âåðîÿòíîñòíûå ðàäîíîâñêèå ìåðû íà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
X è Y . Ïóñòü c : X × Y → R+ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç πXγ è πY γ ïðîåêöèè ìåðû γ íà X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Íåîáõî-
äèìî íàéòè ìåðó γ íàX×Y c πXγ = µ è πY γ = ν, ìèíèìèçèðóþùóþ
âåëè÷èíó

K(γ) :=

∫
X×Y

c(x, y) dγ.

Âåëè÷èíà

inf
γ
K(γ),

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì γ ñ πX = µ è πY = ν, íàçûâàåòñÿ
ìèíèìóìîì Êàíòîðîâè÷à. Íàçâàíèå îïðàâäûâàåòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî
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â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ èíôèìóì
äîñòèãàåòñÿ.
Â çàäà÷å Êàíòîðîâè÷à ôóíêöèîíàë, êîòîðûé íåîáõîäèìî ìèíèìè-

çèðîâàòü, óæå ëèíåéíûé. Ìíîæåñòâî Π(X,Y ) âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ
ïðîåêöèåé µ íà X è ν íà Y , ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ èíôèìóì, ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëûì. Âî ìíîãèõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ îíî åùå è êîìïàêòíî â
ñëàáîé òîïîëîãèè.
Ìèíèìóì (èëè èíôèìóì) Êàíòîðîâè÷à íå ïðåâîñõîäèò ìèíèìóìà

Ìîíæà, èáî äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ T , ïåðåâîäÿùåãî µ â ν, ìå-
ðà γ, ÿâëÿþùàÿñÿ îáðàçîì µ ïðè îòîáðàæåíèè x 7→ (x, T (x)), èìååò
â êà÷åñòâå ïðîåêöèé µ è ν. Íà ñàìîì äåëå ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ èíôèìóì Ìîíæà ñîâïàäàåò ñ ìèíèìóìîì Êàíòî-
ðîâè÷à.
Â äàííîé ãëàâå äîêàçàíî ñîâïàäåíèå èíôèìóìà Ìîíæà è ìèíè-

ìóìà Êàíòîðîâè÷à â ñëó÷àå, êîãäà X è Y � âïîëíå ðåãóëÿðíûå òî-
ïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðèçóåìûìè êîìïàêòàìè, öåíîâàÿ
ôóíêöèÿ c íåîòðèöàòåëüíà è íåïðåðûâíà, µ è ν � âåðîÿòíîñòíûå
ðàäîíîâñêèå ìåðû, ïðè÷åì µ íå èìååò àòîìîâ.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X è Y � âïîëíå ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ

ìåòðèçóåìûìè êîìïàêòàìè, c � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ íà X × Y , à µ è ν � ðàäîíîâñêèå ìåðû íà X è Y ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïóñòü µ íå èìååò àòîìîâ. Òîãäà

min
γ

K(γ) = inf
T

M(T ),

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì íåîòðèöàòåëüíûì ðàäîíîâñêèì ìå-

ðàì γ ñ ïðîåêöèÿìè µ è ν, à èíôèìóì ïî âñåì èçìåðèìûì îòîá-

ðàæåíèÿì T , ïåðåâîäÿùèì µ â ν.

Ãëàâà 3.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ ñõîäè-
ìîñòè êîíñòðóêòèâíûõ ïðèáëèæåíèé íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò
ïëîòíîñòåé ìåð òèïà ýíòðîïèè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ11,14,15 ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà ýíòðîïèè íà ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå M ñ áîðåëåâñêîé ìåðîé µ, êîòîðûé èìååò âèä

S(f) = −
∫
M

f ln f dµ.
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Ïðèáëèæåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëîé Sn(f) := S(An(f)), ãäå {An} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè. Îñ-
íîâíîé ìîäåëüíûé ñëó÷àé: êàæäûé An � îïåðàòîð âçÿòèÿ óñëîâíî-
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ôèëüòðàöèè.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè òàêèì îáðàçîì ïðèáëèæàòü ôóíêöèî-
íàëû áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ, âêëþ÷àþùèõ ýíòðîïèþ. Ôóíêöèîíàë
ýíòðîïèè S ëèøü çíàêîì îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèîíàëà âèäà

S(f) =

∫
M

V (f(x))µ(dx),

ãäå V : R → R ∪ {∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ (â ñëó÷àå ýíòðîïèè
V (y) = |y| ln |y|). Â äàííîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàò î ñõîäèìî-
ñòè ïðèáëèæåíèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé âûïóê-
ëîé ôóíêöèè V (·), ïðè÷åì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åùå áîëåå øèðîêèé
êëàññ ôóíêöèîíàëîâ âèäà

HV (f) =

∫
M

V (x, f(x))µ(dx),

ãäå ôóíêöèÿ V âûïóêëà ïî âòîðîìó ïåðåìåííîìó è óäîâëåòâîðÿ-
åò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ïî ïåðâîìó ïåðåìåííîìó.
Êðîìå òîãî, çäåñü óòî÷íåí ðÿä óòâåðæäåíèé èç óïîìÿíóòûõ ðàáîò.
Ïåðâûé ðåçóëüòàò î ïðèáëèæåíèÿõ ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ îáùèõ

ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé è ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ V : M × R → R+

çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî µ(M) < ∞.
Òîãäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ìåðó µ âåðîÿòíîñò-
íîé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äàíû âåùåñòâåííàÿ µ-èíòåãðèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ f íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (M,F , µ) è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïîä-σ-àëãåáð Fk ⊂ F , òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé E(f |Fk) ñõîäèòñÿ ê f ïî ìå-

ðå µ. Åñëè äëÿ êàæäîé Fk âûïîëíåíî ïðèâîäèìîå íèæå óñëîâèå 1)
ñ îäíèìè è òåìè æå ôóíêöèÿìè c1, c2 è ÷èñëîì C, òî

lim
k→∞

V
(
x,E(f |Fk)(x)

)
= V (x, f(x)) ïî íîðìå L1(µ).

Â ÷àñòíîñòè, HV (f) åñòü ïðåäåë èíòåãðàëîâ îò V
(
x,E(f |Fk)(x)

)
.

Óñëîâèå 1) íà σ-àëãåáðó Fk çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: cóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Qn

i }i=1,2,... âëîæåííûõ ñ÷åòíûõ èçìåðèìûõ
ðàçáèåíèé ïðîñòðàíñòâà M , äëÿ êîòîðûõ Fk = σ({Qn

i }n,i≥1) è äëÿ
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íåêîòîðîé èçìåðèìîé ôóíêöèè θ ≥ 0, äâóõ ôóíêöèé c1, c2 ∈ L1(µ)
è ÷èñëà C âûïîëíåíû îöåíêè

V (x, f(y)) ≤ θ(x, y) + c1(x) + c2(y),

lim sup
k→∞

sup
i≥1

sup
Qk

i×Qk
i

θ(x, y) < C < ∞.

Â òåîðåìå 3 âìåñòî óñëîâèÿ V ≥ 0 äîñòàòî÷íî èìåòü îãðàíè÷åí-
íîñòü V ñíèçó (äîáàâëåíèåì ïîñòîÿííîé ýòî ñâîäèòñÿ ê äîêàçàí-
íîìó), ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îõâàòûâàþò ôóíêöèè òè-
ïà |y| ln |y|. Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå îöåíêè íà V âûïîëíåíû, åñëè
θ = 0 è c1, c2 ∈ L1(µ). Íàïðèìåð, îíè âûïîëíåíû, åñëè V íå çàâèñèò
îò x è V ◦ f ∈ L1(µ). Â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðè-
êîé d îíè âûïîëíåíû, åñëè äèàìåòðû ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçáèåíèé
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ è θ(x, y) = h(d(x, y)), ãäå ôóíêöèÿ h îãðàíè÷åíà
â îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ V â òåîðåìå ìîæíî îñëàáèòü äî ñëåäóþùèõ:
(i) ôóíêöèÿ V (x, y) íåïðåðûâíà ïî y è µ-èçìåðèìà ïî x,
(ii) |V | ≤ W , ãäå W óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è ôóíêöèè V , çàâèñÿùåé îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü
V : R → R ∪ {∞}, µ � áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà íåêîòî-
ðîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïîëîæèì

HV (f) :=

∫
X

V (f(x))µ(dx),

Ïóñòü {πn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé X íà µ-èçìåðèìûå ÷à-
ñòè Xn,k íåíóëåâîé ìåðû, ïðè÷åì Xn,k ∩ Xn,m = ∅ ïðè k ̸= m. Äëÿ
âñÿêîé µ-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ϱ ïðè êàæäîì n çàäàäèì ôóíê-
öèþ ϱn ôîðìóëîé

ϱn(x) := Enϱ(x) :=
1

µ(Xn,k)

∫
Xn,k

ϱ dµ ïðè x ∈ Xn,k.

Ôóíêöèÿ ϱn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ôóíêöèè ϱ îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ðàçáèåíèåì πn.
ßñíî, ÷òî En � ëèíåéíûé îïåðàòîð â L1(µ) ñ íîðìîé íå áîëåå 1.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü µ(X) < ∞. Åñëè V � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ïðè-

÷åì V ◦ϱ ∈ L1(µ), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim
n→∞

HV (ϱn) = HV (ϱ).

Áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ýòà òåîðåìà íåâåðíà äëÿ áåñêîíå÷-
íûõ ìåð. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà ìåðà µ íå èìååò àòîìîâ è ϱ ≥ 0,
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âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé πn, ÷òî âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî lim

n→∞
HV (ϱn) = HV (ϱ).

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìåð íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ
íà ïëîòíîñòü ϱ, îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðàçáèåíèé ñî ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ äèàìåòðàìè.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âîç-

ðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Xj, ïðè-

÷åì

dist (Xj, X\Xj+2) ≥ c > 0 ïðè âñåõ j è µ(Xj+1\Xj) < ∞.

Ïóñòü ϱ ∈ L1(µ), ϱ ≥ 0, V � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞) ñ

lim
t→∞

V (t) = +∞, ïðè÷åì V ◦ ϱ ∈ L1(µ). Åñëè supx∈Xj+2\Xj−1
ϱ(x) → 0

è âûïîëíåíî óñëîâèå
∞∑
j=1

µ(Xj+1\Xj) sup
x∈Xj+2\Xj−1

|V (ϱ(x))| < ∞,

òî HV (ϱn) → HV (ϱ).

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ ïðîôåññîðó Â.È. Áîãà÷åâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿí-
íîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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