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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ðåøåíèå âåðîÿòíîñòíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ äèñêðåòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ÷àñòî
ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ ñóìì ñëó÷àéíûõ èíäèêàòîðîâ, òî åñòü ñóìì ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}. Ôîðìóëû
äëÿ òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ èíäèêàòîðîâ â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ÿâëÿþòñÿ ãðîìîçäêèìè è íåóäîáíûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.
Ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
àïïðîêñèìàöèé èññëåäóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ òåîðåì.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ïóàññîíà äëÿ ñõåìû èñïûòàíèé Áåðíóëëè 1 ÿâëÿåòñÿ ïðè-
ìåðîì ïðèìåíåíèÿ àïïðîêñèìàöèé ê ñóììàì ñëó÷àéíûõ èíäèêàòîðîâ. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ýòà òåîðåìà ïðèìåíèìà òîëüêî ê ñóììàì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ èíäèêàòîðîâ, â òî âðåìÿ êàê â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
ó÷àñòâóþò ñóììû çàâèñèìûõ èíäèêàòîðîâ, çà÷àñòóþ ñ ðàçíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.
Â òàêèõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ ïðèìåíÿòü èíûå ìåòîäû ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñèìàöèè,
ê ïðèìåðó, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòàõ Á.À. Ñåâàñòüÿíîâà 2, À.Ì. Çóáêîâà 3, Â.Ã.
Ìèõàéëîâà 4 èëè ÷àñòî èñïîëüçóåìûé â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìåòîä ×åíà-Ñòåéíà 5 6.

Îäíîé èç ïåðâûõ çàäà÷ äëÿ ñóìì çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ èíäèêàòîðîâ, ïîëíîñòüþ
èññëåäîâàííîé âî âñåõ îáëàñòÿõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ
çàäà÷à î ðàçìåùåíèè ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì. Ïóñòü n ÷àñòèö ðàçìåùàþòñÿ ïî N ÿ÷åéêàì
íåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µr = µr(n,N) ÷èñëî ÿ÷ååê, ñîäåðæà-

1Ñì., íàïðèìåð, Øèðÿåâ À.Í. Âåðîÿòíîñòü. Â 2 êí. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2004, ò. 1, � 6.
2Ñåâàñòüÿíîâ Á.À. Ïðåäåëüíûé çàêîí Ïóàññîíà â ñõåìå ñóìì çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. �

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 1972, ò. XVII, âûï. 4, ñ. 733-738.
3Çóáêîâ À.Ì. Íåðàâåíñòâà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ôóíêöèé îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí.�Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, ò. 22, íîìåð 5 (1977), ñ. 745-758.
4Ìèõàéëîâ Â.Ã. Íåòîðîðûå îöåíêè òî÷íîñòè ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñóììû

çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ èíäèêàòîðîâ. �Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè, 1994,
âûï. 4, ò. 1

5Barbour A.D., Chen L.H.Y. An introduction to Stein's method. � World Scienti�c, 2005.
6Barbour A.D., Holst L, Janson S. Poisson Approximation. � Oxford University Press, 2002
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ùèõ â òî÷íîñòè r ÷àñòèö. Â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ïîâåäåíèÿ n, N âûäåëÿþòñÿ
îáëàñòè, â êîòîðûõ ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå µr ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà
èëè íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì 7.

Íîâûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé ñõåìû ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîýòàïíàÿ ñõåìà, à òàêæå åå ïðåäåëüíûé âàðèàíò � ñõåìà ðàçìåùåíèÿ ñ
áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýòàïîâ. Â äàííîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì äâóõýòàïíóþ ñõåìó è
ñõåìó ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýòàïîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÿ÷ååê ðàçäåëåíî íà ñëîè è â j-ì ñëîå ñîäåðæèòñÿ
Nj ÿ÷ååê. Íà ïåðâîì ýòàïå N0 èñõîäíûõ ÷àñòèö íåçàâèñèìî ðàçìåùàþòñÿ ïî N1

ÿ÷åéêàì ïåðâîãî ñëîÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì p(1) = (p
(1)
1 , p

(1)
2 , ..., p

(1)
N1

). Íà
âòîðîì ýòàïå N1 ÿ÷ååê ïåðâîãî ñëîÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ÷àñòèöû, è îíè íåçàâèñèìî
ðàçìåùàþòñÿ ïî N2 ÿ÷åéêàì âòîðîãî ñëîÿ âìåñòå ñ ïîïàâøèìè â íèõ èñõîäíûìè
÷àñòèöàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì p(2) = (p

(2)
1 , p

(2)
2 , ..., p

(2)
N2

). Ðàçìåùåíèÿ
ïðîäîëæàþòñÿ àíàëîãè÷íî m ðàç, òî åñòü íà ïîñëåäíåì ýòàïå ÿ÷åéêè (m− 1)-ãî ñëîÿ
ðàçìåùàþòñÿ ïî ÿ÷åéêàì m-ãî ñëîÿ. Òàêóþ ñõåìó ðàçìåùåíèÿ åñòåñòâåííî íàçûâàòü
m-ýòàïíîé. Áóäåì ÷åðåç µ

(m)
r (N0, N1, ..., Nm,p(1), ...,p(m)) = µ

(m)
r îáîçíà÷àòü ÷èñëî

ÿ÷ååê m-ãî ñëîÿ, â êîòîðûå ïîïàëî ðîâíî r èñõîäíûõ ÷àñòèö.
Íåñêîëüêî ïîçæå ïåðâîãî óïîìèíàíèÿ äàííîé ñõåìû ðàçìåùåíèÿ 8 áûë

îïóáëèêîâàí òåçèñ 9, â êîòîðîì áûë ðàññìîòðåí îäèí âàðèàíò äâóõýòàïíîé ñõåìû.
Ïóñòü ÿ÷åéêè ïåðâîãî óðîâíÿ ðàçìåùàþòñÿ ïî ÿ÷åéêàì âòîðîãî óðîâíÿ â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì; îáîçíà÷èì ÷åðåç Aji ñîáûòèå [j-ÿ ÿ÷åéêà
1-ãî ñëîÿ ïîïàëà â i-þ ÿ÷åéêó 2-ãî ñëîÿ]. Ïîñëå ýòîãî ÷àñòèöû ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî
ÿ÷åéêàì âòîðîãî ñëîÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àéíûì âåêòîðîì âåðîÿòíîñòåé π òàêèì,
÷òî πi =

∑N1

j=1
1

N1
X(Aji), çäåñü X(A) - èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A. Ïîëó÷åííîå òàêèì

îáðàçîì ðàçìåùåíèå àíàëîãè÷íî ðàâíîâåðîÿòíîé íà îáîèõ ýòàïàõ äâóõýòàïíîé ñõåìå
ðàçìåùåíèÿ.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë r1, ..., rs îáîçíà÷èì r = (r1, ..., rs),
7Êîë÷èí Â.Ô., Ñåâàñòüÿíîâ Á.À., ×èñòÿêîâ Â.Ï. Ñëó÷àéíûå ðàçìåùåíèÿ.�Ì.: Íàóêà, 1976.
8Çóáêîâ À.Ì., Øèáàíîâ Î.Ê. Ìíîãîñòóïåí÷àòûå ñõåìû ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì. �

Îáîçð. ïðèêë. è ïðîìûøë. ìàòåì., 2002, ò. 9, âûï. 1, ñ. 115�116.
9Àãèåâè÷ Ñ.Â. Äâóõýòàïíûå ðàçìåùåíèÿ è äâîéíàÿ Q-ôóíêöèÿ. � Îáîçð. ïðèêë. è ïðîìûøë.

ìàòåì., 2003, ò. 10, âûï. 1, ñ. 82.
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è ïóñòü x = (x1, ..., xs), à xk = xk1

1 ...xks
s . Ââåäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

ΦN,r(x, y, z) =
∑

k≥0,m,n≥0

NN1

2 NN0

1

N1!N0!
xkyN1zN0P(µr1 = k1, ..., µrs = ks).

Â òåçèñå 9 ïîêàçàíî, ÷òî

ΦN,r(x, y, z) =


eyez

+
s∑

i=1


(xi − 1)

zri

ri!

∑

m≥0

ymmr

m!







N2

.

Áåñêîíå÷íàÿ ñõåìà ðàçìåùåíèÿ, â êîòîðîé m = ∞ è ÷àñòèöû, ïîïàâøèå â îäíó
ÿ÷åéêó íà ëþáîì ýòàïå, ñ÷èòàþòñÿ ñêëåèâøèìèñÿ â íîâóþ ÷àñòèöó, áûëà âïåðâûå
óïîìÿíóòà â ñòàòüå Êèíãìàíà 10 â òåðìèíàõ ìîäåëåé ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêè.
Ýòà ñõåìà èçó÷àëàñü íà ïðîòÿæåíèè äîëãîãî âðåìåíè, è ïåðâûå äîêàçàòåëüñòâà
ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ âñåõ ÷àñòèö, êîòîðóþ
ìû óñòàíàâëèâàåì â òðåòüåé ãëàâå, áûëè ïîëó÷åíû êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé â
ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ãåíåòèêè 11. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî â
ýòèõ ðàáîòàõ áûëî âåñüìà ñëîæíûì è èñïîëüçîâàëî ñïåöèàëüíûå ñõåìû ñëàáîé
ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ê ìàðêîâñêèì öåïÿì. Â äàëüíåéøåì áîëåå ïðîñòîå
äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïîëó÷åíî â îòíîñèòåëüíî íåäàâíåé ðàáîòå 12, êîòîðàÿ òàêæå
èñïîëüçîâàëà ðåçóëüòàòû äðóãèõ àâòîðîâ 13. Áîëåå îáùåå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
íåðàâíîâåðîÿòíûõ ðàçìåùåíèé áûëî óñòàíîâëåíî â íåîïóáëèêîâàííîé ñòàòüå 14. Â
îòëè÷èå îò ïðèâåäåííûõ ðàáîò, äîêàçàòåëüñòâî äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì
è èñïîëüçóåò íîâûå îöåíêè äëÿ ¾õâîñòîâ¿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà íåïóñòûõ ÿ÷ååê â
êëàññè÷åñêîé ñõåìå ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö.

10Kingman J.F. The coalescent. � Stochastic Proc. Appl., 1982, vol. 13, pp. 235-248.
11ñì., íàïðèìåð, Donnelly P. Weak convergence to a Markov chain with an entrance boundary: ances-

tral processes in population genetics. � The Annals of Probability, 1991, vol. 19, no. 3, pp. 1102-1117.
12Goh W.M.Y., Hitczenko P., Schmutz E. Iterating random functions on a �nite set. � preprint, 2006.
13Dalal A., Schmutz E. Compositions of random functions on a �nite set. � Electronic Journal of

Combinatorics, 2002, vol. 9, R26.
14McSweeney J.K., Pittel B.G. Expected coalescence time for a nonuniform allocation process. �

preprint, September 2008.
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Öåëü ðàáîòû

Öåëü ðàáîòû - èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ÷èñëà ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ
ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ÷àñòèö, â äâóõýòàïíîé ñõåìå ðàçìåùåíèÿ, à òàêæå óñëîâèé
îáúåäèíåíèÿ âñåõ ÷àñòèö è ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà îáúåäèíåíèÿ âñåõ ÷àñòèö â
áåñêîíå÷íîé ñõåìå ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
1. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â äâóõýòàïíîé ñõåìå ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî

ÿ÷åéêàì ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ çàäàííîå ÷èñëî ÷àñòèö, ñõîäèòñÿ ê
ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà.

2. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â äâóõýòàïíîé ñõåìå ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî
ÿ÷åéêàì ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ çàäàííîå ÷èñëî ÷àñòèö, ñõîäèòñÿ ê
íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, è ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

3. Â êëàññè÷åñêîé ñõåìå ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì ïîëó÷åíû íîâûå
íåðàâåíñòâà äëÿ ìîìåíòîâ ÷èñëà ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ çàäàííîå ÷èñëî ÷àñòèö, è äëÿ
¾õâîñòîâ¿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàïîëíåííûõ ÿ÷ååê.

4. Â ñõåìå ðàâíîâåðîÿòíîãî ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
ýòàïîâ íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðåäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà îáúåäèíåííûõ ÷àñòèö íåâûðîæäåííî.

Òàêæå íîâûì ñïîñîáîì äîêàçàí ðàíåå èçâåñòíûé ôàêò, ÷òî â ñõåìå ñ îäèíàêîâûì
êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê íà êàæäîì ýòàïå, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ
äî ìîìåíòà îáúåäèíåíèÿ âñåõ ÷àñòèö ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñóììû áåñêîíå÷íîãî
ðÿäà íåçàâèñèìûõ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìîìåíòîâ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ òåîðåì,
âàðèàöèÿ ìåòîäà Â.Ã. Ìèõàéëîâà 15 äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè
è ïðÿìûå êîìáèíàòîðíî-âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ áèîëîãèè è àíàëèçå àëãîðèòìîâ.
Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ñïåöèàëèñòàì ÌÃÓ èì.
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå
"Äèñêðåòíûå çàäà÷è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé" ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. À.Ì. Çóáêîâà
â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (2002-2006 ãã.), à òàêæå íà ñåìèíàðå Îòäåëà äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ (2005 ã.), íà
Ñèìïîçèóìàõ ïî Ïðèêëàäíîé è Ïðîìûøëåííîé Ìàòåìàòèêå, (2002 è 2003 ãã., Ñî÷è)
è íà êîíôåðåíöèè "Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû â ñëó÷àéíîé ñðåäå", Ôðàíêôóðò, Ãåðìàíèÿ
(2004 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 6 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå
àâòîðåôåðàòà. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ âêëàä íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ À.Ì. Çóáêîâà
ñîñòîÿë â ïîñòàíîâêå çàäà÷ è âûáîðå ìåòîäà, à äèññåðòàíòà - â ïîèñêå è ðàçðàáîòêå
äîêàçàòåëüñòâ.

15Ìèõàéëîâ Â.Ã. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ñõåìû íåçàâèñèìîãî ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö
ïî ÿ÷åéêàì. � Òðóäû Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÀÍ ÑÑÑÐ, 1981, ò. 157, ñ. 138-152
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Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, íàñ-
÷èòûâàþùåãî 33 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè - 96 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ïî òåìàòèêå ðàáîòû, èçëîæåíû öåëè èñ-

ñëåäîâàíèÿ, à òàêæå ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì èç íèõ èññëåäóåòñÿ ðàâ-
íîâåðîÿòíàÿ, âî âòîðîì - ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà äâóõýòàïíîãî ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö.
Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé; äëÿ ðàâíîâåðîÿòíîé ñõåìû ñõîäèìîñòü
ê ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà äîêàçàíà â óñëîâèÿõ, êîòîðûå íå ñëåäóþò èç àíàëîãè÷íîé
òåîðåìû äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê
ðàâíîâåðîÿòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, âûäåëåíû â îòäåëüíûé ïàðàãðàô.

Â ñëó÷àå ðàâíîâåðîÿòíîé ñõåìû âåêòîðû âåðîÿòíîñòåé íà îáîèõ ýòàïàõ ñîñòîÿò
èç îäèíàêîâûõ ÷èñåë: p(1) =

(
1

N1
, ..., 1

N1

)
, p(2) =

(
1

N2
, ..., 1

N2

)
.

Óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 1. Åñëè â ðàâíîâåðîÿòíîé äâóõýòàïíîé ñõåìå ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö r >

1 ôèêcèðîâàíî, N0, N1, N2 →∞ òàê, ÷òî N0 = o(N2), N0 = O(N1) è

Eµ
(2)
r → λ ∈ (0,∞),

òî
P(µ

(2)
r = k) → λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Äëÿ ïåðâîãî ìîìåíòà µ
(2)
r ïîëó÷åíû ÿâíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ñ îöåíêàìè

îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ.
Ëåììà 1. Â ðàâíîâåðîÿòíîé äâóõýòàïíîé ñõåìå ïðè ëþáîì r ≥ 2

Eµ
(2)
r =

N r
0

r!N r−1
1

e
−N0

N1

(
1 + O

(
N1

N2
+

1

N0
+

1

N1

))
,

åñëè N0 →∞, N0 = O(N1), N1 = O(N2), à åñëè N0 →∞, N0 = o(min{N1, N2}), N2 =

O(N1), òî
Eµ

(2)
r =

N r
0

r!N r−1
2

(
1 + O

(
N0

N2
+

1

N0
+

N2

N1

))
.
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Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ãëàâû 1 ìû èçó÷àåì ïîëèíîìèàëüíóþ ñõåìó äâóõýòàïíîãî
ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö, òî åñòü òàêóþ ñõåìó, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà
îáîèõ ýòàïàõ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ðàâíîìåðíîãî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p
(1)
∗ = max(p

(1)
1 , . . . , p

(1)
N1

), p
(2)
∗ = max(p

(2)
1 , . . . , p

(2)
N2

).

Äîêàçàíà òåîðåìà Ïóàññîíà äëÿ òàêîé ñõåìû ðàçìåùåíèÿ:
Òåîðåìà 2. Åñëè ïàðàìåòðû äâóõñòóïåí÷àòîé ñõåìû ðàçìåùåíèÿ èçìåíÿþò-

ñÿ òàê, ÷òî min
(
N0, N

1−[r/2]−1

1

)
p
(1)
∗ → 0, min(N0, N1)p

(2)
∗ → 0, Eµ

(2)
r → λ ∈ (0,∞),

òî
P(µ

(2)
r = k) → λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îòíîñÿ-
ùååñÿ ê îáû÷íîé ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìå ðàçìåùåíèÿ è ïðåäñòàâëÿþùåå ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé èíòåðåñ.

Òåîðåìà 3. Ïðè ëþáûõ öåëûõ l,m ≥ 1, l + m < N0, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

C l
l+m

1

N1

(
1− p

(1)
∗

)N0
(

1− l

N0 −m

)m

≤ Eµl+m

EµlEµm
≤

≤ C l
l+mN l−1

1

(
p
(1)
∗

)l 1
(
1− p

(1)
∗

)2N0
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè l, m ≥ 1 ôèêñèðîâàíû, à min
(
N0, N

1−(min(l,m))−1

1

)
p
(1)
∗ → 0, òî

Eµl+m = o(EµlEµm).

Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ
ÿ÷ååê.

Òåîðåìà 4. Åñëè ïàðàìåòðû äâóõñòóïåí÷àòîé ñõåìû ðàçìåùåíèÿ èçìåíÿþòñÿ
òàê, ÷òî min

(
N0, N

1−[r/2]−1

1

)
p
(1)
∗ → 0, min(N0, N1)p

(2)
∗ → 0, Eµ

(2)
r → λ ∈ (0,∞), òî

P(max{j : µ
(2)
j > 0} = r) → 1− e−λ, P(max{j : µ

(2)
j > 0} = r − 1) → e−λ.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Îíà ïîñâÿùåíà äîêàçà-
òåëüñòâó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû â äâóõýòàïíîé ñõåìå ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö,
â êîòîðîé ÷àñòèöû íà ïåðâîì ýòàïå ðàçìåùàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëèíîìèàëüíûì
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ðàñïðåäåëåíèåì p(1), à íà âòîðîì ýòàïå - â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâíîâåðîÿòíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì p(2) =

(
1

N2
, ..., 1

N2

)
.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñÿ óòî÷íåíèå óïîìÿíóòîé âûøå ñòàòüè 15,
íåîáõîäèìîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ äâóõýòàïíîé ñõåìû
ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö. Ìû íå ïðèâîäèì ôîðìóëèðîâîê, îòíîñÿùèõñÿ ê ýòîé
÷àñòè äèññåðòàöèè, ïîñêîëüêó äàííûé ïàðàãðàô ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, à
ôîðìóëèðîâêè äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå, ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè, ìû äîêàçûâàåì
öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ íîðìèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µ

(2)
r â

äâóõýòàïíîé ñõåìå ðàçìåùåíèÿ.
Èíòåðïðåòèðóåì äâóõýòàïíóþ ñõåìó ðàçìåùåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

ÿ÷åéêè ïåðâîãî óðîâíÿ ðàçìåùàþòñÿ ïî ÿ÷åéêàì âòîðîãî óðîâíÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì; îáîçíà÷èì ÷åðåç Aji ñîáûòèå [j-ÿ ÿ÷åéêà 1-ãî ñëîÿ
ïîïàëà â i-þ ÿ÷åéêó 2-ãî ñëîÿ]. Ïîñëå ýòîãî ÷àñòèöû ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ÿ÷åéêàì
âòîðîãî óðîâíÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àéíûì âåêòîðîì âåðîÿòíîñòåé π òàêèì, ÷òî
πi =

∑N1

j=1 p
(1)
j X(Aji), çäåñü X(A) - èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A, p

(1)
j - âåðîÿòíîñòè ÿ÷ååê

ïåðâîãî ñëîÿ.
Ñ÷èòàÿ r ≥ 2 ôèêñèðîâàííûì, îáîçíà÷èì σ2 = Dµ

(2)
r . Ââåäåì ðàññòîÿíèå

ρ(µ
(2)
r ) = sup

x
|P(σ−1(µ

(2)
r − Eµ

(2)
r ) < x)− Φ(x)|,

ãäå Φ(x)-ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç p

(1)
∗ = max(p

(1)
1 , ..., p

(1)
N1

).

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü l - ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, C0, β, α1, α2 -

íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå è â ñõåìå ñåðèé N0, N1, N2 →∞, p
(1)
∗ → 0 òàê, ÷òî

N l+1
1

N l
2

→ C0 > 0, N0p
(1)
∗ ≤ β < ∞,

0 < α1 <
N0

N1
< α2 < ∞,Eµ

(2)
r →∞.

Òîãäà
ρ(µ

(2)
r ) = O

(
1

Na
0

)
, a = min

(
1

12
,
1

l

)
.

Èç òåîðåìû 6 ñëåäóåò
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü l - ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, C0, β, α1, α2 -
íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå è â ñõåìå ñåðèé N0, N1, N2 →∞, p

(1)
∗ → 0 òàê, ÷òî

N l+1
1

N l
2

→ C0 > 0, N0p
(1)
∗ ≤ β < ∞,

0 < α1 <
N0

N1
< α2 < ∞,Eµ

(2)
r →∞.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî r ≥ 2 ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
µ

(2)
r −Eµ

(2)
r√

Dµ
(2)
r

ñõîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â íåé èçó÷àåòñÿ ñõåìà
ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö, â êîòîðîé ÷èñëî ýòàïîâ áåñêîíå÷íî. Ìû íàõîäèì íåîõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà îáúåäèíåííûõ
÷àñòèö ñîñðåäîòî÷åíî â 1, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ äî ìîìåíòà
îáúåäèíåíèÿ âñåõ ÷àñòèö â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê â êàæäîì ñëîå
îäèíàêîâî è ðàâíî ÷èñëó èçíà÷àëüíî ðàçìåùàåìûõ ÷àñòèö.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî ñëîÿì ÿ÷ååê ñëåäóþùåãî âèäà.
Íà ïåðâîì ýòàïå N0 èñõîäíûõ ÷àñòèö íåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî ðàçìåùàþòñÿ
ïî N1 ÿ÷åéêàì ïåðâîãî ñëîÿ. ×àñòèöû, ïîïàäàþùèå â îäíó è òó æå ÿ÷åéêó ïåðâîãî
ñëîÿ, îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó íîâóþ ÷àñòèöó; ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëîå ïîëó÷àåòñÿ
ñëó÷àéíîå ÷èñëî ψ1 îáúåäèíåííûõ ÷àñòèö (ðàâíîå ÷èñëó ÿ÷ååê ïåðâîãî ñëîÿ, çàíÿòûõ
èñõîäíûìè ÷àñòèöàìè). Â îáùåì ñëó÷àå íà (k + 1)-ì ýòàïå ψk îáúåäèíåííûõ
÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â Nk ÿ÷åéêàõ k-ãî ñëîÿ, íåçàâèñèìî (äðóã îò äðóãà è îò
ïðåäûñòîðèè) è ðàâíîâåðîÿòíî ðàçìåùàþòñÿ ïî Nk+1 ÿ÷åéêàì (k + 1)-ãî ñëîÿ;
÷àñòèöû, ïîïàäàþùèå â îäíó è òó æå ÿ÷åéêó (k + 1)-ãî ñëîÿ, îáúåäèíÿþòñÿ, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ψk+1 îáúåäèíåííûõ ÷àñòèö â (k + 1)-ì ñëîå. Ïðè
ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ0, ψ1, . . . îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà ñ
íåâîçðàñòàþùèìè òðàåêòîðèÿìè.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû 3 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 8. Åñëè N∗ = min

k≥0
Nk ≥ 2, òî

P

{
lim

k→∞
ψk > 1

}
> 0 ⇔

∞∑

k=1

1

Nk
< ∞.
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Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ñõåìó, â êîòîðîé ðàçìåðû
ñëîåâ îäèíàêîâû è ñîâïàäàþò ñ ÷èñëîì èçíà÷àëüíî ðàçìåùàåìûõ ÷àñòèö, òî åñòü
N0 = N1 = N2 = ... = n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τn ïåðâûé ìîìåíò, êîãäà
âñå ÷àñòèöû îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
τn ïðè ëèíåéíîé íîðìèðîâêå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñóììû íåçàâèñèìûõ
ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 9. Ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ζn = τn

n ñõîäÿòñÿ ê
ðàñïðåäåëåíèþ ñóììû ξ =

∑∞
j=1 ξj, ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . íåçàâèñèìû è

P(ξj ≤ x) = 1− e−xj(j+1)/2, x ≥ 0, j = 1, 2, . . .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóþòñÿ äâå äîïîëíèòåëüíûõ ëåììû. Ïîëîæèì

T (0) = 0, T (j) = min(t : ψt ≤ j), ηj = T (j)− T (j + 1), j = n− 1, ..., 1.

Çäåñü ηj - ¾âðåìÿ ïåðåõîäà¿ îò j + 1 îáúåäèíåííûõ ÷àñòèö ê j îáúåäèíåííûì
÷àñòèöàì, ïðè÷åì

{ηj > 0} = {min(t : ψt ≤ j) > min(t : ψt ≤ j + 1)} = {ψT (j+1) = j + 1}.

Ñëåäóþùàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íîâîé ïî ñðàâíåíèþ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè â ðàáîòàõ
ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì ýâîëþöèîííîé ãåíåòèêè (óïîìÿíóòàÿ âûøå ñòàòüÿ 11),
à òàêæå ñ äîêàçàòåëüñòâàìè ñòàòåé 12−14.

Ëåììà 2. Åñëè k < n, òî

P{ηk = 0} ≤ k2

3(n− k)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû èñïîëüçóåò íîâûé ðåçóëüòàò äëÿ êëàññè÷åñêîé
ñõåìû ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ1(m,n) ÷èñëî íåïóñòûõ ÿ÷ååê
ïðè ðàâíîâåðîÿòíîì ðàçìåùåíèè m ÷àñòèö ïî n ÿ÷åéêàì â êëàññè÷åñêîé ñõåìå
ðàçìåùåíèÿ.

Ëåììà 3. Åñëè k < m < n, òî

P{µ1(m,n) ≤ k}
P{µ1(m,n) ≤ k + 1} ≤

P{µ1(m,n) = k}
P{µ1(m,n) = k + 1} ≤

k2

3(n− k)
.
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Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê À.Ì. Çóáêîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è
öåííûå ñîâåòû, à òàêæå ïðîôåññîðó, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Â.À.
Âàòóòèíó è äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Â.Ã. Ìèõàéëîâó çà ìíîãî÷èñëåí-
íûå îáñóæäåíèÿ è âàæíûå çàìå÷àíèÿ.
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