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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Çàäà÷è óñðåäíåíèÿ â ãèäðîìåõàíèêå âîîáùå è â òåîðèè ïî-

ãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ÷àñòíîñòè ïðèâëåêàëè âíèìàíèå èññëåäî-
âàòåëåé â òå÷åíèè äîëãîãî âðåìåíè. Èíòåðåñ ê ýòèì çàäà÷àì
îáóñëîâëåí èõ ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòüþ: â ëþáîé ðåàëüíîé
ñèñòåìå íåèçáåæíî ïðèñóòñòâóþò âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå
âëèÿíèåì íåêèõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ (êàê òî: ìåëêîäèñïåðñíûå
ïðèìåñè, áûñòðî îñöèëëèðóþùèå âíåøíèå ñèëû, ìèêðîíåîäíî-
ðîäíûå ïîâåðõíîñòè), ïðè÷åì âëèÿíèå äàííûõ âîçìóùåíèé ìî-
æåò áûòü çíà÷èòåëüíûì. Ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì èññëå-
äîâàíèé â äàííîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ óñðåäíåíèÿ. Îòìå-
òèì â äàííîé îáëàñòè ðàáîòû òàêèõ àâòîðîâ, êàê À.Þ.Áåëÿåâ,
C.Conca, À.Á.Âàñèëüåâà, Â.Â.Æèêîâ, À.Ì.Èëüèí, Ã.À.Èîñèôü-
ÿí, W.J�ager, Ñ.Ì.Êîçëîâ, Î.À.Ëàäûæåíñêàÿ, Â.Á.Ëåâåíøòàì,
D.McLaughlin, A.Mikeli�c, F.Murat, Ñ.À.Íàçàðîâ, Î.À.Îëåéíèê,
G.C.Papanicolaou, O.Pironneau, D.Poli�sevski, À.Ë.Ïÿòíèöêèé,
Â.Í.Ñàìîõèí, Ã.Â.Ñàíäðàêîâ, E.S�anchez-Palencia, G.I.Font,
Ã.À.×å÷êèí, D.Cioranescu, À.Ñ.Øàìàåâ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î ïî-
ãðàíè÷íîì ñëîå ëèíåéíî âÿçêîé ëèáî ïñåâäîïëàñòè÷åñêîé æèä-
êîñòè â ïðèñóòñòâèè áûñòðî ìåíÿþùåãîñÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è
ïðè óñëîâèè èíòåíñèâíîãî âäóâà-îòñîñà íà ãðàíèöå. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî àìïëèòóäà èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ðàâíî
êàê è ôóíêöèè âäóâà-îòñîñà) îãðàíè÷åíà, ÷àñòîòà æå ÿâëÿ-
åòñÿ áîëüøèì ïàðàìåòðîì. Ñòðîèòñÿ óñðåäíåííàÿ çàäà÷à, äî-
êàçûâàåòñÿ ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé â ñïåöèàëüíûõ íîð-
ìàõ è îöåíèâàåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à ïàðà-
áîëè÷åñêîãî òèïà, âûðîæäàþùàÿñÿ íà ãðàíèöå. Äîêàçûâàåòñÿ
åå ðàçðåøèìîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ â íåêîòîðîì àíè-
çîòðîïíîì âåñîâîì êëàññå.

Òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà Ëþ-
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äâèãîì Ïðàíäòëåì1 â 1904 ãîäó êàê ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äâè-
æåíèå âÿçêîé æèäêîñòè âáëèçè òâåðäîãî òåëà. Ïðàíäòëåì áû-
ëè âûâåäåíû óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå äâèæåíèå íåñæèìàå-
ìîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè æèäêîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå -
òàê íàçûâàåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ïðàíäòëÿ. Â äàëüíåéøåì
òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ðàçâèâàëàñü òàêèìè ó÷åíûìè, êàê,
íàïðèìåð, Ë.Ìèçåñ, Ã.Øëèõòèíã, Ë.Ã. Ëîéöÿíñêèé; ìàòåìàòè-
÷åñêèì àñïåêòàì òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïîñâÿùåíà êëàñ-
ñè÷åñêàÿ êíèãà Î.À.Îëåéíèê è Â.Í.Ñàìîõèíà2. Øèðîêî ðàç-
âèòà òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé,
èëè æèäêîñòåé ñ íåëèíåéíîé âÿçêîñòüþ, (ñì., íàïðèìåð, ðàáî-
òû Â.Ã.Ëèòâèíîâà, Ç.Ï.Øóëüìàíà, Î.À.Ëàäûæåíñêîé) è ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå (ñì., íàïðèìåð,
ðàáîòû Ã.Ã.Áðàíîâåðà, À.Á.Öèíîáåðà, Â.Í.Ñàìîõèíà).

Âàæíîå ìåñòî â òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ çàíèìàþò ðàç-
ëè÷íûå çàäà÷è óñðåäíåíèÿ. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Çàäà÷à î ïîãðàíè÷íîì ñëîå â ñëó÷àå áûñòðî îñöèëëèðóþùå-
ãî âíåøíåãî ïîòîêà âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà Ëèíåì 3, îäíà-
êî áåç óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ.

Ã.À. Êóëîíåí è Ë.À. Êóëîíåí4 èñêàëè ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è î ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ îòâîäîì äâèæóùåéñÿ ñðåäû
÷åðåç äèñêðåòíóþ ñèñòåìó îòâåðñòèé, çàìåíÿÿ ñòóïåí÷àòóþ
ôóíêöèþ îòâîäà æèäêîñòè ÷àñòè÷íîé ñóììîé åå ðÿäà Ôóðüå.
Â ðàáîòå Â.Â. Ãîðñêîãî è Ñ.Ò. Ñóðæèêîâà5 ðàññìàòðèâàëàñü
çàäà÷à î ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ èíòåíñèâíûì âäóâîì.

Îòìåòèì ðàáîòó Â.Í.Ñàìîõèíà6, â êîòîðîé áûëà ðàññìîò-
1Prandtl L. �Uber Fl�ussigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verhandl. d. III.

Intern. Math.-Kongr. Heidelberg, 1904
2Îëåéíèê Î.À., Ñàìîõèí Â.Í. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ. Ì.: Íàóêà. Ôèçìàòëèò, 1997
3Lin C.C.Motion in the boundary layer with a rapidly oscillating external �ow// Proc.

9-th Intern. Congr. Appl. Mech. Brussels. V.4 - Brussels, 1957, pp. 155�167
4Êóëîíåí Ã.À., Êóëîíåí Ë.À. Îòñîñ ëàìèíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ÷åðåç ñèñòåìó

ùåëåé êîíå÷íîé øèðèíû// Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà, 1978, ò.14, �9, ñ. 83�88.
5Ãîðñêèé Â.Â., Ñóðæèêîâ Ñ.Ò. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êâàçèëèíåàðèçàöèè ê ðåøåíèþ

óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ èíòåíñèâíûì âäóâîì// Èçâ. âóçîâ. Ìàøèíîñòðîåíèå,
1978, � 11, ñ.179�181.

6Ñàìîõèí Â.Í. Óñðåäíåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ïðàíäòëÿ // Äèôôåðåíö. óðàâíå-
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ðåíà çàäà÷à î ïðîäîëæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè â óñëîâèÿõ èíòåíñèâíîãî âäóâà-îòñîñà íà îáòåêàå-
ìîé ïîâåðõíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíê-
öèÿ èìååò âèä v(xε ), ãäå v � íåêîòîðàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ.

Â òðóäå Î.À. Îëåéíèê, Â.Í. Ñàìîõèíà7 ðàññìîòðåíà òàê-
æå çàäà÷à ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå çàäàåòñÿ ôóíê-
öèåé s(x, xε ). Ïîñòðîåíà ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à, äîêàçàíà ñèëüíàÿ
ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ïðè ε → 0 â íåïðåðûâíîé íîðìå è ñëà-
áàÿ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W 1

2 , îäíàêî îöåíêè
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîëó÷åíû íå áûëè.

Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíè-
åì è îáîáùåíèåì èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óñðåäíåíèÿ â òåîðèè ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ðàçîáðàíû íîâûå ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ ïðè-
ìåíåíà êàê ñòàíäàðòíàÿ, òàê è íîâàÿ òåõíèêà èññëåäîâàíèÿ.
Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷

î ïðîäîëæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íüþòîíîâñêèõ è íåíüþòî-
íîâñêèõ æèäêîñòåé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñî-
îòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé çàâèñÿò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òàêæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû óñðåä-
íåíèÿ è ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè êàê äëÿ íüþ-
òîíîâñêèõ, òàê è äëÿ ïñåâäîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä.
Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû

èíòåãðàëüíûõ îöåíîê, ìåòîäû òåîðèè óñðåäíåíèÿ è êà÷åñòâåí-
íîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ, ïðåäëîæåíà íîâàÿ òåõíèêà îöåíêè ðåøåíèé.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Îñíîâíûå èç íèõ
ñëåäóþùèå:

• Ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé Ïðàíäòëÿ â ïðèñóòñòâèè áûñòðî îñöèëëèðóþùåãî

íèÿ, 1990, òîì 26, �3, ñ. 495�501.
7Îëåéíèê Î.À., Ñàìîõèí Â.Í. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ. Ì.: Íàóêà. Ôèçìàòëèò, 1997; ãëàâà 10, �10.2
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ìàãíèòíîãî ïîëÿ è áûñòðî-îñöèëëèðóþùåãî âäóâà-îòñîñà.

• Âïåðâûå èññëåäîâàíà çàäà÷à óñðåäíåíèÿ äëÿ ïîãðàíè÷íî-
ãî ñëîÿ ïñåâäîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû. Ïîñòðîåíà ïðåäåëüíàÿ
çàäà÷à, ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

• Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïåðåìåííûõ Ìèçåñà ñêîðîñòü ñõîäèìî-
ñòè ðåøåíèé â íåïðåðûâíîé íîðìå è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
â àíèçîòðîïíîé âåñîâîé Ñîáîëåâñêîé íîðìå ñóòü âåëè÷è-
íû ðàçíîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïðåäëà-
ãàåìàÿ ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçâèòûå â ðàáî-
òå ïîäõîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê áîëåå îáùèì íåëèíåéíûì
ïàðàáîëè÷åñêèì çàäà÷àì. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü ïî-
ëåçíû ñïåöèàëèñòàì, ðàáîòàþùèì â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è ãèäðîìåõàíèêè.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü è îáñóæäàëèñü íà çàñåäàíèÿõ ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìè-
íàðîâ: ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêóëüòåò: ñåìèíàð ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. Ã.À.×å÷êèíà
(íåîäíîêðàòíî, 2006-2008 ãã.); ñåìèíàð ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
Â.Â.Æèêîâà, ïðîô. À.Ñ.Øàìàåâà, ïðîô. Ò.À.Øàïîøíèêîâîé
(2009); ÌÈÐÀÍ èì. Â.À.Ñòåêëîâà, ñåìèíàð ïîä ðóêîâîäñòâîì
÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Ñ.È.Ïîõîæàåâà (2009).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü òàêæå íà ñëåäó-
þùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ: Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ
�Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà�, Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2006; Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è
ñìåæíûå âîïðîñû�, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè È.Ã. Ïåòðîâñêîãî,
Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2007; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåí-
íûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé�, ïî-
ñâÿùåííàÿ 70-ëåòèþ àêàäåìèêà Â.À.Ñàäîâíè÷åãî, Ìîñêâà, ÌÃÓ,
2009.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 09-01-00353-a (ðóêî-
âîäèòåëü Ã.À.×å÷êèí), è ãðàíòàìè Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîä-
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äåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-2538.2006.1,
ÍØ-1698.2008.1.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëè-

êîâàíû â 5 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòî-
ðåôåðàòà [1�5].
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ çàíèìàåò 90

ñòðàíèö òåêñòà è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà
äåñÿòü ïàðàãðàôîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 63 íà-
èìåíîâàíèÿ. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë, òåîðåì è ëåìì òðîéíàÿ �
íîìåð ãëàâû, íîìåð ïàðàãðàôà è ñîáñòâåííûé íîìåð, íàïðè-
ìåð, ëåììà 3.2.1 � ëåììà 1 âòîðîãî ïàðàãðàôà òðåòüåé ãëàâû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Ïåðâàÿ ãëàâà. Â ïåðâîé ãëàâå, ââîäíîé, èçëàãàþòñÿ îñíîâ-

íûå ïîíÿòèÿ è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î
ðàçðåøèìîñòè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñòàâÿòñÿ çàäà÷è î ïðîäîëæåíèè ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ äëÿ íüþòîíîâñêîé è äëÿ ïñåâäîïëàñòè÷åñêîé
æèäêîñòåé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. À èìåííî, ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â îáëàñòè D = (0, X)× (0,∞) ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé u, v{

uux + vuy = ν ∂
∂y(|uy|

n−1uy) + UU ′ + (U − u)s(x)

ux + vy = 0,
(1)

ãäå n = 1 â ñëó÷àå íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè è 0 < n < 1 â ñëó-
÷àå ïñåâäîïëàñòè÷åñêîé. Íà u è v íàêëàäûâàþòñÿ íà÷àëüíûå
è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(0, y) = u1(y) > 0, u(x, 0) = 0, v(x, 0) = v0(x),

u(x, y)→ U(x) ïðè y →∞, (2)

Çäåñü ôóíêöèè u è v ñóòü ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ êîìïî-
íåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ; U(x) çàäàåò ñêîðîñòü âíåø-
íåãî ïîòîêà; s(x) = σB2(x)/ρ, ãäå B(x) � îðòîãîíàëüíàÿ ê îá-
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òåêàåìîé ïîâåðõíîñòè êîìïîíåíòà âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóê-
öèè, êîíñòàíòû ρ > 0, σ > 0 � ïëîòíîñòü è ïðîâîäèìîñòü ñðå-
äû ñîîòâåòñòâåííî, ν > 0 � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, v0 � îðòî-
ãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè (íàïðèìåð,
â ñëó÷àå âäóâà-îòñîñà ÷åðåç ñèñòåìó ïîð).

Äàííóþ ñèñòåìó ñïåöèàëüíîé çàìåíîé (òàê íàçûâàåìîé çà-
ìåíîé Ìèçåñà) ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó óðàâíåíèþ îò íåèçâåñò-
íîé w = u2:

wx + v0wψ = ν21−n√w ∂

∂ψ

(
|wψ|n−1wψ

)
+ 2UU ′ − (U −

√
w)s(x)

(3)
ñ óñëîâèÿìè

w(0, ψ) = w1(ψ), w(x, 0) = 0, w(x, ψ)→ U 2(x) ïðè ψ →∞,
(4)

óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè

Ω = {0 < x < X; 0 < ψ <∞}.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èçëàãàþòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû
î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé çàäà÷ (1), (2) è (3), (4).
Âòîðàÿ ãëàâà. Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá

óñðåäíåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè â ñëó-
÷àå áûñòðî îñöèëëèðóþùåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è îñöèëëèðóþ-
ùåãî âäóâà-îòñîñà. Ôîðìóëèðóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ
çàäà÷à, äîêàçûâàåòñÿ åå ðàçðåøèìîñòü. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ïðàíäòëÿ â ïåðå-
ìåííûõ Ìèçåñà è â äåêàðòîâûõ ïåðåìåííûõ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ñòàâèòñÿ âîçìóùåí-
íàÿ çàäà÷à äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìàãíèòíîé íüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè v0(x) è s(x) çàâè-
ñÿò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sε = s(x,
x

ε
), vε = v(x,

x

ε
),

ãäå s(x, ξ) è v(x, ξ) � ãëàäêèå 1-ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïåðåìåííîé
ξ ôóíêöèè.
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Â îáëàñòè Ω = {0 < x < X, 0 < ψ < ∞} ðàññìàòðèâàåòñÿ
óðàâíåíèå

Aε(w
ε) := −2(

√
wε)x+νw

ε
ψψ−2vε(

√
wε)ψ−2sε+

2U√
wε

(
U ′+sε

)
= 0

(5)
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

wε(0, ψ) = w1(ψ), wε(x, 0) = 0, wε(x, ψ)→ U 2(x) ïðè ψ →∞.
(6)

Îäíîâðåìåííî ââîäÿòñÿ ôóíêöèè ŝ, v̂0(x):

ŝ =

1∫
0

s(x, ξ)dξ, v̂0 =

1∫
0

v(x, ξ)dξ (7)

è äëÿ íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

A0(w
0) := −2(

√
w0)x+νw

0
ψψ−2v̂0(

√
w0)ψ−2ŝ+

2U√
w0

(
U ′+ŝ

)
= 0,

(8)
w0(0, ψ) = w1(ψ), w0(x, 0) = 0, w0(x, ψ)→ U 2(x) ïðè ψ →∞.

(9)
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (8), (9) ÿâëÿåòñÿ óñðåäíåííîé äëÿ

çàäà÷è (5), (6), à èìåííî, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 2.1.1
Ïóñòü vε, sε îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî ε. Ïóñòü êðîìå

òîãî ôóíêöèè U , vε, sε, v0, s0, w1 òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíû

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ (5), (6) è
(8), (9). Ïóñòü òàêæå wε è w0 ñóòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Òîãäà wε ñõîäèòñÿ ê w0 â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ñóùåñòâóåò

òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî

max |
√
wε −

√
w0| ≤ Cε

2
3 (10)

||
√
wε −

√
w0||L2(0,X;V) ≤ Cε

1
2 , (11)

Ïðîñòðàíñòâî V îïðåäåëåíî â ïàðàãðàôå 2.
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Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû ïîñâÿùåí òðåòèé ïàðàãðàô
âòîðîé ãëàâû.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ çàäà÷à. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü

Q = {0 < x < N, 0 < t < T}

è âûðîæäàþùèéñÿ ëèíåéíûé ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð âèäà

Lu = ut − a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

• ôóíêöèè a(x, t), b(x, t), c(x, t) íåïðåðûâíû â îáëàñòè Q

âïëîòü äî Γ = {x > 0} ∩ ∂Q;

• ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ax(x, t) ñóùåñòâóåò è òàêæå íåïðå-
ðûâíà â Q âïëîòü äî Γ;

• ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû K > k > 0 òàêèå, ÷òî

a(x, t) < K, |b(x, t)| < K, k < c(x, t) â îáëàñòè Q,
(12)

k < a(x, t), |ax(x, t)| < K,

c(x, t) < K â îáëàñòè Q ∩ {x > 1}, (13)

kx
1
2 < a(x, t) < Kx

1
2 ,

kx−
1
2 < ax(x, t) < Kx−

1
2 ,

kx−1 < c(x, t) < Kx−1 â îáëàñòè Q ∩ {x < 1}; (14)

• ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ at(x, t) ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíà â Q
âïëîòü äî ãðàíèöû, îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé K1

è âåäåò ñåáÿ â Q ∩ {x < 1} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|at(x, t)| < K1x
1/2−β ãäå 0 < β < 1. (15)
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Ââîäÿòñÿ ãèëüáåðòîâû ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà V (0, N),
V(0, N), ÿâëÿþùèåñÿ çàìûêàíèåì C∞0 (0, N) ïî íîðìå, ïîðîæ-
äàåìîé ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

(u, v)V =

1∫
0

(x
1
2uxvx +

1

x
uv) dx+

N∫
1

(uxvx + uv) dx

è

(u, v)V =

1∫
0

(x
1
2uxvx + x−

3
2uv) dx+

N∫
1

(uxvx + uv) dx.

ñîîòâåòñòâåííî.
Íà áàçå V îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî B, ïðåäñòàâëÿþùåå

èç ñåáÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé u(t, x), ãäå (t, x) ∈ Q, òàêèõ, ÷òî
u(t, .) ∈ V (0, N) äëÿ ïî÷òè âñåõ t è ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ íîðìà

||u||B = ess sup
t∈(0,T )

||u(t)||2 + ||u||L2(0,T ;V ),

ãäå ||u||2L2(0,T ;V ) =
T∫
0
||u||2V dt.

Äëÿ V àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî B.
Äëÿ îïåðàòîðà L ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

Lu = F, u(x, 0) = u(0, t) = u(N, t) = 0, (16)

ãäå F ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì íàä ïðîñòðàíñòâîì L2(0, T ;V ),
L2(0, T ;V) èëè Lp(Q). Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ïîíèìàåòñÿ â
îáîáùåííîì ñìûñëå.

Äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è îöåí-
êå ðåøåíèé:
Òåîðåìà 2.2.1
Ïóñòü F � íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ìíî-

æåñòâå L2(0, T ;V ) ñ íîñèòåëåì, ëåæàùèì âûøå ïðÿìîé x =
x1 è íèæå x = N − x1, ãäå x1 - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî.
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Òîãäà çàäà÷à (16) èìååò ðåøåíèå èç êëàññà B, äëÿ êîòîðî-
ãî âûïîëíåíà îöåíêà

||u||B < C||F ||L2(0,T ;V )∗, (17)

ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò k, K, T , x1 è íå çàâèñèò îò N .

Òåîðåìà 2.2.2
Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èç êëàññà Lp(Q), ãäå p ≥ 2.

Òîãäà ðåøåíèå u(x, t) ïðèíàäëåæèò W 1,0
2 (Q) è äëÿ íåãî âû-

ïîëíåíà îöåíêà

ess sup
[0,T ]

||u(t)||2 + ||u||W 1,0
2 (Q) ≤ C||F ||Lp(Q), (18)

ïðè÷åì êîíñòàíòà C çàâèñèò òîëüêî îò k, K è T .
Òåîðåìà 2.2.3
Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíûé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöè-

îíàë íà ìíîæåñòâå L2(0, T ;V).
Òîãäà çàäà÷à (16) èìååò ðåøåíèå èç êëàññà B, ïðè÷åì äëÿ

ðåøåíèÿ âûïîëíåíà îöåíêà

||u||B < C||F ||L2(0,T ;V)∗, (19)

ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò k, K, T è íå çàâèñèò îò N .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííûõ òåîðåì èñïîëüçîâàëèñü ìåòî-
äû, àíàëîãè÷íûå èçëîæåííûì â êíèãå Î.À.Ëàäûæåíñêîé,
Â.À.Ñîëîííèêîâà, Í.Í.Óðàëüöåâîé8.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 2.3.1
Ïóñòü ψ1 > 0. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà g ∈ L2(0, X;V )∗ c êîìïàêòíûì íî-

ñèòåëåì, ëåæàùèì âûøå ïðÿìîé ψ = ψ1, âûïîëíåíà îöåíêà

(g,
√
wε −

√
w0) ≤ ε

1
2C||g||L2(0,X;V )∗. (20)

8Ëàäûæåíñêàÿ Î.À., Ñîëîííèêîâ Â.À., Óðàëüöåâà Í.Í. Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåé-
íûå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ì.: Íàóêà, Ãëàâ. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., 1967.
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Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí òàêæå äëÿ áîëåå øèðîêîãî
êëàññà g, à èìåííî, äëÿ ôóíêöèîíàëîâ èç êëàññà L2(0, X;V)∗,
èìåþùèõ êîìïàêòíûé íîñèòåëü (ñì. Çàìå÷àíèå 2.3.5)

Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, çàäàííûõ ôîðìóëîé

(g, ϕ) =

∫
Ω

fϕdxdψ,

îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü:

(g,
√
wε −

√
w0) ≤ ε

2
3 ||f ||Lp

,

ãäå p ≥ 2. (Ñì. Çàìå÷àíèÿ 2.3.4, 2.3.6)
Èç òåîðåìû 2.3.1 è çàìå÷àíèé 2.3.4-2.3.6 ñëåäóþò îöåíêè íà

íîðìû, óêàçàííûå â òåîðåìå 2.1.1.
×åòâåðòûé ïàðàãðàô âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåí îöåíêàì

â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ uε è
u0, ñîîòâåòñòâóþùèå wε è w0 òàêæå áëèçêè, à èìåííî, âûïîë-
íåíà òåîðåìà:
Òåîðåìà 2.4.1
Äëÿ âñÿêîãî N > 0 ñóøåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0,

÷òî

max
DN

|uε − u0| < Cε
1
2 , (21)

||uεy − u0
y||W 0,1

2 (DN ) < Cε
1
2 . (22)

Çäåñü DN = (0, X)× (0, N)
Òðåòüÿ ãëàâà. Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ïî-

ãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïñåâäîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè, çàâèñÿùåå îò
ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äîêàçàíà òåîðåìà óñðåäíåíèÿ, ïîëó÷åíû
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåøåíèé â ìèçåñîâûõ è äåêàðòî-
âûõ ïåðåìåííûõ.

Ñòðóêòóðà ãëàâû 3 ñõîäíà ñî ñòðóêòóðîé ãëàâû 2. Â ïåð-
âîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ñòàâèòñÿ çàäà÷à óñðåäíåíèÿ
äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïñåâäîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè.
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×åðåç wε îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è

wε
x + vεw

ε
ψ = µ21−n√wε

∂

∂ψ

(
|wε

ψ|n−1wε
ψ

)
+ 2UU ′ − (U −

√
wε)sε

(23)
ñ óñëîâèÿìè

wε(0, ψ) = w1(ψ), wε(x, 0) = 0, wε(x, ψ)→ U 2(x) ïðè ψ →∞,
(24)

à ÷åðåç w0 � ðåøåíèå çàäà÷è

w0
x + v̂0w

0
ψ = µ21−n

√
w0 ∂

∂ψ

(
|w0

ψ|n−1w0
ψ

)
+ 2UU ′ − (U −

√
w0)s0

(25)
ñ óñëîâèÿìè

w0(0, ψ) = w1(ψ), w0(x, 0) = 0, w0(x, ψ)→ U 2(x) ïðè ψ →∞.
(26)

Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà sε, vε è s0, v̂0 çàäà÷à (25), (26)
ÿâëÿåòñÿ óñðåäíåííîé äëÿ (23), (24), à èìåííî, âûïîëíåíà òåî-
ðåìà:
Òåîðåìà 3.1.1
Ïóñòü vε, sε îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî ε è ñóùåñòâóåò

òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî

max
x
|

x∫
0

(vε − v̂0)dx| < Cε

max
x
|

x∫
0

(sε − s0)dx| < Cε.

Ïóñòü êðîìå òîãî U , vε, sε, v0, s0, w1 òàêîâû, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷

(23), (24) è (25), (26). Ïóñòü òàêæå wε è w0 ñóòü íåïðåðûâ-

íûå ôóíêöèè.

Òîãäà wε ñõîäèòñÿ ê w0 â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ñóùåñòâóåò

òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî

max |
√
w
ε −
√
w

0| ≤ Cε
2
3 , (27)
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||
√
w
ε −
√
w

0||L2(0,X;G) ≤ Cε
1
2 (28)

è êðîìå òîãî

wε ⇀ w0 ñëàáî â W 1
2 (ΩN) (29)

wε
ψψ → w0

ψψ ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé

ñ íîðìîé ||u||2 =
∫ X

0

( ∫ 1
0 ψ

1
2u2dψ +

∫∞
1 ψ

2n−4
n−1 u2dψ

)
dx (30)

Ïðîñòðàíñòâî G îïðåäåëåíî â ïàðàãðàôå 2 ãëàâû 3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â ïàðàãðàôå 3.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ âñïîìî-

ãàòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ íà ãðàíèöå
ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Lu èìååò âèä

Lu = ut − a(x, t)
∂

∂x
(H(x, t)ux) + b(x, t)ux + c(x, t)u,

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè (12)�(15), êðîìå
òîãî

H(x, ψ) > k > 0 ïðè ëþáîì x > 0;

kx2 < H(x, ψ) < Kx2 ïðè x > 1. (31)

Ââîäÿòñÿ ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà G(0, N) èW(0, N), ÿâ-
ëÿþùèåñÿ çàìûêàíèåì C∞0 (0, N) ïî íîðìå, ïîðîæäàåìîé ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)G =

1∫
0

(x
1
2uxvx + x−

3
2uv) dx+

N∫
1

(x2uxvx + uv) dx

è

(u, v)W =

1∫
0

(uxvx + uv) dx+

N∫
1

(x2uxvx + uv) dx.

ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàçûâàíî ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Lu = g,
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u(x, 0) = 0, u(0, t) = 0, u(N, t) = 0, (32)

ïðè íåêîòîðûõ F , ïîëó÷åíû îöåíêè íà íîðìó, î ÷åì ãîâîðèò
Òåîðåìà 3.2.1
Äëÿ âñÿêîãî g ∈ L2(0, X;G(0, N))∗ çàäà÷à (32) èìååò îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå èç êëàññà L2(0, X;G(0, N)). Äëÿ ðåøåíèÿ âû-
ïîëíåíà îöåíêà

||u||L2(0,X;G(0,N)) < C||g||L2(0,X;G(0,N))∗. (33)

Â ñëó÷àå, åñëè g èìååò íîñèòåëü, ëåæàùèé âûøå x1, òî

φ ∈ L2(0, X;W(0, N)) è

||u||L2(0,X;W(0,N)) ≤ C||g||L2(0,X;G(0,N))∗. (34)

Åñëè g çàäàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé F ∈ Lp, p ≥ 2, òî
φ ∈ L2(0, X;W(0, N)) è

||u||L2(0,X;W(0,N)) ≤ C||F ||Lp
. (35)

Êîíñòàíòû â (33), (35) çàâèñÿò òîëüêî îò k, K, T ; â (34)
çàâèñèò òàêæå îò x1.

Òðåòèé ïàðàãðàô òðåòüåé ãëàâû ïîñâÿùåí äîêàçàòåëü-
ñòâó òåîðåìû 3.1.1.

Ïðåæäå âñåãî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
Òåîðåìà 3.3.1
Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ôóíêöèîíàëà g ∈ L2(0, X;G)∗ c îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì âû-

ïîëíåíà îöåíêà

(g,
√
wε −

√
w0) < ε

1
2C||g||L2(0,X;G)∗. (36)

Â ñëó÷àå supp g ⊂ [0, X]× (ψ1, N0) íåðàâåíñòâî (36) ìîæíî
óëó÷øèòü:

(g,
√
wε −

√
w0) < ε

2
3C||g||L2(0,X;G)∗, (37)
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ãäå C çàâèñèò îò ψ1. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí òàêæå äëÿ
ôóíêöèîíàëîâ, çàäàâàåìûõ ôîðìóëîé

(g, ϕ) =

∫
Ω

fϕdxdψ,

ãäå f ∈ Lp(Ω), p>2, è ðàâíà íóëþ ïðè ψ > N0. Â ýòîì ñëó÷àå

(g,
√
wε −

√
w0) < ε

2
3C||f ||Lp). (38)

(Ñì. Çàìå÷àíèÿ 3.3.1 è 3.3.2)
Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ïóíêòû (27), (28) òåî-

ðåìû 3.1.1. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèé â òåîðåìå 3.1.1 äî-
êàçûâàåòñÿ ìåòîäàìè, îïèñàííûìè â ðàáîòå Î.À.Îëåéíèê è
Â.Í.Ñàìîõèíà.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ
òåîðåìà óñðåäíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â äå-
êàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 3.4.1
Ïóñòü vε, sε îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî ε è ñóùåñòâóåò

òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî

max
x
|

x∫
0

(vε − v̂0)dx| < Cε, max
x
|

x∫
0

(sε − s0)dx| < Cε.

Ïóñòü êðîìå òîãî U , vε, sε, v0, s0, w1 òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ çàäà÷.

Òîãäà uε, vε ñõîäÿòñÿ ê u0, v0 â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ

âñÿêîãî N > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî

max
DN

|uε − u0| ≤ Cε
1
2 , (39)

||
√
uε −

√
u0||L2(0,X;W 1

2 (0,N)) ≤ Cε
1
2 . (40)

Êðîìå òîãî äëÿ âñÿêîãî y0

vε ⇀ v0 ñëàáî â L2(DN,y0), (41)
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uε ⇀ u0 ñëàáî â W 1
2 (DN,y0) , (42)

uεyy ⇀ u0
yy ñëàáî â L2(DN,y0), (43)

ãäå DN,y0 = {0 < x < X, y0 < y <∞}.
Áëàãîäàðíîñòü.
Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëü-

íîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ íàóê Ãðèãîðèþ Àëåêñàíäðîâè÷ó ×å÷êèíó.

Îñíîâíûå ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå
äèññåðòàöèè.
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