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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé òåî-
ðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè. Íà÷àëî
ðàçâèòèþ ýòîé òåîðèè ïîëîæèëà èçâåñòíàÿ òåîðåìà Êàíòîðà1, äîêà-
çàííàÿ â êîíöå XIX-ãî âåêà è óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åñëè òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà òî÷åê, íà îòðåçêå [0, 2π] ê íóëþ, òî ýòîò ðÿä ìîæåò áûòü òîëüêî
òîæäåñòâåííî íóëåâûì. Âñêîðå Ó. Þíã ïîêàçàë, ÷òî òåîðåìà Êàíòîðà
îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè òðåáîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà òîëüêî âíå ñ÷åòíî-
ãî ìíîæåñòâà. Äàëüíåéøèé ïîèñê èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ, íåíàðó-
øàþùèõ óòâåðæäåíèå òåîðåìû Êàíòîðà, ïîðîäèë â íà÷àëå XX-ãî âå-
êà îáøèðíûå èññëåäîâàíèÿ, âûäåëèâøèåñÿ â èòîãå â îòäåëüíóþ âåòâü
òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîä íàçâàíèåì "òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè".
Îñíîâíûì ïðåäìåòîì ýòîé òåîðèè ñòàëè ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè
(U -ìíîæåñòâà ) äëÿ ðàçëè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì. Ïîëó÷åííûå
Êàíòîðîì è Þíãîì ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû èìåþò ìåðó íóëü. Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ïîëîæèòåëü-
íîé ìåðû óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè, òåì íå ìåíåå
ñóùåñòâóþò ñîâåðøåííûå M -ìíîæåñòâà (ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ
U -ìíîæåñòâàìè) ìåðû íóëü2. Ïðèìåðû êîíòèíóàëüíûõ U -ìíîæåñòâ
äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ïîÿâèëèñü â 20-å ãîäû XX-ãî âåêà,
â ÷àñòíîñòè, òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ òðîè÷íîå ìíîæåñòâî Êàíòîðà3, 4. Ôóí-
äàìåíòàëüíûì ñòðóêòóðíûì ðåçóëüòàòîì äëÿ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Áàðè 3, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ñ÷åòíîå îáúåäèíå-
íèå çàìêíóòûõ U -ìíîæåñòâ âíîâü ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì. Èçó÷å-
íèå ìåòðè÷åñêèõ, òîïîëîãè÷åñêèõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâ
åäèíñòâåííîñòè è M -ìíîæåñòâ ïðèâåëî ê íåîæèäàííûì ðåçóëüòàòàì,
âûÿâèâøèì ãëóáîêóþ ñâÿçü òåîðèè åäèíñòâåííîñòè äëÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ òåîðèåé ÷èñåë è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêîé. Òîëüêî

1Cantor G., �Uber einen die trigonometrischen Reihen betre�enden Lehrsatz, Crelles f�ur Math. 72
(1870), 130�138; also in Gesammelte Abhandlungen, Georg Olms, Hildesheim, 1962, 80�83.

2Menshov D., Sur l'unicit�e du d�eveloppement trigonom�etrique, C. R. Acad. Sci. Paris, 163 (1916),
433�436.

3Bari N., Sur l'unicit�e du d�eveloppement trigonom�etrique, C. R. Acad. Sci. Paris, 177 (1923),
1195�1197; Fundam. Math., 9 (1927), 62�118.

4Rajchman A., Sur l'unicit�e du d�eveloppement trigonom�etrique, Fundam. Math., 3 (1922), 287�
301, Recti�cation et addition �a ma Note "Sur l'unicit�e du d�eveloppement trigonom�etrique", Fundam.
Math., IV (1923), 366�367.
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äëÿ ìíîæåñòâ îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû óäàëîñü ïîëó÷èòü êðèòåðèè
ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâà êëàññó U -ìíîæåñòâ èëè êëàññó M -ìíî-
æåñòâ; íî â îáùåì, äàæå â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà âîïðîñ î òîì áóäåò ëè îíî U - èëè M -ìíîæåñò-
âîì ðåøàåòñÿ òîëüêî ñ ïðèâëå÷åíèåì àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Â
öåëîì, ïðîáëåìà åäèíñòâåííîñòè ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíà, è îíà íå ðåøåíà
íå òîëüêî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ, íî è äàæå äëÿ êëàññà çàìêíó-
òûõ ìíîæåñòâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî
òåîðèè åäèíñòâåííîñòè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðîâåäåíî â ìî-
íîãðàôèÿõ Í. Ê. Áàðè5 è À. Çèãìóíäà 6.

Â 60-å ãîäû íà÷àëà àêòèâíî ðàçðàáàòûâàòüñÿ òåîðèÿ åäèíñòâåííî-
ñòè äëÿ ðÿäîâ ïî äðóãèì îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì ôóíêöèé. Îäíîé èç
òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé, ââåäåí-
íàÿ Äæ. Ïðàéñîì7. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîé ñèñòåìû ïîäðîáíî èçëî-
æåíû â ìîíîãðàôèÿõ Á . È . Ãîëóáîâà, À . Â . Åôèìîâà, Â . À . Ñêâîð-
öîâà8 è Ã. Í. Àãàåâà, Í. ß. Âèëåíêèíà, Ã. Ì. Äæàôàðëè, À. È. Ðóáèí-
øòåéíà9. Èíòåðåñ â èçó÷åíèè äàííûõ ñèñòåì ñâÿçàí ñ âîçðîñøèì èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñèñòåì Óîëøà10, ÿâëÿþùèõñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûõ ñèñòåì, â ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ: â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ,
â öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ, â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ. Ïðè ýòîì
ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñèñòåìû ôóíêöèé èìåþò òàêæå âàæíîå òåîðåòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå, ÿâëÿÿñü çàìå÷àòåëüíîé ìîäåëüþ ñèñòåìû õàðàêòåðîâ
äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû â îáîáùåííîì ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå. Ðåçóëü-
òàòû â äàííîì íàïðàâëåíèè ðàçâèâàþòñÿ ïîä âëèÿíèåì òåîðèè åäèí-
ñòâåííîñòè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, íî íåêîòîðûå âîïðîñû, óæå
ðåøåííûå äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, âñå åùå îñòàþòñÿ îòêðû-
òûìè äëÿ ìóëüòèïëêàòèâíûõ ñèñòåì ôóíêöèé. Êàê è äëÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâà ê êëàññó U -ìíîæåñòâ
èëè ê êëàññó M -ìíîæåñòâ äëÿ ðÿäîâ ïî ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñèñòå-
ìàì çàâèñèò íå òîëüêî îò ìåòðè÷åñêèõ, íî è îò àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ

5Áàðè Í . Ê ., Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû, Ì.: Ôèç.-Ìàò. Ëèò., 1961.
6Çèãìóíä À ., Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû, Ì.: Ìèð , 1965, ò. 1, 2.
7Price J. J., Certain groups of orthogonal step functions, Canad. J. Math., 9 (1957), �3, 413�425.
8Ãîëóáîâ Á . È ., Åôèìîâ À . Â ., Ñêâîðöîâ Â . À ., Ðÿäû è ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà, Ì.: ËÊÈ, 2-å

èçäàíèå, 2008.
9Àãàåâ Ã. Í., Âèëåíêèí Í. ß., Äæàôàðëè Ã. Ì., Ðóáèíøòåéí À. È., Ìóëüòèïëèêàòèâíûå

ñèñòåìû ôóíêöèé è ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç íà íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ, Áàêó, 1981.
10Walsh J. L., A closed set of normal orthogonal functions, Amer J. Math., 45, (1923) 5�24.
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ìíîæåñòâ11, 12.
Òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå èçó÷åíèå ìíîæåñòâ

åäèíñòâåííîñòè êðàòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ
ñõîäèìîñòè. Îäíàêî, ïåðåõîä ê áîëüøèì ðàçìåðíîñòÿì çíà÷èòåëüíî
óñëîæíèë ðåøåíèå çàäà÷è. Äàæå ïîëó÷åíèå äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãà
òåîðåìû Êàíòîðà äëÿ êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ13, ñõîäÿ-
ùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, çàíÿëî áîëåå 70-òè ëåò ñ ìîìåíòà ïîÿâ-
ëåíèÿ ïåðâîãî îøèáî÷íîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà14. Îòêðûòûì
îñòàåòñÿ âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè êàæäîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìå-
ðû M -ìíîæåñòâîì äëÿ êðàòíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà äëÿ ëþ-
áîãî âèäà ñõîäèìîñòè. Àíàëîã òåîðåìû Êàíòîðà óñòàíîâëåí òàêæå äëÿ
ñôåðè÷åñêîé ñõîäèìîñòè, íî äî ñèõ ïîð îòêðûò âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè
ïóñòîå ìíîæåñòâî ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàòíûõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì. Êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà
åäèíñòâåííîñòè áûëè ïîëó÷åíû ñíà÷àëà äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà15, à
ïîçäíåå è äëÿ êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàì16. Çàìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ø. Ò. Òåòóíàøâèëè
ñâåäåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñõîäèìîñòè ê ïîâòîðíîé, êîòîðûé ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ìíîãîìåðíûõ
ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè äëÿ øèðîêîãî êëàññà êðàòíûõ ðÿäîâ, ñõîäÿ-
ùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûì îáúåêòîì èçó-
÷åíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, êîòîðûé çàíèìàåòñÿ
ðàçëè÷íûìè ñëîæíûìè äâèæåíèÿìè, ïðåäñòàâèìûìè â âèäå ñóììû
ïðîñòåéøèõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Åãî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ â ïðè-
ëîæåíèÿõ îãðàíè÷èâàåòñÿ èçó÷åíèåì òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèõ âî âðåìå-
íè ïðîöåññîâ. Ïðè ýòîì îñòàþòñÿ íåîõâà÷åííûìè äëèòåëüíûå íåïåðè-
îäè÷åñêèå ïðîöåññû, òàêèå, êàê íåïðåðûâíûé ôîí øóìîâ, ëó÷è ñâå-

11Ñêâîðöîâ Â. À., Îá îäíîì ïðèìåðå U-ìíîæåñòâ äëÿ ñèñòåìû Óîëøà, Âåñòí. Ìîñê. óí-òà
Ìàòåì. Ìåõ., (1982), �5, 53�55.

12Ñêâîðöîâ Â. À., Î h -ìåðå M -ìíîæåñòâ äëÿ ñèñòåìû Óîëøà, Ìàò. çàìåòêè., 21 (1977) �3,
335�340

13Ash J .M ., Freiling C ., Rinne D ., Uniqueness of rectangularly convergent trigonometric series,
Ann. Math., 137 (1993), 145�166.

14Geiringer H., Trigonometrische Doppelreihen, Monat. f�ur Math., Õ 28 (1918), 65�144.
15Ëóêîìñêèé Ñ . Ô ., Î íåêîòîðûõ êëàññàõ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà,

Ìàòåìàò. ñáîðíèê, 180 (1989), �7, 937�945.
16Òåòóíàøâèëè Ø. Ò ., Î íåêîòîðûõ êðàòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäàõ è ðåøåíèå ïðîáëåìû

åäèíñòâåííîñòè êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ äëÿ ñõîäèìîñòè ïî Ïðèíãñõåéìó, Ìàòå-
ìàò. ñáîðíèê, 182 (1991), �8, 1158�1176.
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òà. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàñøèðåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî
àíàëèçà è ââåäåíèÿ â ðàññìîòðåíèå êîíòèíóàëüíûõ àíàëîãîâ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå � èíòåãðàëîâ Ôóðüå, è êîíòèíóàëüíûõ
àíàëîãîâ ðÿäîâ ïî ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñèñòåìàì � ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðè ýòîì åñòåñòâåíûì îáðàçîì âîçíèêàåò òåîðèÿ
îáùèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ è ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè, à òàêæå åå ñâÿçü ñ ðåçóëüòàòàìè â
òåîðèè åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ 7, 17, 18, 19, 20.

Áîëåå îáùèì âîïðîñîì òåîðèè åäèíñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà
âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿùåãîñÿ âíå íåêîòîðîãî ìíîæå-
ñòâà îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà ïî åãî ñóììå (ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà
â ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ U ∗ -ìíîæåñòâàìè èëè V -ìíîæåñòâàìè).
Ïåðâàÿ òåîðåìà î âîññòàíîâëåíèè êîýôôèöèåíòîâ, òåîðåìà Äþ Áóà
Ðåéìîíà�Ëåáåãà, ïîÿâèëàñü â êîíöå XIX-ãî âåêà. Â òåîðåìå íà ñóììó
ðÿäà íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå åå îãðàíè÷åííîñòè. Ïîñëåäîâàâøèå çà
íåé îáîáùåíèÿ ñîõðàíÿëè îãðàíè÷åíèå íà ñóììó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
ðÿäà. Â 1912 ãîäó áûë ïîñòðîåí ïåðâûé èíòåãðàë âòîðîãî ïîðÿäêà21,
îáîáùàþùèé èíòåãðàë Ëåáåãà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îêàçûâàëñÿ èí-
òåãðèðóåì ëþáîé ñõîäÿùèéñÿ âñþäó òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä. Ïîçäíåå
ðÿäîì àâòîðîâ áûëè ïîñòðîåíû äðóãèå èíòåãðàëû âòîðîãî ïîðÿäêà,
ðåøàþùèå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, îïèðàÿñü íà ðèìàíîâñêóþ òåîðèþ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ. Èíòåãðàë ïåðâîãî ïîðÿäêà22, ïîëíîñòüþ
ðåøàþùèé âîïðîñ âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âñþäó ñõîäÿùåãîñÿ
òðèãîíîìåðè÷åñêîãî ðÿäà íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ëåáåãîâñêîé òåîðèè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, áûë ïðåäëîæåí òîëüêî â 1989 ãîäó. Ïà-
ðàëëåëüíî çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî åå òðèãîíîìåðè÷åñêîìó
èíòåãðàëó ðåøàëàñü â òåîðèè îáùèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ.
Îäíèì èç ïîñëåäíèõ íàèáîëåå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà
Îôôîðäà 19 , ïîçâîëÿþùàÿ âîññòàíàâëèâàòü ôóíêöèþ ïî åå òðèãîíî-

17Burkill J. C., Uniqueness theorems for trigonometric series and integrals, Proc. London Math.
Soc., (3) 1 (1951), 163�169.

18Henstock R ., Sets of uniqueness for trigonometric series and integrals, Proc. Cambridge Phil.
Soc., 46 (1950), 538�548.

19O�ord A. C., On the uniqueness of the representation of a function by a trigonometric integral,
Proc. London Math. Soc., (2) 42 (1937), 422�480.

20Wolf F., "Contributions to a theory of summability of trigonometric integrals", University of
California Press, 1947.

21Denjoy A ., Une extension de l'int�egrale de M. Lebesgue, C. R. Acad. Sci. Paris, 154 (1912),
859�862.

22Preiss D ., Thomson B . S ., The approximate symmetric integral, Can. J. Math. XLI (1989), �3,
508�555.
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ìåòðè÷åñêîìó èíòåãðàëó ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ëîêàëüíîé èí-
òåãðèðóåìîñòè ïî Ëåáåãó ôóíêöèè, çàäàâàåìîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèì
èíòåãðàëîì. Îòêðûòûì îñòàâàëñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè îòêàçàòüñÿ
îò ýòîãî òðåáîâàíèÿ è âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ äëÿ êàæäîãî ñõîäÿùå-
ãîñÿ âñþäó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ áîëåå îáùåãî,
÷åì èíòåãðàë Ëåáåãà, èíòåãðàëà.

Äèññåðòàöèÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè åäèíñòâåííîñòè
ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ðÿäîì ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì ôóíêöèé
èëè èíòåãðàëîì ïî êîíòèíóàëüíîìó àíàëîãó ñîîòâåòñòâóþùåé îðòîãî-
íàëüíîé ñèñòåìû ôóíêöèé. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè àêòèâ-
íî âåäóòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ, êàê â íàøåé ñòðàíå, òàê è çà ðóáå-
æîì. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî òåîðèè åäèíñòâåííîñòè ìîæíî íàéòè â ðà-
áîòàõ Äæ. Ýøà, Ã. Âàíãà23, Ì. È. Äüÿ÷åíêî24 è Ó. Óýéäà25.

Öåëü ðàáîòû. Ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ëþáîé ôóí-
êöèè, äëÿ êîòîðîé êîððåêòíî îïðåäåëåí åå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé èíòå-
ãðàë, ïî ýòîìó èíòåãðàëó. Óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè åäèí-
ñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñèñòåìàì è ìíîæåñòâà-
ìè åäèíñòâåííîñòè äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëó-
÷èòü íîâûå ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè è U ∗ -ìíîæåñòâà äëÿ êðàòíûõ
îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïî ñìåøàííûì ñèñòåìàì îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé, ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, ðàñøèðÿÿ èçâåñòíûå êëàññû òà-
êèõ ìíîæåñòâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè
ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ,
îáîáùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à
òàêæå íåêîòîðûå îðèãèíàëüíûå èäåè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ðàçâèòà ëåáåãîâñêàÿ òåîðèÿ äëÿ îáùèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ èí-
òåãðàëîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ, èíòåãðèðóåìóþ ïî Ëå-
áåãó íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå, òðèãîíîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë
êîòîðîé ñõîäèòñÿ âñþäó âíå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ê
êîíå÷íîé ôóíêöèè f , ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ôóíêöèè f ïî÷òè

23Ash J . M., Wang G ., A survey of uniqueness questions in multiple trigonometric series, Contemp.
Math., 208 (1997), 35�71.

24Äüÿ÷åíêî Ì . È ., Íåêîòîðûå ïðîáëåìû òåîðèè êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ÓÌÍ,
47, âûï. 5 (287), (1992), 97�162.

25Wade W . R ., Dyadic harmonic analysis, Contemp. Math., 208 (1997), 313�350.
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âñþäó. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ñõîäÿùèéñÿ âñþäó âíå íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë ìîæíî èíòå-
ãðèðîâàòü íà ïî÷òè âñåõ îòðåçêàõ ïðÿìîé. Äîêàçàí ðÿä ðåçóëü-
òàòîâ èç òåîðèè èíòåãðàëîâ Ôóðüå.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé è òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûì ñèñòåìàì òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. À èìåííî,
êàæäîå ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ çàäàåòñÿ ñ÷åòíûì íàáîðîì ìíîæåñòâ åäèíñòâåííî-
ñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìå,
à êàæäîå ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäà ïî ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ ïîðöèåé íà [0, 1) íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ.

3. Ðàñøèðåíû êëàññû ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè è U ∗ -ìíîæåñòâ
äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ ïî íåêîòîðûì îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì, â
÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå ñèñòåì ôóíêöèé ìîãóò âûñòóïàòü òðèãî-
íîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-
òè÷åñêèé õàðàêòåð è ÿâëÿåòñÿ âêëàäîì â òåîðèþ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ
è â òåîðèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êîíòèíóàëüíûõ àíàëîãîâ. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ è
îáîáùåííîì ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè íåîäíî-
êðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî òåî-
ðèè îðòîãîíàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Ì. Ê. Ïîòàïîâà, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Ì. È.
Äüÿ÷åíêî, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Â. À. Ñêâîðöîâà è ä.ô.-ì.í., ïðîôåñ-
ñîðà Ò. Ï. Ëóêàøåíêî â 2006 � 2009 ã., íà ñåìèíàðàõ ïî òåîðèè ôóíê-
öèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Â. À. Ñêâîðöîâà, ä.ô.-
ì.í., ïðîôåññîðà Ò. Ï. Ëóêàøåíêî è ê.ô.-ì.í. À. Ï. Ñîëîäîâà â 2005
� 2006 ãã., à òàêæå íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå
"Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû" â 2007
è 2009 ãã., 13-é è 14-é Ñàðàòîâñêèõ çèìíèõ øêîëàõ "Ñîâðåìåííûå ïðî-
áëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ" â 2006 è 2008 ãã., íà 21-é è
23-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè äåéñòâèòåëüíûõ ôóíê-
öèé â ã. Íåäæèöà, Ïîëüøà, â 2007 è 2009 ãã.
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Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 8 ðàáîòàõ
àâòîðà, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò
èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 80 íàèìå-
íîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 95 ñòðàíèö (èç íèõ 88
ñòðàíèö � òåêñò äèññåðòàöèè è 7 ñòðàíèö � ñïèñîê ëèòåðàòóðû).

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ îáçîð èññëåäîâàíèé ïî òåìàòèêå íàñòîÿ-
ùåé äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàçâèòà ëåáåãîâñêàÿ òåîðèÿ äëÿ îáùèõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ,

∞∫
−∞

eiλxdχ(λ) = lim
ω→∞

(L)

ω∫
−ω

eiλxdχ(λ), (1)

ãäå χ èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå
è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ N0 : lim

λ→±∞

{
sup

06h61
|χ(λ + h) − χ(λ)|

}
= 0 .

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî åå òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó
èíòåãðàëó, òåì ñàìûì îáîáùàåòñÿ

Òåîðåìà D (Îôôîðäà). Ïóñòü ôóíêöèÿ c èíòåãðèðóåìà ïî Ëå-
áåãó íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå è èíòåãðàë

∞∫
−∞

eiλxc(λ)dλ (2)

ñõîäèòñÿ âñþäó ê êîíå÷íîé èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó íà êàæäîì êî-
íå÷íîì îòðåçêå ôóíêöèè f .

Òîãäà

c(λ) = (C, 1)
1

2π

∞∫
−∞

f(x)e−iλx dx = lim
ω→∞

1

2πω

ω∫
0

( t∫
−t

f(x)e−iλx dx

)
dt

äëÿ ïî÷òè âñåõ λ .
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû èç

ðèìàíîâñêîé è ëåáåãîâñêîé òåîðèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ.
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Çàòåì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àïïðîêñèìàòèâíîé ñèììåòðè÷åñêîé áàçû
èíòåãðèðîâàíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë õåíñòî-
êîâñêîãî òèïà � àïïðîêñèìàòèâíûé ñèììåòðè÷åñêèé èíòåãðàë Õåíñòî-
êà�Êóðöâåéëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ôóíêöèÿ f, îïðåäåëåííàÿ âñþäó íà ïðÿ-
ìîé, íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî ñèììåòðè÷åñêè èíòåãðèðóåìîé ïî
Õåíñòîêó�Êóðöâåéëþ (ASH -èíòåãðèðóåìîé), åñëè ñóùåñòâóåò ìíî-
æåñòâî B ïîëíîé ìåðû è ôóíêöèÿ F íà B òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáî-
ãî ε > 0 ñóùåñòâóåò àïïðîêñèìàòèâíûé ñèììåòðè÷åñêèé ýëåìåíò β,
ñîäåðæàùèé õîòÿ áû ïî îäíîìó ðàçáèåíèþ êàæäîãî îòðåçêà ñ êîí-
öàìè â B, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòìå÷åííîãî ïîäðàçáèåíèÿ π =
{([yi, zi], (yi + zi)/2)} ⊂ β ïðÿìîé, ñ yi, zi ∈ B , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

∣∣∣∑
π

(
f((yi+zi)/2)(zi−yi)−(F (zi)−F (yi))

)∣∣∣ < ε. Äëÿ êàæäîé ïàðû

òî÷åê a, b ∈ B ÷èñëî F (b)− F (a) áóäåì íàçûâàòü ASH -èíòåãðàëîì

ôóíêöèè f ïî îòðåçêó [a, b] è îáîçíà÷àòü (ASH)
b∫
a

f(x) dx . Ôóíêöèÿ

F, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå B, íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì ASH -
èíòåãðàëîì ôóíêöèè f.

Ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùàåò îïðåäåëåíèå îáû÷íîãî èíòåãðàëà Õåí-
ñòîêà�Êóðöâåéëÿ íà îòðåçêå è ïðÿìîé, à òåì ñàìûì è îïðåäåëåíèå
èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Çàòåì ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ââåäåííîãî èíòåãðàëà,
íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøèõ äîêàçàòåëüñòâàõ. À òàêæå èçëàãàåòñÿ ðå-
çóëüòàò Ïðåéññà è Òîìñîíà î âîññòàíîâëåíèè ñ ïîìîùüþ ýòîãî èíòå-
ãðàëà êîýôôèöèåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ñõîäÿùèõñÿ âñþäó,
êðîìå, áûòü ìîæåò, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ ðèìàíîâñêîé òåîðèè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Ôîðìóëèðóþòñÿ äâå òåîðåìû ðàâíî-
ñõîäèìîñòè: òåîðåìà 1.P è òåîðåìà 1.T. Ïåðâàÿ èç íèõ ïîçâîëÿåò ïåðå-
íîñèòü ðåçóëüòàòû òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ íà òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèå èíòåãðàëû, à âòîðàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íà êàæäîì êîíå÷íîì
îòðåçêå ïåðåõîäèòü îò ðàññìîòðåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîãî èíòåãðàëà (1) ê áîëåå ïðîñòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ èíòåãðàëó âèäà (2)
ñ íåïðåðûâíîé ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1.3,
óòî÷íÿþùàÿ ïåðâóþ òåîðåìó ðàâíîñõîäèìîñòè, à òàêæå âñïîìîãàòåëü-
íûå ëåììà 1.4 è òåîðåìà 1.5, íåîáõîäèìûå äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà.
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Òåîðåìà 1.3. Åñëè ôóíêöèÿ χ ïîñòîÿííà â åäèíè÷íîé îêðåñò-
íîñòè íóëÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ N0 , òî äëÿ ëþáîãî èíòåð-
âàëà J äëèíû, ìåíüøåé 2π , ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä∑
n

cne
inx , ñ êîýôôèöèåíòàìè cn = o(1/n) , n →∞ , òàêîé, ÷òî

ω∫
−ω

eiλx

λ
dχ(λ)−

∑
|n|6ω

cne
inx ⇒ 0, x ∈ J, ω →∞.

Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì ïåðâîé ãëà-
âû. Â íåì ðàçâèòà ëåáåãîâñêàÿ òåîðèÿ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ èíòå-
ãðàëîâ, îñíîâíûì ïðåäìåòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ àíàëîã ôóíêöèè Ëåáåãà

L(x) =

∫
|λ|<1

eiλx − 1

iλ
dχ(λ) +

∫
|λ|>1

eiλx

iλ
dχ(λ),

ïîëó÷àåìûé îäíîêðàòíûì ôîðìàëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîãî èíòåãðàëà (1) .

Ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ L â ñèëó òåîðåì ðàâíîñõîäè-
ìîñòè îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì ôóíêöèè Ëåáå-
ãà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ. À èìåííî, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1.6. Ôóíêöèÿ L(x) îïðåäåëåíà äëÿ ïî÷òè âñåõ x .

Òåîðåìà 1.7. Ôóíêöèÿ L âñþäó àïïðîêñèìàòèâíî ñèììåòðè÷å-
ñêè íåïðåðûâíà è àïïðîêñèìàòèâíî íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå, ãäå
L êîíå÷íà. Åñëè èíòåãðàë (1) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 ê ÷èñëó s , òî
ñóùåñòâóåò L′

sap(x0) = s.
Çàòåì óñòàíîâëåíû âñïîìîãàëüíûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåî-

ðèè èíòåãðàëà Ôóðüå, êîòîðûå ðàíåå â òåîðèè èíòåãðàëà Ôóðüå áûëè
óñòàíîâëåíû ïðè äðóãèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Ëåììà 1.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ c èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà êàæ-

äîì êîíå÷íîì îòðåçêå è
λ∫
0

c(t) dt óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó N0 , òîãäà

lim
ω→∞

1

π

∞∫
−∞

c(x + t)
2 sin2 ωt

2

ωt2
dt = c(x)
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äëÿ ïî÷òè âñåõ x (èíòåãðàë
∞∫

−∞
ïîíèìàåòñÿ êàê lim

ω→∞
(L)

ω∫
−ω

) .

Óòâåðæäåíèå 1.9. Ïóñòü ôóíêöèÿ c èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà
êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå. Åñëè åå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë
(2) ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîé ôóíêöèè âñþäó âíå íåêîòîðîãî íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, òî lim
ω→∞

1
ωπ

ω∫
0

∞∫
−∞

c(λ + µ) sinλt
λ dλ dt = c(µ) äëÿ

ïî÷òè âñåõ µ , òî åñòü ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû ôóíêöèè c ñõîäÿòñÿ

â ñìûñëå (C, 1) ê c(µ) ïî÷òè âñþäó (èíòåãðàë
∞∫

−∞
ïîíèìàåòñÿ êàê

lim
ω→∞

(L)
ω∫

−ω

) .

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ áûëè ñîâ-
ìåñòíî ïðèâëå÷åíû ðèìàíîâñêàÿ è ëåáåãîâñêàÿ òåîðèè îáùèõ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ.

Íà îñíîâå ýòèõ óòâåðæäåíèé äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà ïåð-
âîé ãëàâû, îáîáùàþùàÿ òåîðåìó Îôôîðäà.

Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ c èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà
êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå è åå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë (2)
âñþäó âíå íåêîòîðîãî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà E ñõîäèò-
ñÿ ê êîíå÷íîé ôóíêöèè f. Òîãäà ôóíêöèè f(x) è f(x)e−iµx ÿâëÿþòñÿ
ASH-èíòåãðèðóåìûìè è

c(µ) = (C, 1)
1

2π

∞∫
−∞

f(x)e−iµx dx = lim
ω→∞

1

2πω

ω∫
0

( t∫
−t

f(x)e−iµx dx

)
dt

(3)

äëÿ ïî÷òè âñåõ µ , ãäå èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé x ïîíèìàåòñÿ â
ñìûñëå àïïðîêñèìàòèâíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî èíòåãðàëà Õåíñòîêà�
Êóðöâåéëÿ, à èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé t ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòå-
ãðàëà Ëåáåãà.

Âî âòîðîé ãëàâå îïðåäåëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà ôóíê-
öèé, ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîé ñèñòåìû è óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñâÿçü ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñè-
ñòåìå è ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé.
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Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñè-
ñòåì è èõ êîíòèíóàëüíûõ àíàëîãîâ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìíîæåñòâ åäèí-
ñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìå è äëÿ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Îïðåäåëåíèÿ 2.1, 2.3. Ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè (Us -ìíîæåñòâîì ) äëÿ ìóëüòèïëè-

êàòèâíîé ñèñòåìû ôóíêöèé {χm}m , åñëè êàæäûé ðÿä
∞∑

m=0
amχm(x) ,

ñõîäÿùèéñÿ ê íóëþ âíå ýòîãî ìíîæåñòâà, ìîæåò áûòü òîëüêî òîæäå-
ñòâåííî íóëåâûì.

Ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè
(Ui -ìíîæåñòâîì ) äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäà-
âàåìîãî ôóíêöèåé χ(x, y) , åñëè èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∞∫
0

a(x)χ(x, y)dx

ê íóëþ âíå ìíîæåñòâà E ñëåäóåò, ÷òî a(x) = 0 ïî÷òè âñþäó.
Ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì óòâåðæäåíèÿ è äîêàçûâà-

þòñÿ àíàëîãè òåîðåì Áàðè äëÿ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ ïî
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìå ôóíêöèé.

Âòîðîé ïàðàãðàô ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì. Â íåì äîêàçûâàåòñÿ òåî-
ðåìà î ñâÿçè ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè.

Òåîðåìà 2.12. Ìíîæåñòâî E ⊂ [0,∞) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
åäèíñòâåííîñòè äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâà-
åìîãî ôóíêöèåé χ(x, y) , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà
Ek = {{y} : y ∈ E ∩ [k, k + 1)} ïðè êàæäîì öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì
k ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè åäèíñòâåííîñòè äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ñèñòåìû ôóíêöèé {χ(P ′)

n }n .
Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ ðÿä ñëåäñòâèé.
Ñëåäñòâèå 2.15 (àíàëîã òåîðåìû Áàðè). Åñëè E1 , E2 , . . . ÿâ-

ëÿþòñÿ Ui -ìíîæåñòâàìè è êàæäîå En ñîñðåäîòî÷åíî â íåêîòîðîì

îòðåçêå In , ïðè÷åì In ∩ Im = ∅ , òî
∞⋃

n=1
En òàêæå ÿâëÿåòñÿ Ui -

ìíîæåñòâîì.
Ñëåäñòâèå 2.16. Åñëè ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ Mi -ìíîæåñò-

âîì, òî ñóùåñòâåò îòðåçîê I ñêîëü óãîäíî ìàëîé äëèíû òàêîé, ÷òî
E ∩ I òàêæå ÿâëÿåòñÿ Mi -ìíîæåñòâîì.
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Ñëåäñòâèå 2.17 (àíàëîã òåîðåìû Áàðè). Åñëè E1 , E2 , . . . ÿâ-

ëÿþòñÿ çàìêíóòûìè Ui -ìíîæåñòâàìè, òî
∞⋃

n=1
En òàêæå ÿâëÿåòñÿ

Ui -ìíîæåñòâîì.

Ïðåäìåòîì òðåòüåé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûå ìíîæåñòâà
åäèíñòâåííîñòè è U ∗ -ìíîæåñòâà äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ ïî ñìåøàííûì
ñèñòåìàì ôóíêöèé, ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ
ëåìì. Îñíîâíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ:

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ðÿä

∞∑
n

1
,...,nd=0

an
1
n

2
...nd

χn
1
(x) (4)

ñõîäèòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì â òî÷êàõ âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà
E ê êîíå÷íîé ôóíêöèè. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåëè÷èíû A > 0 è N > 0
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n

1
è ëþáîãî íàáîðà (j

2
, . . . , jd) , óäîâëåòâîðÿ-

þùåãî óñëîâèþ min(j
2
, . . . , jd) > N ,

∣∣∣ j
2∑

n
2
=0

. . .

jd∑
nd=0

an
1
n

2
...nd

∣∣∣ 6 A.

Çàìå÷àíèå 3.3. Äîïîëíåíèå äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà åäèí-
ñòâåííîñòè è U ∗ -ìíîæåñòâà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìû ìîæåò
âûñòóïàòü â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà E â ëåììå 3.2 .

Ëåììà 3.6. Ïóñòü ðÿä

∞∑
n

1
,...,nd=−∞

an
1
n

2
...nd

ein
1
x (5)

ñõîäèòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì â òî÷êàõ íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà E ê
êîíå÷íîé ôóíêöèè. Òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð N > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n

1
íàéäåòñÿ âåëè÷èíà A > 0 ñî ñâîéñòâîì:

∣∣∣ j
2∑

n
2
=−j

2

. . .

jd∑
nd=−jd

an
1
n

2
...nd

∣∣∣ 6 A
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äëÿ ëþáîãî íàáîðà (j
2
, . . . , jd) , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

min(j
2
, . . . , jd) > N .

Çàìå÷àíèå 3.7. Äîïîëíåíèå äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà åäèí-
ñòâåííîñòè èëè U ∗ -ìíîæåñòâà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿ-
åòñÿ íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì è ìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà
E â ëåììå 3.7 .

Âòîðîé ïàðàãðàô ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â òðåòüåé ãëàâå. Â íåì îïè-
ñàíû íîâûå êëàññû ìíîãîìåðíûõ U - è U ∗ -ìíîæåñòâ äëÿ ôóíêöèî-
íàëüíûõ ðÿäîâ, ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì.

Ïóñòü {g(k)
n }n ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé íà îò-

ðåçêå [0, 1] äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , d . Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî èíäåêñ n ïðîáåãàåò âñå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ñèñòåì
ôóíêöèé, íóìåðóåìûõ òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè, áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè èí-
äåêñà òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ è ñóììèðîâàíèå â ðÿäàõ ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ñèñòåìàì âåäåòñÿ ïî íåîòðèöàòåëüíûì èíäåêñàì.

Ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1]d íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè

(U -ìíîæåñòâîì) äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé {g(1)
n1 · . . . ·g

(d)
nd }n1,...,nd

, åñëè èç
ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì âíå ìíîæåñòâà E ïðîèçâîëüíîãî ðÿ-

äà
∞∑

n1,...,nd=−∞
an1...nd

g
(1)
n1 ·. . .·g

(d)
nd ê íóëþ ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî êîýôôèöèåíòû

íóëåâûå.
Ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1]d íàçûâàåòñÿ U ∗ -ìíîæåñòâîì äëÿ ñèñòåìû

ôóíêöèé {g(1)
n1 ·. . .·g

(d)
nd }n1,...,nd

, åñëè èç ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì

âíå ìíîæåñòâà E ïðîèçâîëüíîãî ðÿäà
∞∑

n1,...,nd=−∞
an1...nd

g
(1)
n1 · . . . · g

(d)
nd ê

êîíå÷íîé èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî äàííûé
ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f .

Ïóñòü {hn}n � ñèñòåìà îãðàíè÷åííûõ îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé íà
[0, 1] , äëÿ êîòîðîé â êëàññàõ U - è U ∗ -ìíîæåñòâ ñóùåñòâóþò ìíîæå-
ñòâà E , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó.

Ñâîéñòâî BS. Ïóñòü ðÿä

∞∑
n

1
,...,nd=−∞

an
1
n

2
...nd

hn1
(x) (6)

ñõîäèòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì âíå ìíîæåñòâà E ê êîíå÷íîé ôóíê-
öèè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàíîííîãî n

1
ñóùåñòâóþò íîìåð N > 0
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è âåëè÷èíà A > 0 ñî ñâîéñòâîì:

∣∣∣ j
2∑

n
2
=−j

2

. . .

jd∑
nd=−jd

an
1
n

2
...nd

∣∣∣ 6 A

äëÿ ëþáîãî íàáîðà (j
2
, . . . , jd) , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

min(j
2
, . . . , jd) > N .

Ïîäêëàññû óêàçàííûõ U -, U ∗ -ìíîæåñòâ áóäåì îáîçíà÷àòü UBS ,
U ∗

BS , ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîãëàñíî ëåììàì 3.2 è 3.6, â êà÷åñòâå {hn}n ìîãóò âûñòóïàòü

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå E ìîæíî áðàòü ïðîèçâîëüíîå U -ìíîæåñòâî
èëè U ∗ -ìíîæåñòâî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ôóíêöèé, òî åñòü â
îáîèõ ñëó÷àÿõ UBS = U , U ∗

BS = U ∗ .

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü ðÿä
∞∑

n1,...,nd=−∞
an1...nd

hn1
(x) ñõîäèòñÿ ïî ïðÿ-

ìîóãîëüíèêàì ê êîíå÷íîé ôóíêöèè f(x) ïðè x /∈ V (ê íóëþ ïðè
x /∈ U) , ãäå V ÿâëÿåòñÿ U ∗

BS -ìíîæåñòâîì äëÿ ñèñòåìû {hn}n (U
ÿâëÿåòñÿ UBS -ìíîæåñòâîì äëÿ ñèñòåìû {hn}n) , òîãäà

1) ðÿäû
∞∑

n2,...,nd=−∞
an1n2...nd

ñõîäÿòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì ïðè âñåõ

n1;

2) ðÿä
∞∑

n1=−∞

( ∞∑
n2,...,nd=−∞

an1n2...nd

)
hn1

(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ïðè x /∈V

è
∞∑

n2,...,nd=−∞
an1n2...nd

=
1∫
0

f(x)hn1
(x) dx

( ∞∑
n1=−∞

( ∞∑
n2,...,nd=−∞

an1n2...nd

)
hn1

(x)

ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè x /∈ U è
∞∑

n2,...,nd=−∞
an1n2...nd

= 0
)
.

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî k = 2, . . . , d ñèñòåìà {g(k)
n }n ÿâëÿåòñÿ ñè-

ñòåìîé îãðàíè÷åííûõ îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé íà [0, 1] è ïóñòü ñè-
ñòåìà ôóíêöèé {g(2)

n2 · . . . · g
(d)
nd }n2,...,nd

èìååò íåïóñòîé êëàññ (d − 1) -
ìåðíûõ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè. Ìû ïîñòðîèì êëàññ ìíîæåñòâ åäèí-
ñòâåííîñòè Ud , â êîòîðîì êàæäîå ìíîæåñòâî E çàäàåòñÿ íàáîðîì
ìíîæåñòâ {U, {U(x2,...,xd)}(x2,...,xd)/∈U} , ãäå U � (d − 1) -ìåðíîå ìíî-
æåñòâî åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñèñòåìû {g(2)

n2 · . . . · g
(d)
nd }n2,...,nd

â ñëó-
÷àå ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, à {U(x2,...,xd)}(x2,...,xd)/∈U � îäíî-
ìåðíûå UBS -ìíîæåñòâà äëÿ ôóíêöèé {hn}n . Åñëè îáîçíà÷èòü P =
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{
(x1, x2, . . . , xd) ∈ [0, 1]d : (x2, . . . , xd) ∈ U, x1 ∈ [0, 1]

}
, è R =

=
{
(x1, x2, . . . , xd) ∈ [0, 1]d : (x2, . . . , xd) /∈ U, x1 ∈ U(x2,...,xd)

}
, òî E =

P ∪R .
Òåîðåìà 3.9. Êàæäîå ìíîæåñòâî èç êëàññà Ud ÿâëÿåòñÿ U -

ìíîæåñòâîì äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé {hn1
g

(2)
n2 · . . . · g

(d)
nd }n1,...,nd

.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ êàæäîãî k = 2, . . . , d ñèñòåìà {v(k)
n }n ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèñòåìîé îãðàíè÷åííûõ îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé íà [0, 1] è
ïóñòü ñèñòåìà ôóíêöèé {v(2)

n2 · . . . · v
(d)
nd }n2,...,nd

èìååò íåïóñòîé êëàññ
(d − 1) -ìåðíûõ U ∗ -ìíîæåñòâ. Ìû ïîñòðîèì êëàññ U ∗ -ìíîæåñòâ
U∗

d , â êîòîðîì êàæäîå ìíîæåñòâî E çàäàåòñÿ íàáîðîì ìíîæåñòâ
{V, {V(x2,...,xd)}(x2,...,xd)/∈V} , ãäå V � (d− 1) -ìåðíîå U ∗ -ìíîæåñòâî äëÿ
ñèñòåìû {v(2)

n2 · . . . · v
(d)
nd }n2,...,nd

, â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíè-
êàì, {V(x2,...,xd)}(x2,...,xd)/∈V � îäíîìåðíûå U ∗

BS -ìíîæåñòâà äëÿ ôóíêöèé
{hn}n . Åñëè îáîçíà÷èòü P =

{
(x1, x2, . . . , xd) ∈[0, 1]d : (x2, . . . , xd) ∈V,

x1 ∈ [0, 1]} è R =
{
(x1, x2, . . . , xd) ∈ [0, 1]d : (x2, . . . , xd) /∈ V,

x1 ∈ V(x2,...,xd)
}
, òî E = P ∪R .

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü E ∈ U∗
d è ðÿä

∞∑
n

1
,...,nd=−∞

an
1
n

2
...nd

hn
1
(x1) · v(2)

n2
(x2) · . . . · v(d)

nd
(xd) (7)

ñõîäèòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì âñþäó âíå ìíîæåñòâà E ê êîíå÷íîé
èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó íà [0, 1]d ôóíêöèè f, òî äàííûé ðÿä ÿâëÿ-
åòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f, òî åñòü

an1n2
...nd

=

1∫
0

. . .

1∫
0

f(x1, . . . , xd)hn1
(x1)·v(2)

n2 (x2)·. . .·v(d)
nd (xd) dx1 dx2 . . . dxd.

Àâòîð ñåðäå÷íî áëàãîäàðíà íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçè-
êî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Â. À. Ñêâîðöîâó çà ïîñòàíîâêó
çàäà÷ è èõ ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ, ïðîôåññîðó Ò. Ï. Ëóêàøåíêî è
ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà ïî òåîðèè ôóíêöèé çà ñîâåòû â çàòðàãèâàåìûõ
äèññåðòàöèåé òåìàõ.
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