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Общая характеристика работы.
Актуальность темы.

В гидромеханике хорошо известно уравнение Орра–Зоммерфельда, кото-рое возникает при линеаризации уравнения Навье-Стокса для плоскопарал-лельных течений между двумя фиксированными стенками (см. подробности,например, в монографии 1). Оно имеет вид
f(D2 � �2)2 � i�R[q(x)(D2 � �2)� q00(x)]gy = �i�R�(D2 � �2)y; (1)y(�1) = y0(�1) = y(1) = y0(1) = 0: (2)

Здесь D = d=dx , � — волновое число (� 6= 0 ), R — число Рейнольдса,характеризующее вязкость жидкости, а q(x) — профиль скорости теченияжидкости в канале jxj < 1 .Задача Орра–Зоммерфельда изучалась многими авторами с начала XXвека. Основные результаты и литературные ссылки можно найти в моногра-фиях Драйзина и Райда 1 , Дикого 2, а также в работах Гейзенберга, Вазова,Лина и других авторов (см. библиографию в 1 ). В частности, вопрос о том,как ведет себя спектр задачи Орра-Зоммерфельда был поставлен еще Гей-зенбергом. В этой связи укажем важную работу Моравец 3, где показано,что при q(x) = x собственные значения задачи Орра–Зоммерфельда мо-гут локализоваться только вблизи отрезков [�1;�i=p3] , [1;�i=p3] и луча[�i=p3;�i1) , хотя подчеркивается, что информацию о собственных зна-чениях в малых окрестностях первых двух отрезков получить не удается.Информация о собственных значениях на мнимой оси получена в указан-ной работе только для достаточно далеких собственных значений, что выте-кает из общих методов, развитых еще Биркгофом, а для уравнения Орра–Зоммерфельда — Гейзенбергом.В начале 90-х годов Редди, Хеннингсон и Шмидт4, а также Трефезен51Drazin R. G., Reid W. H. "Hydrodynamic Stability"//Cambridge, 19812Дикий Л. А. "Гидродинамическая устойчивость и динамика атмосферы"//Л., Гидрометеоиздат.,19733Morawetz C. S. "The Eigenvalues of Some Stability Problems Involving Viscosity", J. Rat. Mech. Anal.,1952, 1, 579-6034Reddy S. G., Schmidt P. J., Henningson D. S. "Pseudospectra of the Orr–Sommerfeld operator"//SIAMJ. Appl. Math., 1993, 53, 1, 15-475Trefethen L. N. "Pseudospectra of linear operators"//ISIAM 95: Proceeding of the Third Int. Congresson Industrial and Appl. Math. Academic Varlag. Berlin., 1996, 401-434
1



начали изучать более простую задачу вида
i"y00 + q(x)y = �y; " = (�R)�1 > 0 (3)y(�1) = y(1) = 0; (4)

представляющую несамосопряженный вариант классической спектральнойзадачи Штурма–Лиувилля. Их численные расчеты подтверждали схожестьспектральной задачи Орра-Зоммерфельда и модельной задачи. В ходе этихисследований стала ясной важность спектрального анализа задачи (3) при" ! 0 . Отметим, что если в уравнении (3) вместо i" участвует параметр" > 0 , то получается самосопряженная задача с малым параметром. Спектртакой задачи вещественный, сгущается при "! 0 , причем можно найти яв-ные формулы для локализации собственных значений (формулы квантованияБора-Зоммерфельда). Замена параметра " на i" меняет задачу кардинально.Стоит отметить, что спектральная задача Штурма-Лиувилля (3) изуча-лась как на конечном отрезке, так и на всей вещественной оси. Важные ис-следования о спектре несамосопряженной задачи (3) с малым параметромдля случая всей оси были проведены в работе Днестровского и Костомаро-ва6. Однако, полного описания спектра задачи (3) как для бесконечного, таки для конечного интервала ни для какой конкретной функции q(x) не былополучено вплоть до недавнего времени. Эта задача получила свое развитие висследованиях Шкаликова и его аспирантов Дьяченко, Туманова и Неймана-Заде. В литературе наиболее часто встречаются два стационарных профиляскорости: профиль Куэтта - q(x) = x и профиль Пуазейля - q(x) = x2 .Аналитическое объяснение портрета собственных значений задачи с профи-лем Куэтта при " ! 0 было проведено в 7. А именно, было доказано, чтопри q(x) = x собственные значения модельной задачи (3), (4) локализуютсявдоль луча [�i=p3;�i1) и двух отрезков [�1;�i=p3] , [1;�i=p3] , а такженайдена асимптотика собственных значений в окрестности указанных отрез-ков. Предельное множество, вдоль которого концентрируются собственныезначения, названо спектральным галстуком. Более частный результат дру-гим методом независимо получен в 8. Эта задача получила свое обобщение вработе Шкаликова 9, где был рассмотрен случай монотонного на отрезке про-6Днестровский Ю. Н., Костомаров Д. П. "Об асимптотике собственных значений для несамосопря-женных краевых задач"// Журнал выч. мат. и мат. физики, 4, є2 (1964), с. 267-277.7Шкаликов А. А. "О предельном поведении спектра при больших значениях параметра одной мо-дельной задачи"//Мат. заметки., 1997, 62, 6, 950-9538Степин С. А. "Модель перехода от дискретного спектра к непрерывному в сингулярной теориивозмущений"//Фундаментальная и прикладная математика., 1997, 3, 4, 1199-12279Шкаликов А. А. "Спектральные портреты оператора Орра–Зоммерфельда при больших числах Рей-
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филя течения и доказано, что предельное множество состоит из трех кривыхтакже по форме напоминающих галстук. В последней работе также приведе-ны результаты для случая профиля Пуазейля, который подробно изучен в 10для симметричного квадратичного потенциала и в 11 для несимметричногоквадратичного потенциала. В указанных работах линии, вдоль которых кон-центрируются собственные значения, получили название предельного спек-трального графа.
Цель работы.
Найти функции q(x) частного и общего видов, для которых можно пол-ностью описать спектральные портреты при " ! 0 модельной задачи (3).А именно, доказать, что спектральный портрет в случае несимметричногоквадратичного потенциала, найденный в 11 , не случаен: похожая картинанаблюдается для широкого класса аналитических функций q(x) , обладаю-щих одним экстремумом на заданном отрезке. Найти предельные спектраль-ные кривые модельной задачи (3), рассматриваемой на вещественной оси, вслучае q(x) = x2n и в случае q(x) = x4 � a2x2 .
Методы исследования.
Метод фазовых интегралов, основанный на изучении ВКБ-асимптотикрешений дифференциальных уравнений и областей их применимости на базеанализа поведения графов Стокса, является ключевым при получении ре-зультатов диссертации.
Научная новизна.
Результаты диссертации являются новыми и основные из них состоят вследующем:
1. Найден класс функций с одним экстремумом на заданном отрезке, длякоторого описан спектральный портрет при "! 0 несамосопряженной зада-чи Штурма-Лиувилля с краевыми условиями y(a) = y(b) = 0 .

нольдса"//Современная математика., Фундаментальные направления, 2003, 3, 89-11210Туманов С. Н., Шкаликов А. А. "О предельном поведении спектра модельной задачи для уравненияОрра–Зоммерфельда с профилем Пуазейля"//Известия РАН., 2002, 66, 411Туманов С. Н., Шкаликов А. А. "О предельном поведении спектра модельной задачи для урав-нения Орра–Зоммерфельда с квадратичным профилем"// Electronic archive http://arXiv.org/ps/math-ph/0212074, 2002
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2. Найден предельный спектр и асимптотические формулы для собствен-ных значений несамосопряженной задачи Штурма-Лиувилля, рассматрива-емой на вещественной оси, с потенциалом в виде произвольного одночленачетной степени.
3. Найден предельный спектральный граф несамосопряженной задачиШтурма-Лиувилля, рассматриваемой на вещественной оси, с потенциалом ввиде произвольного симметричного многочлена четвертой степени. В рамкахисследования расположения предельного спектрального графа также уста-новлена связь между поведением критических кривых рассматриваемой за-дачи и свойствами гипергеометрической функции.
Теоретическая и практическая ценность.
Работа носит теоретический характер. Результаты диссертации могутбыть использованы специалистами, занимающимися спектральной теориейоператоров и гидромеханикой.
Апробация работы.
Результаты диссертации докладывались на конференциях:«Дифференциальные уравнения и смежные вопросы», посвященнойИ. Г. Петровскому, Москва, 2007 г.«Спектральные и эволюционные задачи», Крымская осенняя математи-ческая школа, Севастополь, 2008 г.«Современные проблемы математики, механики и их приложений», по-священной 70-летию В. А. Садовничего, Москва, 2009 г.
Результаты диссертации докладывались и обсуждались на семинарах:«Несамосопряженные операторы», руководители — профессор А. Г. Ко-стюченко и профессор А. А. Шкаликов (2005, 2006, 2007, 2008, 2009 гг.),«Операторные модели в математической физике», руководители — про-фессор А. А. Шкаликов, доцент А. М. Савчук, доцент И. А. Шейпак (2008,2009 гг.)«Спектральный анализ дифференциальных и разностных операторов»,руководители — профессор А. Г. Костюченко, профессор В. В. Власов, про-фессор К. А. Мирзоев (2008 г.)
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Публикации.
Основные результаты работы изложены в 5 работах автора, список кото-рых приведен в конце автореферата.
Структура и объем диссертации.
Диссертация изложена на 71 странице и состоит из введения, трех глав исписка используемой литературы. Список литературы содержит 58 наимено-ваний.

Краткое содержание диссертации.
В первой главе исследуется поведение спектра модельного семейства диф-ференциальных операторов

L(")y = i"y00 + q(x)y; " > 0; (5)
действующих на отрезке [a; b] с краевыми условиями:

y(a) = y(b) = 0; (6)
при " ! 0 с профилем q(x) , имеющим один экстремум на отрезке [a; b] .Для простоты можно считать, что q(x) продолжается во всю комплекснуюплоскость как целая функция, но можно ограничится только требованиемее аналитичности в окрестности отрезка [a; b] вдобавок к основным услови-ям, которые сформулированы ниже. Не ограничивая общности, мы можемрассматривать случай a < 0 < b; 0 = q(0) < q(a) < q(b) , полагая, чтофункция q(x) убывает на отрезке [a; 0] и возрастает на отрезке [0; b] . То-гда область значений функции q(x) при x 2 [a; b] есть отрезок [0; q(b)] . Вэтом случае область значений квадратичной формы изучаемого семействаоператоров (Ly; y) лежит в полуполосе

� = f� 2 CjIm� < 0; 0 < Re� < q(b)g:
Так как спектр оператора заключен в его числовом образе, то при любом" > 0 собственные значения задачи лежат в этой полуполосе.Итак, сформулируем основные условия на функцию q(x) .(i) Функция q(x) вещественна при x 2 [a; b] , убывает на отрезке [a; 0]и возрастает на отрезке [0; b] , причем a < 0 < b; 0 = q(0) < q(a) < q(b) .
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Существуют не пересекающиеся области G1; G2 � C , имеющие в качествечасти своей границы отрезки [a; 0] и [0; b] соответственно, такие, чтоq(z) аналитична в G1; G2 и биективно отображает G1 на полуполосу �1 ,а G2 на полуполосу � (здесь черта означает замыкание областей), где
�1 = f� 2 CjIm� < 0; 0 < Re� < q(a)g:

(ii) При любом c 2 (0; q(a)) прообраз луча rc = f�j� = c� it; 0 � t <1gв G1 есть функция относительно мнимой оси, т.е. любая прямая Im� =const пересекает прообраз луча rc только один раз, либо не пересекает во-все. Аналогично, при любом c 2 (0; q(b)) прообраз луча rc в G2 есть функ-ция относительно мнимой оси.Из этих условий, по принципу соответствия границ следует, что областьG1 полностью лежит в верхней полуплоскости, а область G2 полностью ле-жит в нижней. Примерами функций, удовлетворяющих сформулированнымдвум условиям, могут служить q(x) = x2 на отрезке [�1; 2] , q(x) = 1�cos(x)на отрезке [��2 ; �] и другие.Пусть �1� - единственный корень уравнения q(z)�� = 0 , лежащий в G1 ,определенный при � 2 �1 . Аналогично, �2� - единственный корень уравне-ния q(z) � � = 0 , лежащий в G2 , определенный при � 2 � . Введем ветвьp� , которую всюду далее будем называть основной: Arg(p�) 2 (��2 ; 0) приIm� < 0 .Рассмотрим набор кривых в полуполосах � и �1 :
e1a = f� 2 �1jRe

Z a
�1
�

pi(q(�)� �)d� = 0g
e2a = f� 2 �jRe Z a

�2
�

pi(q(�)� �)d� = 0g
e2b = f� 2 �jRe Z b

�2
�

pi(q(�)� �)d� = 0g
e0 = f� 2 �1jRe

Z �2
�

�1
�

pi(q(�)� �)d� = 0g
f1 = f� 2 �jQ(�) = Re Z b

a
pi(q(x)� �)dx = 0g

Как показано в диссертации данные кривые качественно ведут себя такжекак изображено на рис. 1:
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Рис. 1: Критические линии для случая q(x) = x2 (0 < �a < b )
Кривые e1a , e2b и e0 проходят через точки вещественной оси q(a) , q(b)и 0 , соответственно, и являются функциями относительно веществен-ной оси. Кривая f1 является функцией относительно мнимой оси, име-ющей асимптотику c0 = 1b�a R ba q(x)dx при t ! +1 . Кривые e2a; e2b ;f1пересекаются лишь в некоторой точке �2 2 � . Кривые e1a; e2a; e0 пересека-ются лишь в некоторой точке �1 2 �1 . Кривые e1a; e2b не пересекаются.Никакая из упомянутых кривых не имеет самопересечений.Обозначим через 0 часть кривой e0 между 0 и �1 , через 1a - частькривой e1a , заключенную между точками q(a) и �1 , через 2a - часть кри-вой e2a , заключенную между точками �1 и �2 , через 2b - часть кривой e2b ,заключенную между точками q(b) и �2 , наконец, через 1 - часть кривойf1 , заключенную между �2 и �i1 . Положим (см. рис. 2)

� = 0 [ 1a [ 2a [ 2b [ 1
Теорема 1.1. При любом � > 0 найдется "0 > 0 , такое, что все собствен-ные значения задачи (5), (6) при " < "0 лежат внутри � -окрестностиграфа � .
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Рис. 2: Предельные спектральные кривые для случая q(x) = x2 (0 < �a < b )
Во второй главе диссертации рассматривается спектральная задачаШтурма-Лиувилля на вещественной оси для случая потенциала в виде одно-члена четной степени. Изучается семейство дифференциальных операторов

L(")y = {"y00 + q(x)y; " > 0; (7)действующих в пространстве L2(R) при " ! 0 . Рассматривается семействопотенциалов вида q(x) = (x + a)2n + b; a; b 2 R; n 2 N: Заметим, чтодостаточно рассмотреть случай q(x) = x2n , поскольку при замене t = x + aоператор и краевые условия не меняются, а прибавление константы b простосдвигает спектр. Так как q(x)!1 при x! �1 , то спектр этого операторадискретен при любом " > 0 . Положим
 = f�jarg� = � �n2(n+ 1)gСформулируем основные результаты этой главы:

Теорема 2.1. Для всякой � -окрестности луча  найдется "0 > 0 такое,что при " < "0 все точки спектра задачи (7), рассматриваемой на веще-ственной оси, содержаться в этой окрестности.
Для получения более детальной информации о поведении собственныхзначений в окрестности луча arg� = � �n2(n+1) положим
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~�k = e� �n

2(n+1) {�(2k + 1)2uA
2n
n+1 , где u = 1p"; A = Z 1

�1
p1� �2nd�):

Теорема 2.2. Для любого отрезка I �  не содержащего нуль, для лю-бой окрестности � этого отрезка, не содержащей некоторой окрестностинуля, найдутся "0 > 0 и константа C > 0 такие, что при всех " < "0окрестность � будет содержать точки спектра. Более того, если рас-смотреть точки ~�k , то в каждой окрестности Uk этих точек радиусаC" , лежащей в � найдется и при том единственная точка спектра.
В третьей главе диссертации рассматривается спектральная задачаШтурма-Лиувилля на вещественной оси для случая потенциала в виде сим-метричного многочлена четвертой степени. Изучается семейство дифферен-циальных операторов

L(")y = i"y00 + �x4 � a2x2� y; " > 0; (8)действующее в пространстве L2(R) , где " малый параметр. Так как q(x)!1 при x! �1 , то спектр этого оператора дискретен при любом " > 0 . На-ша задача - описать характер поведения спектра при "! 0 . Во второй главемы показали, что при q(x) = x4 , то есть при a = 0 , предельным множествомявляется луч e� i�

3 t; t 2 R+ . В диссертации доказано, что предельный спектррассматриваемой задачи получается масштабированием с коэффициентом a44из предельного множества, соответствующего a = 1 , поэтому все результатыполучены для этого случая. При этом, в силу того, что спектр оператора ле-жит в замыкании его числового образа, спектральный параметр � ограниченквадрантом � = f� 2 Cj � 1 < Re�; Im� < 0g:Пусть 2F1(p; q; r; z) - гипергеометрическая функция, определяемая рядом
1X
k=0

(p)k(q)kzkk!(r)k = 1 + pqzr + p(p+ 1)q(q + 1)z22r(r + 1) + :::
В нашем случае p; q; r - вещественные константы, а z - аналитическая функ-ция, зависящая от спектрального параметра � . Критические кривые, вдолькоторых концентрируется спектр рассматриваемой задачи, найдены в видеуравнений на гипергеометрическую функцию. Пусть

z1(�) = ��+ 2p�+ 1 + 2� и
9



z2(�) = ��� 2p�+ 1 + 2� :
Рассмотрим кривые

1 = f�j Re(e i�

4
� 2F1(�12 ; 12 ; 2; z1(�))p1�p�+ 1 ) = 0g

2 = f�j Re(e i�

4
� 2F1(�12 ; 12 ; 2; z2(�))p1 +p�+ 1 ) = 0g

3 = f�j Re(e i�

4 �(2F1(�12 ; 12 ; 2; z1(�))p1�p�+ 1 � 2F1(�12 ; 12 ; 2; z2(�))p1 +p�+ 1 )) = 0g
4 = f�j Re(e i�

4 �(2F1(�12 ; 12 ; 2; z1(�))p1�p�+ 1 + 2F1(�12 ; 12 ; 2; z2(�))p1 +p�+ 1 )) = 0g

Рис. 3: Критические линии для случая q(x) = x4 � x2
С помощью использования свойств гипергеометрической функции в дис-сертации показано, что данные кривые в области � качественно ведут себятакже как изображено на рис. 3:Кривая 1 выходит из вещественной точки r0 < �12 . Если � лежитна кривой 1 , то Arg (�) ! ��3 при j�j ! 1 . Кривая 2 выходит из
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нуля под углом �3�4 . Если рассматривать кривую 2 во всей нижней по-луплоскости, то Arg(�) ! �� при j�j ! 1 вдоль кривой 2 . Кривая 4симметрична 1 , а 3 кривой 2 , относительно прямой Re� = �12 : Мно-жество 1 \ 2 \ 3 \ 4 состоит из одной точки �0 2 �; Re �0 = �12 ;причем больше кривые 1; 2; 3; 4 между собой не пересекаются.Сформулируем основной результат главы.
Теорема 3.1. Предельный спектральный граф рассматриваемого семействаоператоров (8) является объединением части кривой 2 , соединяющей 0 сточкой �0 = �0:5 � i 0:44503::: , части кривой 3 , соединяющей �1 с �0 ,и кривой 1 , выходящей из �0 и стремящейся к асимптоте параллельнойлучу e� i�

3 t; t 2 R+ (см. рис. 4)

Рис. 4: Предельный спектральный граф для случая q(x) = x4 � x2
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