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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû
Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

ïðè èçó÷åíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çà÷àñòóþ îñíîâàíî íà ïðåäñòàâ-
ëåíèè ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé êàê ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ôóíêöèîíà-
ëà íà òðàåêòîðèÿõ ïîäõîäÿùåãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà. Ñðåäíåå çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà íà òðàåêòîðèÿõ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê
èíòåãðàë ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îòíîñè-
òåëüíî ìåðû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èíäóöèðîâàííîé äàííûì ïðîöåññîì. Ïîýòî-
ìó òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ôóíêöè-
îíàëüíûõ èíòåãðàëîâ.

Ïðè ýòîì ñ êàæäûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà L ìîæíî ñâÿçàòü ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â
ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïîëóïðÿìîé. Ýòî ñåìåéñòâî ìåð îïðå-
äåëÿåò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîðó L. Åñëè èçâåñòíû
íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà L, òî ìîæíî ñäåëàòü îïðåäåëåííûå âûâîäû î
ìàðêîâñêîì ïðîöåññå. È íàîáîðîò, èçó÷àÿ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ìîæíî ïîëó-
÷èòü èíôîðìàöèþ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ìåðû íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ òðàåêòî-
ðèé, èíäóöèðîâàííûå ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ çàâèñÿò îò áåñêîíå÷íî ðàñòóùåãî ïàðàìåòðà λ ∈ R+ è èññëåäóåòñÿ
ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïîðîæäàåìûõ ìåð. Ïðè ýòîì ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ê ïî-
ñòðîåíèþ ïîâåðõíîñòíûõ ìåð, ðàçðàáîòàííûé â ñåðèè ðàáîò Î. Ã. Ñìîëÿíîâà
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è Õ. ôîí Âàéöçåêêåðà ñ èõ ñîòðóäíèêàìè1,2,3,4, îñíîâàííûé íà âëîæåíèè ðè-
ìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïàðàëëåëüíî ñ èçó÷åíèåì ìåð èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè ìåðàìè, è äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìî-
ñòè ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷. Îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ìåð Ñìîëÿíîâà-
Âàéöçåêêåðà óñïåøíî ïðèìåíÿëàñü ðàíåå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ
èíòåãðàëîâ è èõ ïðèìåíåíèÿ ê èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, íàïðèìåð â ðàáîòàõ5,6.

Âñå ñêàçàííîå è îïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.
Öåëü ðàáîòû
Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè ìåð íà òðàåêòîðèÿõ â ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿõ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå ïðåäåëà ìåð íà òðàåêòîðèÿõ â
îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå èçó÷åíèè ñâÿçàííûõ ñ ýòèì ïðåäñòàâëå-
íèåì íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå èç íèõ çàêëþ÷àþò-

ñÿ â ñëåäóþùåì:
1) Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ìåðû íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé â ðèìàíî-

1Ñìîëÿíîâ Î.Ã., Âàéöçåêêåð Õ. ôîí, Âèòòèõ Î. Ïîâåðõíîñòíûå ìåðû è íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è,
ïîðîæäàåìûå äèôôóçèÿìè ñî ñíîñîì, ÄÀÍ, 2007. Ò. 415 � 6. Ñ. 737-741

2Sidorova N.A., Smolyanov O.G., Weizs�acker H. v., Wittich O. The Surface Limit of Brownian Motion in
Tubular Neighbourhoods of an Embedded Riemannian Manifold, Journal of Functional Analysis, 2004. V. 206
P. 391-413

3Ñèäîðîâà Í.À., Ñìîëÿíîâ Î.Ã., Âàéöçåêêåð Õ. ôîí, Âèòòèõ Î. Ïîâåðõíîñòíûå ìåðû Âèíåðà íà òðà-
åêòîðèÿõ â ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ÄÀÍ, 2002. Ò. 383 � 4. Ñ. 458-463

4Smolyanov O.G., Weizs�acker H. v., Wittich O. Brownian Motion on a Manifold as Limit of Stepwise
Conditioned Standard Brownian Motions, Can. Math. Soc. Conf. Proc., 2000. V. 29 P. 589-602

5Obrezkov O. O. The Proof of the Feynman�Kac Formula for Heat Equation on a Compact Riemannian
Manifold, In�nite Dimensional Analysis, Quantum Probability, and Related Topics, 2003. V. 6 �2 P. 311-320

6Butko Ya. A. Representations of the Solution of the Cauchy-Dirichlet Problem for the Heat Equation in a
Domain of a Compact Riemannian Manifold by Functional Integrals, Russian Journal of Mathematical Physics,
2004. V. 11 �2 P. 1-9
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âîì ìíîãîîáðàçèè, ïîðîæäåííîé áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, â âèäå ïðåäåëà
ìåð íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå. Â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè â ðèìàíîâîì ïîäìíîãîîáðàçèè åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå
ïðåäåëà ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.

2) Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè-Íåéìàíà óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëàñòè åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå ïðåäåëà ðå-
øåíèé çàäà÷ Êîøè â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.

3) Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè-Äèðèõëå, à òàêæå çàäà-
÷è Êîøè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëàñòè åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà â
âèäå ïðåäåëà ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ìàãíèòíûì
ïîëåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû áåñêîíå÷íîìåðíîãî è ñòîõàñòè÷åñêî-

ãî àíàëèçà, à òàêæå ðÿä ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêöèé.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ýâîëþ-
öèîííûõ óðàâíåíèé íà ìíîãîîáðàçèè ñ ïîìîùüþ ïðåäåëîâ èíòåãðàëîâ ïî òðà-
åêòîðèÿì â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ïîä

ðóêîâîäñòâîì ä.ô-ì.í., ïðîôåññîðà Ñìîëÿíîâà Î. Ã. è ä.ô-ì.í., ïðîôåññîðà
Øàâãóëèäçå Å. Ò. "Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà"(2006-
2009 ãã.), íà êîíôåðåíöèÿõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà (2007-2008
ãã.) è íà XXII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
è ñìåæíûå âîïðîñû", ïîñâÿùåííîé 106-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ È. Ã. Ïåòðîâ-
ñêîãî (Ìîñêâà, 2007ã.).
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Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 4 ðàáîòàõ àâòîðà, ñïè-

ñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîð-
ñòâå, íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ è ââåäåíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè

ñîñòàâëÿåò 70 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 45 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîðìó-
ëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé, ïîêàçàíà
ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåíû âûíîñèìûå
íà çàùèòó íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ.

Ãëàâà 1
Ïóñòü M � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå áåç ãðàíèöû, âëî-

æåííîå â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì íà ìíîãîîáðàçèè
íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ïåðåõîäíàÿ ïîëóãðóïïà êîòîðîãî çàäàåòñÿ
ãåíåðàòîðîì −1

2∆M , ãäå ∆M � îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà M . Â Ãëà-
âå 1 ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïðåäñòàâèòü ìåðó íà ïðîñòðàí-
ñòâå òðàåêòîðèé ñî çíà÷åíèÿìè â M , ïîðîæäàåìóþ áðîóíîâñêèì äâèæåíè-
åì íà M , ïðè ïîìîùè ñëàáîãî ïðåäåëà ìåð íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé â
îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå Rd. Êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â Rd, ÿâëÿþùèõñÿ áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè ñ
áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùèì ïî ìîäóëþ ñíîñîì, íàïðàâëåííûì â ñòîðîíó ìíî-
ãîîáðàçèÿ. Äàëåå, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ äåëàåòñÿ âûâîä î
ñõîäèìîñòè ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè îïðåäåëåííîãî âèäà â Rd ê ðåøåíèþ çàäà÷è
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Êîøè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà äàííîì ìíîãîîáðàçèè.
Áîëåå ïîäðîáíî:
Ïóñòü îòîáðàæåíèå π : x 7→ x̄ åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè, ïðè-

íàäëåæàùåé r0-îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, íà ñàìî ìíîãîîáðàçèå M .
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ C̃M : Mr0

→ Rd ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C̃M(x) = x− x̄. (1)

Ïóñòü CM : Rd → Rd � ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè C̃M íà âñå Rd òàêîå, ÷òî CM(x)

îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Ïóñòü Bt = B(t, ω) : R+ × Ω 7→ Rd � ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå

â Rd. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ (Bλ
t ), ÿâëÿþùèõñÿ ðå-

øåíèÿìè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dBλ
t = dBt − λCM(Bλ

t )dt, Bλ
0 = x ∈ M, λ ∈ R+.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ñëàáûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð, ïîðîæäàåìûõ äèô-
ôóçèÿìè ñî ñíîñîì (Bλ

t )(0 ≤ t ≤ T ), íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé C([0, T ],Rd)

ïðè ñòðåìëåíèè λ ê ∞ åñòü ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå
C([0, T ],M) ⊂ C([0, T ],Rd), ïîðîæäàåìàÿ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì íà ìíî-
ãîîáðàçèè M .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äàíà Rd-çíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ w íà [0,∞) ñ
óñëîâèåì w(0) = x ∈ M . Ïóñòü T > 0 ôèêñèðîâàíî. È ïóñòü ξλ ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, r0) ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî Λ ≡ Λ(ε) òàêîå, ÷òî ξλ(t) ∈Mε, 0 ≤ t ≤ T, ∀λ ≥ Λ.

5



ãäå ñåìåéñòâî ôóíêöèé ξλ çàäàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ξλ(t) = w(t)− λ

t∫

0

CM(ξλ(s))ds . (2)

Ïóñòü (M, g) ãëàäêîå êîìïàêòíîå íå èìåþùåå ãðàíèöû ðèìàíîâî ìíîãî-
îáðàçèå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà M :





∂f(t, x)

∂t
= −1

2
∆Mf(t, x) ïðè t ≥ 0, x ∈ M,

f(0, x) = f0(x) ïðè x ∈ M.
(3)

ãäå ∆M îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà M , à f0(x) íåïðåðûâíàÿ íà M ôóíê-
öèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α : M → Rd îòîáðàæåíèå, îñóùåñòâëÿþùåå èçîìåòðè÷-
íîå âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rd. Ïóñòü S ÿâëÿåòñÿ
îáðàçîì ìíîãîîáðàçèÿ ïðè ýòîì âëîæåíèè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ fλ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ñëåäóþùåãî óðàâíå-
íèÿ â ïðîñòðàíñòâå Rd:





∂fλ(t, x)

∂t
=

1

2
∆fλ(t, x)− λ(∇fλ(t, x), CM(x)) ïðè (t, x) ∈ (0, T ]× Rd,

fλ(0, x) = g0(x) ïðè x ∈ Rd,

(4)
ãäå ôóíêöèÿ U îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (1), à g0(x) ∈ C(Rd,R).

Èç Òåîðåìû 1 ñëåäóåò

Òåîðåìà 3. Åñëè g0(x)| = f0(α
−1(x)) ïðè x ∈ S, òî fλ(x) → f(α−1(x)) ïðè

λ →∞.

Ãëàâà 2
Ïóñòü D � îáëàñòü â Rd ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ îò-

ðàæåíèåì íà ãðàíèöå îáëàñòè ∂D íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ, óäîâëåòâîðÿþùèé òàê
íàçûâàåìîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Ñêîðîõîäà. Â
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Ãëàâå 2 èçó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé àíàëîãè÷íîå ðàññìàò-
ðèâàåìîìó â ïåðâîé ãëàâå, íî ñî ñíîñîì, íàïðàâëåííûì â ñòîðîíó îáëàñòè
D. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùèì êîýôôèöèåíòå ñíîñà
ïðåäåëîì òàêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ îòðàæåíèåì íà
ãðàíèöå îáëàñòè. Äàëåå, èç ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé êàê èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì ïî ïîðîæäàåìîé ìåðå äåëàåòñÿ âûâîä î
òîì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè-Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â
ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè îïðåäåëåííîãî âèäà.

Ïîäðîáíåå:

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïîòðàåêòîðíûé ïðåäåë (ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
C([0, T ],Rd)) ïðè λ →∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Bλ

t áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé ñî
ñíîñîì ê îáëàñòè ñóùåñòâóåò è ðàâåí áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ Br

t ñ îòðà-
æåíèåì íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, çà-
âèñÿùåå îò ïàðàìåòðà λ, ñëåäóþùåãî âèäà:





∂fλ(t, x)

∂t
=

1

2
∆fλ(t, x)− λ(∇fλ(t, x), CD(t, x)) ïðè (t, x) ∈ (0, T ]× Rd,

fλ(0, x) = f0(x) ïðè x ∈ Rd.

(5)
È ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè-Íåéìàíà â îáëàñòè D äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè:




∂g(t, x)

∂t
=

1

2
∆g(t, x) ïðè (t, x) ∈ (0, T ]×D,

∂g(t, x)

∂n
= 0 ïðè (t, x) ∈ (0, T ]× ∂D,

g(0, x) = f0(x) ïðè x ∈ D.

(6)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü g ∈ C1,2([0, T ] × D̄) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè-Íåéìàíà
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì f0|D̄ äëÿ óðàâíåíèÿ (6). È ïóñòü äëÿ êàæäîãî λ > 0

ôóíêöèÿ fλ ∈ C1,2([0, T ]×Rd) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè â [0, T ]×Rd
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äëÿ óðàâíåíèÿ (5). Òîãäà â êàæäîé òî÷êå x ∈ D̄ fλ(t, x) → g(t, x) ïðè λ →∞
.

Ãëàâà 3
Ïîâåäåíèå ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå B(x) çàäàåòñÿ êâàíòîâûì îïåðàòî-

ðîì ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

H(a, V ) =
1

2
(−i∇− a)2 + V,

ãäå a(x) � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ B(x) = ∇ × a, à V (x) �
ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ îïåðàòîðîì ýíåðãèè òàêîãî
âèäà òàêæå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ìàãíèòíûì ïîëåì.
Â Ãëàâå 3 èññëåäóåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â Rd ïðè áåñ-
êîíå÷íî âîçðàñòàþùåì ìàãíèòíîì ïîòåíöèàëå a(x) âíå çàäàííîé îáëàñòè. Ñ
ïîìîùüþ ôîðìóëû Ôåéíìàíà-Êàöà-Èòî, äàþùåé ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà äîêàçàíî, ÷òî
â çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åíèé íàêëàäûâàåìûõ íà a(x) ïðåäåëîì ðåøåíèé ìî-
æåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè-Äèðèõëå â ýòîé îáëàñòè ëèáî ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, îãðàíè÷åííûì íà ýòó îáëàñòü. Àíàëî-
ãè÷íûé ôàêò î ñõîäèìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ìàãíèò-
íûì ïîëåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè-Äèðèõëå, ñ èíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà
ìàãíèòíîå ïîëå, áûë óñòàíîâëåí ðàíåå7. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü òåõíèêà,
ñîâåðøåííî îòëè÷íàÿ îò ïðèìåíÿåìîé â äèññåðòàöèè.

Èçó÷åíà ñâÿçü äàííîãî ðåçóëüòàòà ñ òåîðèåé ïîâåðõíîñòíûõ ìåð Ñìîëÿíîâà-
Âàéöçåêêåðà.

Áîëåå ïîäðîáíî:
Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, âîç-

ìóùåííîå ïàðàìåòðîì λ ∈ R+, àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â
7Hempel R., Herbst I. Strong magnetic �elds, Dirichlet boundaries, and spectral gaps, Comm. Math. Phys.,

1995. V. 169 � 2. P. 237-259
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ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè:
∂f(t, x)

∂t
=

1

2
(∇− iλCD)2f(t, x), (7)

ãäå f : [0, T ]× Rd → C, T > 0.
Èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ïîâåäåíèÿ ïðåäåëà ðåøåíèé (7) ïðè ñòðåì-

ëåíèè ïàðàìåòðà λ ê áåñêîíå÷íîñòè â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé íàêëàäûâàåìûõ
íà âåêòîðíûé ïîòåíöèàë CD(x).

Óñëîâèå 1. Ïóñòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë CD : Rd → Rd îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

1) CD(x) äèôôåðåíöèðóåìà è îãðàíè÷åíà íà Rd;

2) CD(x) = 0 ïðè x ∈ D;

3) ∂D ⊂ {x ∈ Rd : CD 6= 0}

4) div CD(x) = 0.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f0 : Rd → R � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ,
îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü âíå D, g : [0, T ] × D → Rd � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè-
Äèðèõëå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè





∂g(t, x)

∂t
= ∆g(t, x), t ∈ (0, T ], x ∈ D,

g(t, x) = 0, t ∈ (0, T ], x ∈ ∂D,

g(0, x) = f0(x), x ∈ D.

È ïóñòü äëÿ êàæäîãî λ > 0 ôóíêöèÿ fλ : [0, T ]×Rd → C ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ìàãíèòíûì ïîëåì





∂fλ(t, x)

∂t
= −1

2
(i∇+ λCD(x))2f(t, x), t ∈ (0, T ], x ∈ Rd,

fλ(0, x) = f0(x), x ∈ Rd,

ãäå ôóíêöèÿ CD óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, T ], x ∈ D

fλ(t, x) → g(t, x) ïðè λ →∞.
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Óñëîâèå 2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ U(x) : Rd → R òàêàÿ, ÷òî

1) U(x) = 0 ïðè x ∈ D̄;

2) m{x ∈ Rd \ D̄ : ∇U(x) = 0} = 0 (ãäå m-ìåðà Ëåáåãà);

3) CD(x) = ∇U(x).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü f0 : Rd → R � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ,
îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü âíå D, g : [0, T ] × D → Rd � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè





∂g(t, x)

∂t
= ∆g(t, x), t ∈ (0, T ], x ∈ D,

g(0, x) = f0(x), x ∈ D.

È ïóñòü äëÿ êàæäîãî λ > 0 ôóíêöèÿ fλ : [0, T ]×Rd → C ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ìàãíèòíûì ïîëåì





∂fλ(t, x)

∂t
= −1

2
(i∇+ λCD(x))2f(t, x), t ∈ (0, T ], x ∈ Rd,

fλ(0, x) = f0(x), x ∈ Rd,

ãäå ôóíêöèÿ CD óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, T ], x ∈ D

fλ(t, x) → g(t, x) ïðè λ →∞.

Â çàêëþ÷åíèå ÿ õî÷ó âûðàçèòü ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íî-
ìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Îëåãó
Ãåîðãèåâè÷ó Ñìîëÿíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ìíîãî-
ëåòíþþ ïîääåðæêó.
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