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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ

êâàäðàòè÷íûõ (ò.å. ïîëèíîìèàëüíûõ ñòåïåíè äâà) âåêòîðíûõ ïîëåé íà âå-
ùåñòâåííîé ïëîñêîñòè. Ïîëèíîìèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè çà-
äàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), (1)
ãäå (x, y) ∈ R2, à P (x, y) è Q(x, y) � ìíîãî÷ëåíû. Åãî ïðåäåëüíûì öèêëîì
íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, ãîìåîìîðôíàÿ îêðóæ-
íîñòè. Âî âòîðîé ÷àñòè 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå
âîïðîñû1:
(q1) Ìîæíî ëè îöåíèòü ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ëþáîãî ïîëèíîìèàëüíî-

ãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè âåëè÷èíîé H(n), çàâèñÿùåé òîëüêî
îò n � íàèáîëüøåé èç ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ P è Q?

(q2) Åñëè îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, òî îöåíèòü ñâåðõó
H(n).

Ýòà ïðîáëåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ãèëüáåðòîì â 1900 ã. â äîêëàäå íà
II-îì Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ. Ñ òåõ ïîð 16-é ïðîáëåìå
Ãèëüáåðòà áûëè ïîñâÿùåíû ìíîãèå èññëåäîâàíèÿ, ïîëó÷åíû çíà÷èòåëüíûå
ðåçóëüòàòû, ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû è ðàçäåëû òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, îäíàêî ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå âîïðîñû äî ñèõ ïîð
îòêðûòû. Åäèíñòâåííûé èçâåñòíûé îáùèé ðåçóëüòàò î ÷èñëå ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñîñòîèò â êîíå÷íîñòè ýòîãî ÷èñ-
ëà äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîð-
íûõ ïîëåé ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà áûëà ïîëó÷åíà Áàìîíîì â 1986 ã.2, à
îáùåå óòâåðæäåíèå äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè áûëî äî-
êàçàíî íåñêîëüêèìè ãîäàìè ïîçæå íåçàâèñèìî Èëüÿøåíêî3 è Ýêàëåì4.

Âî ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå
16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêî-
ñòè. Ýòî � ïðîñòåéøèé êëàññ âåêòîðíûõ ïîëåé, óæå äëÿ êîòîðîãî îòâåòû

1Yu. Ilyashenko, Centennial History of Hilbert's 16th Problem, Bull. Amer. Math. Soc., 2002, 39, no. 3,
301-354.

2R. Bam�on Quadratic vector fields in the plane have a finite number of limit cycles, Publ. I.H.E.S 64
(1986), pp. 111-142.

3Yu. Ilyashenko Finitness theorems for limit cycles, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1991.
4J. �Ecalle Introduction aux fonctions analysables et preuve constructive de la conjecture de Dulac,

Hermann, Paris, 1992.
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íà âîïðîñû, ïîñòàâëåííûå âûøå, íåèçâåñòíû. Êðîìå òîãî, êâàäðàòè÷íûå
âåêòîðíûå ïîëÿ îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, óïðîùàþùèõ èõ
èññëåäîâàíèå. Èìåííî,

(1) ëþáîé ïðåäåëüíûé öèêë êâàäðàòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ îáõîäèò ðîâ-
íî îäíó îñîáóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì;

(2) ó êâàäðàòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ îñîáûõ
òî÷åê òèïà ôîêóñ;

(3) âñå ïðåäåëüíûå öèêëû êâàäðàòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, çà èñêëþ÷åíè-
åì, ìîæåò áûòü, îäíîãî öèêëà, îáõîäÿò îäèí è òîò æå ôîêóñ.

Ñâîéñòâà (1) è (2) ýëåìåíòàðíû è ïðèâåäåíû â îáçîðå Êîïïåëà5 î êâàä-
ðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëÿõ. Ñâîéñòâî (3) ÿâëÿåòñÿ íåäàâíèì ðåçóëüòàòîì
×æàí Ïèíãóàíãà6. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î âåðõíåé îöåíêå ÷èñëà ïðåäåëü-
íûõ öèêëîâ ó êâàäðàòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îöåí-
êå ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, îáõîäÿùèõ îäíó îñîáóþ òî÷êó òèïà ôîêóñ.
Ïðè ýòîì íàèáîëåå ñëîæíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àé, êî-
ãäà ôîêóñ ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííûì, áóäó÷è ìàëûì âîçìóùåíèåì îñîáîé òî÷êè
òèïà öåíòð. Îñíîâîïîëàãàþùèé ðåçóëüòàò î ÷èñëå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ðî-
æäàþùèõñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè öåíòðà â êëàññå êâàäðàòè÷íûõ âåêòîð-
íûõ ïîëåé, áûë ïîëó÷åí Áàóòèíûì7 â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà. Ïðè òàêîì
âîçìóùåíèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ðîæäàåòñÿ íå áîëüøå òðåõ
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò îïèðàåòñÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà
êîëüöà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îò íåñêîëüêèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ
(òî÷íåå, íà ñòðóêòóðó ñïåöèàëüíîãî èäåàëà â ýòîì êîëüöå, ñâÿçàííîãî ñ
îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå äëÿ êâàäðàòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ). Åãî äîêà-
çàòåëüñòâî, ïîëó÷åííîå Áàóòèíûì, êðàéíå òðóäîåìêî. Â 90-õ ãã. îíî áûëî
çíà÷èòåëüíî óïðîùåíî Æîëîíäåêîì8, è ñåé÷àñ âõîäèò â ó÷åáíûé êóðñ äëÿ
àñïèðàíòîâ9. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåçóëüòàò Áàóòèíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì,

5W.A. Coppel A survey of quadratic systems, J. Diff. Eq. 2 (1966), pp. 293-304.
6Zhang Pingguang Quadratic systems with two foci, Appl. Math. J. Chinese Univ., 14A (1999), pp. 247-

253. // Zhang Pingguang On the distribution and number of limit cycles for quadratic systems with two foci
(in Chinese), Acta. Math. Sinica, Chinese ser., 44 (2001), pp. 37-44. // Zhang Pingguang On the distribution
and number of limit cycles for quadratic systems with two foci, Qualitative Theory of Dynamical Systems,
3 (2002), pp. 437-463.

7Í.Í. Áàóòèí, Î ÷èñëå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ðîæäàþùèõñÿ ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòîâ èç ñî-
ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà ôîêóñ èëè öåíòð, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 24, �7 (1939), ñòð. 668-671. // Í.Í. Áàóòèí,
Î ÷èñëå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòîâ èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
òèïà ôîêóñà èëè öåíòðà, Ìàò.ñáîðíèê, 30(72), âûï.1 (1952), ñòð. 181-196.

8H. Zoladek Quadratic systems with center and their perturbations, J. Diff. Eq. 109 (1994), pp. 223-273.
9Yu. Ilyashenko, S.Yakovenko Lectures on Analytic Differential Equations, Graduate Studies in Math,

Vol.86, AMS, 2008.
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è íå äàåò îáùåãî óòâåðæäåíèÿ î ÷èñëå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ êâàäðàòè÷íîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ äàæå â ãíåçäå îäíîãî ôîêóñà, äîëãèå ãîäû ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî ëþáîå êâàäðàòè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå èìååò íå áîëåå òðåõ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ10. Ýòà ãèïîòåçà áûëà îïðîâåðãíóòà ëèøü â 1979 ã., êîãäà áûëî äî-
êàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êâàäðàòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ ïî êðàéíåé ìåðå
÷åòûðüìÿ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè11. Â 1980 ã. Øè Ñîíãëèíîì12 áûë ïðèâå-
äåí êîíêðåòíûé ïðèìåð òàêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå
ïðèìåðîâ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ïÿòüþ è áîëåå ïðåäåëüíûìè
öèêëàìè, ñóùåñòâóþùèå âåðõíèå îöåíêè íà ÷èñëî èõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ,
äàæå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåïîìåðíî áîëü-
øèìè.

Â 1994ã. Äþìîðòüå, Ðóññàðè è Ðóññî13 ïðåäëîæèëè îáùèé ïîäõîä ê äî-
êàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñëà H(n). Ïðè ïîìîùè êîìïàêòèôèêàöèè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ, ýòîò âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î êîíå÷íîé öèêëè÷íîñòè
ïðåäåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Â ñëó÷àå n = 2 äàííàÿ ñòðàòåãèÿ
ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ 121 êîíôèãóðàöèè ïðåäåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ìíîæåñòâ, è ê íåîáõîäèìîñòè äîêàçàòåëüñòâà êîíå÷íîé öèêëè÷íîñòè êàæ-
äîé êîíôèãóðàöèè. Ïî ñåé äåíü â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ èññëåäîâàíî áîëåå
80 òàêèõ êîíôèãóðàöèé, è äîêàçàíà êîíå÷íàÿ öèêëè÷íîñòü êàæäîé èç íèõ.
Ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñòðàòåãèè èìååò öåëüþ ðåøåíèå ïðîáëåìû (q1), êîòîðàÿ
ñôîðìóëèðîâàíà âûøå, îäíàêî íå ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ (q2). Äëÿ
îòâåòà íà ïîñëåäíèé âîïðîñ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé îöåíêà ÷èñëà ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ìàëûå îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê
ñèñòåìû (1). Ýòî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ îãðàíè÷åííîé 16-é ïðîáëåìû
Ãèëüáåðòà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ ñôîð-
ìóëèðóåì.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå (1) ñ îñîáîé òî÷êîé òèïà ôî-
êóñ èëè öåíòð. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùåé àôôèí-
íîé çàìåíû êîîðäèíàò è ëèíåéíîé çàìåíû âðåìåíè, òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà
ìîæåò áûòü ïîìåùåíà â íà÷àëî êîîðäèíàò, à ñèñòåìà (1) ïðåîáðàçîâàíà ê

10J. Reyn, Phase portraits of planar quadratic systems, Springer, 2007
11Chen Lansun, Wang Mingshu Relative position and number of limit cycles of a quadratic differential

system, Acta Math.Sinica 22 (1979), pp. 751-758.
12Shi Songling, A concrete example of the existence of four limit cycles for plane quadratic systems íå

áûë ïðèâåäåí êîíêðåòíûé ïðèìåð òàêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, Scientia Sinica, 23:2 (1980), pp. 153-158.
13F. Dumortier, R. Roussarie, C. Rousseau, Hilbert 16th problem for quadratic vector fields, Journal of

Differential Equations, 110 (1994), no. 1, 86-133.
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íîðìàëüíîé ôîðìå Êàïòåéíà14:
{

ẋ = λ1x− y − λ3x
2 + (2λ2 + λ5)xy + λ6y

2,

ẏ = x + λ1y + λ2x
2 + (2λ3 + λ4)xy − λ2y

2,
(2λ)

ãäå λ1 ∈ R, λ = (λ2, . . . , λ6) ∈ S5 (ò.å. ||λ|| = 1), a λ = (λ1, λ) îáîçíà÷àåò
íàáîð ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (2λ). Ðàññìîòðèì
ïðåäåëüíûå öèêëû âåêòîðíîãî ïîëÿ, îòâå÷àþùåãî ñèñòåìå (2λ), îáõîäÿùèå
íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñðåäè ýòèõ öèêëîâ δ-õîðîøèìè íàçûâàþòñÿ òå, êîòîðûå
íå ïðîõîäÿò ÷åðåç δ-îêðåñòíîñòè âñåõ (â òîì ÷èñëå è êîìïëåêñíûõ) îñîáûõ
òî÷åê ñèñòåìû è ñîäåðæàòñÿ â êðóãå

√
x2 + y2 ≤ 1/δ (ãäå δ > 0 � ïðî-

èçâîëüíî). Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(δ, λ) ÷èñëî δ-õîðîøèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ
ñèñòåìû (2λ). Ñëåäóþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ âåðñèÿ 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà
äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé áûëà ïðåäëîæåíà Èëüÿøåíêî:
Ïðîáëåìà. (Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0 ïîëó÷èòü ðàâíî-
ìåðíóþ ïî λ ∈ R× S5 îöåíêó äëÿ âåëè÷èíû H(δ, λ).

Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóòî ñîâìåñòíî Èëüÿ-
øåíêî è Ëëèáðå15 (ñì. òåîðåìó 1 íèæå). Ïîëó÷åííûé èìè ðåçóëüòàò äà¼ò
èñêîìóþ îöåíêó, îäíàêî íåðàâíîìåðíóþ ïî λ, è ñâîäèò ïðîáëåìó ê ïî-
ëó÷åíèþ ðàâíîìåðíîé îöåíêè ïðè ïðèáëèæåíèè λ ê íåêîòîðûì îñîáûì
ìíîæåñòâàì, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ êîðàçìåðíîñòü. Â
çàâèñèìîñòè îò òèïà òàêîãî îñîáîãî ìíîæåñòâà, ïðîáëåìà ðàñïàäàåòñÿ íà
íåñêîëüêî îòäåëüíûõ çàäà÷, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ.
×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû è çàäà÷è, íåîáõîäè-
ìî ââåñòè äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùèå âåêòîðíîå
ïîëå (2λ). Îïèøåì çäåñü ëèøü èõ îáùèé ñìûñë; ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ
âåëè÷èí ïðèâåäåíû â òåêñòå äèññåðòàöèè. Ïàðàìåòð σ(λ) ≥ 0 èçìåðÿåò
ðàññòîÿíèå îò âåêòîðíîãî ïîëÿ (2λ) äî êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé,
ïðèâåäåííûõ ê íîðìàëüíîé ôîðìå Êàïòåéíà, è èìåþùèõ îñîáóþ òî÷êó
òèïà öåíòð â íà÷àëå êîîðäèíàò; ïàðàìåòð κ(λ) ≥ 0 èçìåðÿåò ðàññòîÿíèå
îò âåêòîðíîãî ïîëÿ (2λ) äî ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (ò.å.
êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ïðÿìîé îñîáûõ òî÷åê).

Äëÿ òåõ çíà÷åíèé λ, ïðè êîòîðûõ σ(λ) = 0 èëè κ(λ) = 0, ëåãêî ïîëó-
÷èòü ðàâåíñòâî H(δ, λ) ≡ 0. Òåì íå ìåíåå, ïðè λ áëèçêèõ ê òàêèì çíà÷å-

14W.Kapteyn On the midpoints of integral curves of differential equations of the first degree, Nederl. Akad.
Wetensch. Verslag. Afd. Natuurk. Konikl. Nederland, 19 (1911), pp. 1446-1457 (Dutch). // W.Kapteyn
New investigations on the midpoints of integrals of differential equations of the first degree, Nederl. Akad.
Wetensch. Verslag. Afd. Natuurk., 20 (1912), pp. 1354-1365; 21, 27-33 (Dutch).

15Yu. Ilyashenko, J. Llibre, A restricted version of the Hilbert's 16th problem for quadratic vector fields,
arXiv:0910.3443v1 [math.DS]
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íèÿì, îöåíêà íà H(δ, λ), ïîëó÷åííàÿ Èëüÿøåíêî è Ëëèáðå, íåîãðàíè÷åííî
ðàñò¼ò. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó èõ òåîðåìû. Ýòà ôîðìóëèðîâêà àäàïòè-
ðîâàíà äëÿ íîðìàëüíîé ôîðìû Êàïòåéíà è íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îðè-
ãèíàëüíîé.

Òåîðåìà 1. (Èëüÿøåíêî�Ëëèáðå) Ïóñòü {δ, σ, κ} ⊂ (0, 1), è λ ∈ R × S5

òàêîâî, ÷òî σ(λ) ≥ σ, à κ(λ) ≥ κ. Òîãäà

H(δ, λ) ≤ (| log σ|+ 1) exp
(
exp(1076δ−33κ−2)

)
. (3)

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ îãðàíè÷åííîé 16-é ïðîáëåìû
Ãèëüáåðòà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü òðè
÷àñòíûõ ñëó÷àÿ:

Çàäà÷à 1. Îöåíèòü H(δ, λ) ðàâíîìåðíî ïî λ ïðè σ(λ) → 0 è κ(λ) > κ > 0,
ãäå κ ñêîëü óãîäíî ìàëî, íî ôèêñèðîâàíî.

Çàäà÷à 2. Îöåíèòü H(δ, λ) ðàâíîìåðíî ïî λ ïðè κ(λ) → 0 è σ(λ) > σ > 0,
ãäå σ ñêîëü óãîäíî ìàëî, íî ôèêñèðîâàíî.

Çàäà÷à 3. Îöåíèòü H(δ, λ) ðàâíîìåðíî ïî λ ïðè σ(λ) → 0 è κ(λ) → 0.

Çàäà÷à 2 ðåøåíà Èëüÿøåíêî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè áûñòðî-
ìåäëåííûõ ñèñòåì. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íîâûì è ïîêà íå îïóáëèêîâàí.
Çàäà÷à 3 ïîëíîñòüþ íå ðåøåíà; îïðåäåëåííûå ïðîäâèæåíèÿ â íåé ïîëó÷åíû
íåäàâíî Äþìîðòüå è Ðóññî16 .

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åí îòâåò ê ïîñòàâëåííîé âûøå çàäà÷å 1. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðîâîäèìîå â ðàáîòå èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì øàãîì â ðåøå-
íèè îãðàíè÷åííîé 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé íà ïëîñêîñòè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòíîñèò äèññåðòàöèþ ê êðóãó àê-
òóàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Öåëü ðàáîòû.
Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå δ-õîðîøèõ ïðå-

äåëüíûõ öèêëîâ ó êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê
âåêòîðíûì ïîëÿì ñ îñîáîé òî÷êîé òèïà öåíòð, è ïîëó÷åíèå ðàâíîìåðíîé
(ïî ïàðàìåòðó, îöåíèâàþùåìó áëèçîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ ê öåíòðàì) âåðõ-
íåé îöåíêè íà èõ ÷èñëî.

16F. Dumortier, C. Rousseau, Study of the cyclicity of some degenerate graphics inside quadratic systems,
Communications On Pure and Applied Analysis, 8:4 (2009), pp. 1133-1157.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, àëãåáðû è êîì-
ïëåêñíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû.
Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

- Äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêå ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ íóëåé àíàëèòè÷å-
ñêîãî âîçìóùåíèÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé ôóíêöèè.

- Äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêå ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, îáõîäÿùèõ ìà-
ëî âîçìóùåííûé öåíòð êâàäðàòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, è íå ïðîõî-
äÿùèõ âáëèçè äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ è âáëèçè
áåñêîíå÷íîñòè. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî ìàëîñòè
âîçìóùåíèÿ öåíòðà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Òåõíèêà, ðàçðàáîòàííàÿ â

äèññåðòàöèè, ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñïåöèàëèñòàì ïî òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðå-
çóëüòàòû îòâå÷àþò íà îäèí èç âàæíûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì 16-
é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, è ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñïåöèàëèñòàìè â ýòîé îáëàñòè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþ-

ùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

1. ñåìèíàð ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà
Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî (íåîäíîêðàòíî, 2007-2009 ãã.);

2. ñåìèíàð îòäåëà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÌÈÐÀÍ èìåíè
Â.À. Ñòåêëîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. Ä.Â. Àíîñîâà è ïðîô.
Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî (2008 ã.);

3. êîíôåðåíöèÿ "Singularities of planar vector fields, bifurcations and
applications"(C.I.R.M, Ìàðñåëü-Ëþìèíè (Ôðàíöèÿ), 11 � 15 ìàÿ
2009 ã.),
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4. ëåòíÿÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ "Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû" (Ñëîâàêèÿ, 25
èþíÿ � 7 èþëÿ 2009 ã.),

5. íîâîãîäíÿÿ ìèíè-êîíôåðåíöèÿ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíî-
ñîâà (28 äåêàáðÿ 2009 ã.).

Ïóáëèêàöèè.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðè-

âåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1�3].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ââåäåíèå, äâå ãëàâû, ïðèëîæåíèå è ñïèñîê ëèòå-

ðàòóðû. Îáå ãëàâû ðàçäåëåíû íà ïàðàãðàôû; ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ
ïàðàãðàôîâ, âòîðàÿ � èç äåñÿòè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 30 íàèìå-
íîâàíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè � 96 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ
êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè è ïîëó÷åíèþ âåðíåé îöåí-
êè äëÿ ÷èñëà δ-õîðîøèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ (ñì. ñòð. 4) ó êâàäðàòè÷íûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê âåêòîðíûì ïîëÿì ñ îñîáîé òî÷êîé
òèïà öåíòð.

Âî ââåäåíèè îñâåùàåòñÿ îá èñòîðèÿ ðåøàåìîé çàäà÷è è å¼ ñâÿçü ñ èññëå-
äîâàíèÿìè â îáëàñòè 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà. Òàì æå äàþòñÿ îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, îïè-
ñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 äîêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò, ÿâëÿþùèéñÿ âñïîìîãàòåëüíûì äëÿ
ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è, � ýòî òåîðåìà îá îöåíêå ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ
íóëåé ìàëîãî àíàëèòè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé ôóíêöèè
(òåîðåìà 4). Ñâÿçü ìåæäó îöåíêàìè íà ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ó àíà-
ëèòè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé è îöåíêàìè íà ÷èñëî íóëåé àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå (îòîáðàæå-
íèÿ ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ òðàåêòîðèè íà çàäàííóþ òðàíñâåðñàëü ê âåêòîð-
íîìó ïîëþ). Îäíèì èç ìîùíûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåëîêàëü-
íûõ îöåíîê íà ÷èñëî íóëåé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î
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íóëÿõ è ðîñòå17, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â �1.3. Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðå-
ìû â ðàçíûõ ðàáîòàõ áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè íà ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ
óðàâíåíèé Àáåëÿ18, óðàâíåíèé Ëüåíàðà íå÷åòíîé 19 è ÷¼òíîé (ïðè äîïîëíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ)20 ñòåïåíè, à òàêæå îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ëüåíàðà
íå÷åòíîãî òèïà. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ
ñêîëü óãîäíî ìàëûì âîçìóùåíèåì òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ, ïðèìåíå-
íèå òåîðåìû î íóëÿõ è ðîñòå íå äàåò íèêàêîé êîíå÷íîé îöåíêè íà ÷èñëî
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé âîçíèêàåò â îñíîâíîé èññëåäóå-
ìîé â äèññåðòàöèè çàäà÷å î ÷èñëå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, îáõîäÿùèõ ñëàáî
âîçìóùåííûé öåíòð. Òåîðåìà 4 ãëàâû 1 îáîáùàåò òåîðåìó î íóëÿõ è ðîñòå
è äàåò âîçìîæíîñòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê íà ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ó
àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè öåíòðà.

Ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 4 ïðåäøåñòâóþò îïðåäåëåíèÿ èäåàëà Áàóòèíà è
äðóãèõ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ èäåàëàìè â êîëüöå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(x, λ) : C × Cn → C èäåàë
Áàóòèíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

f(x, λ) =
∑

k≥0

fk(λ)xk

åñòü ðàçëîæåíèå ðîñòêà f(x, λ) â ðÿä Òåéëîðà ïî x â òî÷êå x = 0. Èäå-
àë I(ξ) = (f0, . . . , fk, . . .)(ξ) êîëüöà ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îò
íåñêîëüêèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå ξ, êîòîðûé ïîðîæäåí âñå-
ìè ðîñòêàìè {fk} â ýòîé òî÷êå, íàçûâàåòñÿ èäåàëîì Áàóòèíà ðîñòêà f â
òî÷êå x = 0 ïðè λ = ξ. Èíäåêñîì Áàóòèíà ðÿäà Òåéëîðà äëÿ f(x, λ) íà-
çûâàåòñÿ íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî d ≥ 0, äëÿ êîòîðîãî I(ξ) ñîâïàäàåò ñ
èäåàëîì (f0, . . . , fd)(ξ), ïîðîæäåííûì ïåðâûìè d + 1 êîýôôèöèåíòàìè ðÿ-
äà. Êîíå÷íîñòü èíäåêñà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì í¼òåðîâîñòè êîëüöà ðîñòêîâ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé21. Ðîñòêè (f0, . . . , fd)(ξ) íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêè-
ìè îáðàçóþùèìè ñîîòâåòñòâóþùåãî èäåàëà Áàóòèíà.

Ñ èäåàëàìè â êîëüöå ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â ïîëèäèñêå ñâÿçàíî åùå
äâà âàæíûõ ïîíÿòèÿ. Ïåðâîå èç íèõ � ýòî êîíñòàíòà ðîñòà. Ýòà âåëè-
÷èíà çàâèñèò îò âûáðàííîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ äëÿ èäåàëà è îãðàíè-

17Yu. Ilyashenko, S.Yakovenko, Counting real zeroes of analytic functions satisfying linear differential
equations, Journal of Diff. Eq., 126 (1996), pp. 87-105.

18Yu. Ilyashenko, Hilbert type numbers for Abel equations, growth and zeroes of holomorphic functions,
Nonlinearity, 13 (2000), 1337-1342.

19Yu. Ilyashenko, A. Panov, Some upper estimates of the number of limit cycles of planar vector fields
with applications to Li�enard equations, Mosc. Math. J., 1:4 (2001), 583�599.

20G. Kolutsky, One Upper Estimate on the Number of Limit Cycles of Even Degree Li�enard Equations in
the Focus Case, arXiv:0911.3516v1 [math.DS].

21Ì. Ýðâå, Ôóíêöèè ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, "Ìèð", Ìîñêâà, 1965.
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÷èâàåò ïî ìîäóëþ êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè ýëåìåíòîâ èäåàëà ïî çà-
äàííûì îáðàçóþùèì. Ïóñòü ρ � íåêîòîðûé ïîëèðàäèóñ, {f0, . . . , fn} ⊂
O(∆ρ(ξ)) � ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå â îêðåñòíîñòè çàìêíóòîãî ïîëèäèñ-
êà ∆ρ(ξ) è Iρ(ξ) = (f0, . . . , fn)ρ(ξ) � ïîðîæäåííûé èìè èäåàë â êîëüöå
O(∆ρ(ξ)). Âåëè÷èíà C = C(ρ, ξ) > 0 íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé ðîñòà â
ðàçëîæåíèè ýëåìåíòîâ èäåàëà Iρ(ξ) ïî îáðàçóþùèì f0, . . . , fn (èëè, êðàò-
êî, êîíñòàíòîé ðîñòà äëÿ èäåàëà Iρ(ξ) è îáðàçóþùèõ f0, . . . , fn), åñëè äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Iρ(ξ) ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

f =
n∑

i=0

aifi,

ñ êîýôôèöèåíòàìè ai ∈ O(∆ρ(ξ)), òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

||ai||ρ,ξ ≤ C||f ||ρ,ξ, ãäå || · ||ρ,ξ := max
∆ρ(ξ)

| · |. (4)

Äðóãîå âàæíîå äëÿ íàñ ïîíÿòèå, ñâÿçàííîå ñ èäåàëàìè â êîëüöå ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé, � ýòî ïîäõîäÿùèé ïîëèäèñê. Ïóñòü {f0, . . . , fn} è Iρ(ξ)
îïðåäåëåíû êàê è ðàíüøå, à Σ(ρ, ξ) = {λ ∈ ∆ρ(ξ) | f0(λ) = . . . = fn(λ) =
0} � íóëåâîé ëîêóñ èäåàëà Iρ(ξ) âíóòðè ïîëèäèñêà ∆ρ(ξ). Ïîëîæèì

Jρ(ξ) = {f ∈ O(∆ρ(ξ)) | ∀η ∈ Σ(ρ, ξ) âûïîëíåíî f ∈ I(η) = (f0, . . . , fn)(η)}.
Î÷åâèäíî, ÷òî Iρ(ξ) ⊆ Jρ(ξ). Ìû íàçûâàåì ïîëèäèñê ∆ρ(ξ) ïîäõîäÿùèì
äëÿ èäåàëà Iρ(ξ), åñëè Jρ(ξ) = Iρ(ξ). Ñâîéñòâî ïîëèäèñêà áûòü ïîäõîäÿùèì
íå çàâèñèò îò âûáîðà îáðàçóþùèõ èäåàëà.

×òîáû ôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó 4, äàäèì åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Âíóòðåííèì äèàìåòðîì ëèíåéíî ñâÿçíîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â C
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóì èç êðàò÷àéøèõ äëèí êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ âíóòðè
ýòîãî ìíîæåñòâà âñåâîçìîæíûå ïàðû åãî òî÷åê. ×åðåç dist (V, W ) ìû îáî-
çíà÷àåì ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè V,W ⊂ C â ñìûñëå ñëå-
äóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

dist (V, W ) = inf
v∈V
w∈W

|v − w|.

Ïðèâåä¼ì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè.

Òåîðåìà 4. Ðàññìîòðèì ëèíåéíî ñâÿçíûé êîìïàêò K ⊂ C, ñîäåðæàùèé
äèñê ∆r(0) ðàäèóñà r ≤ 1, à òàêæå
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- îäíîñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü U êîìïàêòà K ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé,

- ïîëèðàäèóñ R è ôóíêöèþ f(x, λ), ãîëîìîðôíóþ â U ×∆R(ξ) è îãðà-
íè÷åííóþ òàì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîíñòàíòîé M > 0,

- ðÿä Òåéëîðà f(x, λ) =
∑

k≥0 fk(λ)xk â òî÷êå x = 0 ïðè λ ∈ ∆R(ξ), è
ñîîòâåòñòâóþùèé èäåàë Áàóòèíà I = I(ξ) èíäåêñà d.

Ñóùåñòâóåò ïîëèäèñê ∆ρ(ξ) ⊂ ∆R(ξ) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ ∆ρ(ξ), ÷èñ-
ëî N(λ) èçîëèðîâàííûõ íóëåé ôóíêöèè f(·, λ) íà êîìïàêòå K îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ïåðâûõ òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöè-
åíòîâ f0, . . . , fd ðÿäà Òåéëîðà, îò âåëè÷èíû M è îò ãåîìåòðèè ìíîæåñòâ
K è U . Áîëåå òî÷íî, ïóñòü D � âíóòðåííèé äèàìåòð êîìïàêòà K, ε =
dist (K, ∂U) è C(ρ, ξ) � êîíñòàíòà ðîñòà äëÿ èäåàëà Iρ(ξ) = (f0, . . . , fd)ρ(ξ),
òîãäà

N(λ) ≤ e2D/ε log

(
(d + 1)C(ρ, ξ)M

rd

)
. (5)

Êðîìå òîãî, îöåíêà (5) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ïîëèäèñêà ∆ρ(ξ) ⊂ ∆R(ξ),
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì äëÿ èäåàëà Iρ(ξ), ñ ñîîòâåòñòâóþùåé åìó
êîíñòàíòîé ðîñòà C(ρ, ξ).

Ýòà òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà �1.1. Â �1.2 ïðèâîäÿòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ îá èäåàëàõ â êîëüöå ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.
Â �1.3 ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.

Â ãëàâå 2 äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò äèññåðòàöèè. Ïóñòü λ =
(λ1, . . . , λ6) îáîçíà÷àåò íàáîð ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåìå (2λ),
à âåëè÷èíû σ(λ) è κ(λ) èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ðàíüøå (ñì. ñòð. 4).
Ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < δ < 1, 0 < κ < 1. Åñëè λ ∈ R × S5 òàêîâî, ÷òî
κ(λ) ≥ κ, a σ(λ) ≤ σ, ãäå σ = exp(−1073κ−2δ−33), òî ÷èñëî δ-õîðîøèõ
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ âåêòîðíîãî ïîëÿ (2λ) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

H(δ, λ) ≤ exp
(
exp(1072κ−2δ−33)

)
= eσ−1/10

. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 4 èç ãëàâû 1, è çàíè-
ìàåò îñíîâíóþ ÷àñòü ãëàâû 2. Â �2.1��2.3 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
è êîíñòðóêöèè, ñòðîèòñÿ îòðåçîê K íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè, ïåðåñå-
êàþùèéñÿ ñî âñåìè δ-õîðîøèìè ïðåäåëüíûìè öèêëàìè âåêòîðíîãî ïîëÿ
(2λ), è ïðèâîäèòñÿ âàðèàíò òåîðåìû 4, ïðèñïîñîáëåííûé äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îöåíêè íà ÷èñëî δ-õîðîøèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ
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ïîëåé, áëèçêèõ ê öåíòðàì. Ïðåäåëüíûå öèêëû ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþò íó-
ëÿì íåâÿçêè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà îòðåçêå K. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4
â äèññåðòàöèè âêëþ÷àåò äâà îñíîâíûõ øàãà:

1. ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â
îêðåñòíîñòè îòðåçêà K è îöåíîê íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó åãî íåâÿçêè;

2. ïîñòðîåíèå ïîäõîäÿùåãî ïîëèäèñêà äëÿ èäåàëà Áàóòèíà íåâÿçêè îòîá-
ðàæåíèÿ Ïóàíêàðå è îöåíêà êîíñòàíòû ðîñòà äëÿ ðàçëîæåíèÿ ýëåìåí-
òîâ ýòîãî èäåàëà ïî êàíîíè÷åñêèì îáðàçóþùèì â ïîñòðîåííîì ïîëè-
äèñêå.

Äàííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿõ, ëåììå 2 è
ëåììå 3 ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ñôîðìóëèðîâàíû â �2.4. Â òîì æå ïàðà-
ãðàôå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2, îïèðàþùååñÿ íà ýòè ëåììû.

Ëåììà 2 äîêàçûâàåòñÿ â �2.5. Äëÿ å¼ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ íåðà-
âåíñòâî Ãðîíóîëëà è âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò èç ðàáîòû Èëüÿøåíêî è
Ëëèáðå22 î çàçîðå ìåæäó δ-õîðîøèìè ïðåäåëüíûìè öèêëàìè è Ýéëåðî-
âîé èçîêëèíîé äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (2λ), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ κ(λ) ≥ κ.

Ëåììà 3 äîêàçûâàåòñÿ â �2.6 è ïðåäñòàâëÿåò îäíó èç íàèáîëåå òåõíè÷å-
ñêè òðóäîåìêèõ ÷àñòåé äèññåðòàöèè. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå ïðî-
ñòàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîíñòàíòû ðîñòà äëÿ èäåàëà Áàóòèíà íåâÿçêè îòîá-
ðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â ñïåöèàëüíûõ îáðàçóþùèõ (îáðàçóþùèõ Äþëàêà), èìå-
þùèõ ïðîñòîå âûðàæåíèå â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò λ. Íàëè÷èå òàêèõ îáðà-
çóþùèõ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïîäõîäÿùèé ïîëèäèñê äëÿ èäåàëà Áàóòèíà è
íàéòè êîíñòàíòó ðîñòà â í¼ì äëÿ îáðàçóþùèõ Äþëàêà. Ýòîìó ïîñâÿùåíû
Ëåììû 4�7. Ïåðåñ÷¼òó êîíñòàíòû ðîñòà äëÿ èäåàëà Áàóòèíà â êàíîíè÷å-
ñêèõ îáðàçóþùèõ ïîñâÿùåíû Ëåììû 8�11. Êðîìå òåîðåòè÷åñêèõ ïîñòðîå-
íèé, äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ýòîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñèìâîëüíûõ
êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé. Â ïðèëîæåíèè ïîñëå âòîðîé ãëàâû ïðèâîäÿò-
ñÿ òåêñòû ïðîãðàìì, îñóùåñòâëÿþùèõ ýòè âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà
Mathematica.

Â �2.7 ïðèâîäèòñÿ îðèãèíàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Èëüÿøåíêî-
Ëëèáðå, êîòîðàÿ çàòåì ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â �2.8 äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîé
ôîðìû Êàïòåéíà (ñì. òåîðåìó 1 íà ñòð.5). Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò

22Yu. Ilyashenko, J. Llibre, A restricted version of the Hilbert's 16th problem for quadratic vector fields,
arXiv:0910.3443v1 [math.DS]
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü 0 < δ < 1 è 0 < κ < 1. Åñëè λ ∈ R×S5, è âåêòîðíîå ïîëå
(2λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ κ(λ) > κ, òî ÷èñëî åãî δ-õîðîøèõ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ íå ïðåâîñõîäèò

exp
(
exp(1077κ−2δ−33)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 äàíî â êîíöå ãëàâû 2.

ß èñêðåííå áëàãîäàðþ ìîåãî ó÷èòåëÿ, ïðîôåññîðà Þëèÿ Ñåðãååâè÷à
Èëüÿøåíêî, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, âíèìàíèå ê åå ðåøåíèþ è ïëîäîòâîð-
íûå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå çà ñîçäàíèå èäåàëüíîé òâîð÷åñêîé àòìîñôåðû
ïðè ðàáîòå íàä òåêñòîì äèññåðòàöèè.
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