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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ
äçåòà-ôóíêöèé ìîíîäðîìèé íåêîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèõ è àëãåáðàè÷åñêèõ
ôóíêöèé è èõ äåôîðìàöèé â òåðìèíàõ ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà. Çàäà-
÷à âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé èëè ðîñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ìíîãîãðàííèêîâ
Íüþòîíà îïðåäåëÿþùèõ èõ óðàâíåíèé áûëà ïîñòàâëåíà Â. È. Àðíîëüäîì
â íà÷àëå 70-ûõ ãîäîâ. Îíà áûëà ìîòèâèðîâàíà òåì ôàêòîì, ÷òî äëÿ óðàâ-
íåíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè ìíîãîãðàííèêàìè Íüþòîíà
äèñêðåòíûå èíâàðèàíòû ìíîæåñòâà ðåøåíèé îäèíàêîâû è çàâèñÿò òîëü-
êî îò ìíîãîãðàííèêîâ.

Ïåðâûé îáùèé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ïîëó÷åí À. Êóø-
íèðåíêî. Îí âû÷èñëèë ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ñëîÿ ðîñòêà ôóíêöèè1.
Êðîìå ýòîãî îí ïîëó÷èë ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé n ïîëèíîìèàëüíûõ
óðàâíåíèé îò n íåèçâåñòíûõ ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñèñòåìû ñîâïàäàþò2. Ä. Áåðíøòåéí ïîëó÷èë îáîáùå-
íèå ýòîãî ðåçóëüòàòà, êîòîðîå íå òðåáóåò ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ3. Âñêîðå Ä.
Áåðíøòåéíîì, À. Êóøíèðåíêî è À. Õîâàíñêèì áûëà ïîëó÷åíà ôîðìó-
ëà äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè íåâûðîæäåííîãî ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
â êîìïëåêñíîì òîðå, îáîáùàþùàÿ ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû4. À. Õîâàí-
ñêèé ïðåäëîæèë íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷,
èñïîëüçóþùèé òîðè÷åñêèå ïîïîëíåíèÿ5.

Ïåðâàÿ ôîðìóëà äëÿ äçåòà-ôóíêöèè ìîíîäðîìèè ðîñòêà àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè â òåðìèíàõ åãî äèàãðàììû Íüþòîíà áûëà ïîëó÷åíà À.
Âàð÷åíêî â 1976 ã.6 Îíà áûëà îáîáùåíà â íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèÿõ. Ì.
Îêà ïîëó÷èë åå àíàëîã äëÿ ðîñòêà ôóíêöèè íà íåâûðîæäåííîì ïîëíîì
ïåðåñå÷åíèè, åãî òåîðåìà òðåáóåò óñëîâèÿ "óäîáñòâà"("convenience")7.
Ýòî óñëîâèå íà òî, ÷òî äèàãðàììû Íüþòîíà âñåõ ðîñòêîâ ôóíêöèé ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

1Êóøíèðåíêî À. Ã., Ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà è ÷èñëà Ìèëíîðà, Ôóíê. àíàë. è ïðèë., 9: 1, ñ. 74�75,
1975.

2Êóøíèðåíêî À. Ã., Ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà è ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû k óðàâíåíèé ñ k íåèçâåñò-
íûìè, ÓÌÍ 30, ñ. 266�267, 1975.

3Áåðíøòåéí Ä. Í., ×èñëî êîðíåé ñèñòåìû óðàâíåíèé, Ôóíê. àíàë. è ïðèë., 9: 3, ñ. 1�4, 1975.
4Áåðíøòåéí Ä. Í., Êóøíèðåíêî À. Ã., Õîâàíñêèé À. Ã., Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà, ÓÌÍ, 31: 3,

ñ. 201�202, 1976.
5Õîâàíñêèé À. Ã., Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà è òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, Ôóíê. àíàë. è ïðèë., 11:

4, ñ. 56�64, 1977.
Õîâàíñêèé À. Ã., Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà è ðîä ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé, Ôóíê. àíàë. è ïðèë., 12: 1,

c. 51�61, 1978.
6Varchenko A. N., Zeta function of monodromy and Newton's diagram, Inv. Math. 37, p. 253�262,

1976.
7Oka M., Principal zeta-function of non-degenerate complete intersection singularity, J. Fac. Sci. Univ.

Tokyo. Sect. IA., 37, p. 11�32, 1990.
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Ñ. Ì. Ãóñåéí-Çàäå, È. Ëóåíãî è À. Ìåëëå-Ýðíàíäåñ îïðåäåëèëè äçåòà-
ôóíêöèþ ìîíîäðîìèè ðîñòêà ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè è ïîëó÷èëè ôîð-
ìóëó, âûðàæàþùóþ ýòó äçåòà-ôóíêöèþ â òåðìèíàõ äèàãðàìì Íüþòîíà
ðîñòêîâ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ8.

Èçâåñòíû òàêæå íåêîòîðûå "ãëîáàëüíûå"àíàëîãè ïåðå÷èñëåííûõ ðå-
çóëüòàòîâ. Òàê, äëÿ ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà íà êîìïëåêñíîì òîðå ïîëó÷å-
íà ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ åãî äçåòà-ôóíêöèþ íà áåñêîíå÷íîñòè â òåð-
ìèíàõ åãî ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà (À. Ëèáãîáåð, Ñ. Ñïåðáåð, 1995)9.
Þ.Ìàòñóè è Ê.Òàêåó÷è îáîáùèëè ýòîò ðåçóëüòàò, ïîëó÷èâ ôîðìóëó äëÿ
äçåòà-ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè ìíîãî÷ëåíà íà íåâûðîæäåííîì ïîëíîì
ïåðåñå÷åíèè10. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïó÷êîâ.

Ñ. Ì. Ãóñåéí-Çàäå è Ä. Ñèðñìà ïðåäëîæèëè "ïðèíöèï ëîêàëèçà-
öèè"11. Îí ñâÿçûâàåò äçåòà-ôóíêöèþ äåôîðìàöèè ñå÷åíèÿ îäíîìåðíîãî
ðàññëîåíèÿ ñ äçåòà-ôóíêöèÿìè ðîñòêîâ äåôîðìàöèè â ðàçëè÷íûõ òî÷-
êàõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòà ñâÿçü âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå, êîòîðîå áûëî ââåäåíî Î. Âèðî â 1988 ãîäó12.
Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè ðàíåå íå ïðèìåíÿëñÿ â çàäà÷àõ ïîñòðîåíèÿ ôîð-
ìóë äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé (ðîñòêîâ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé) â òåðìèíàõ ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà (ñîîòâåò-
ñòâåííî, äèàãðàìì Íüþòîíà). Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè îêàçûâàåòñÿ óäîá-
íûì ÿçûêîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðûõ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè.

Öåëü ðàáîòû: âû÷èñëåíèå äçåòà-ôóíêöèé â íóëå ìíîãî÷ëåíîâ è ðîñò-
êîâ ôóíêöèé íà ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ, à òàêæå äçåòà-ôóíêöèé â íóëå è
íà áåñêîíå÷íîñòè äåôîðìàöèé ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé è èõ ðîñòêîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ äçåòà-ôóíêöèè äåôîðìàöèè ðîñò-
êà â òåðìèíàõ åå äèàãðàììû Íüþòîíà â ñëó÷àå äåôîðìàöèè, íåâû-
ðîæäåííîé îòíîñèòåëüíî ñâîåé äèàãðàììû. Ýòè ôîðìóëû îáîáùàþò
ôîðìóëó Âàð÷åíêî è ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ Ãóñåéí-Çàäå, Ëóåíãî è

8Gusein-Zade S. M., Luengo I., Melle-Hernandez A., Zeta-functions for germs of meromorphic functions
and Newton diagrams, Funct. Anal. Appl., 1998.

9Libgober, A., Sperber, S., On the zeta function of monodromy of a polynomial map, Compositio
Mathematica, 95: 3, p. 287�307, 1995.

10Yutaka Matsui, Kiyoshi Takeuchi, Monodromy zeta-function at in�nity, Newton polyhedra and
constructible sheaves, arXiv: math.AG/0809.3149v3.

11Gusein-Zade S. M., Siersma D., Deformations of polynomials and their zeta-functions, Journal of
Mathematical Sciences, 144: 1, p. 3782�3788, 2007.

12Viro O. Y., Some integral calculus based on Euler characteristic, Lecture Notes in Math., vol. 1346,
Springer-Verlag, p. 127�138, 1988.
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Ìåëëå-Ýðíàíäåñîì äëÿ äçåòà-ôóíêöèè ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè. Ïî-
ëó÷åíû òàêæå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ äëÿ äçåòà-ôóíêöèè äåôîðìàöèè
íåâûðîæäåííîãî ðîñòêà ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Ýòè ôîðìóëû ïîçâî-
ëÿþò îáîáùèòü ôîðìóëó Ì. Îêà, îòêàçàâøèñü îò óñëîâèÿ "óäîá-
ñòâà"("convenience").

2. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè 2 è 3, êîýôôèöèåíòû
êîòîðîãî åñòü ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà îò íåñêîëüêèõ êîìïëåêñíûõ ïà-
ðàìåòðîâ, ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñòðà-
òîâ â êîìïëåêñíîì òîðå, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì êîìáèíàöè-
ÿì ñîâïàäåíèé êîðíåé ìíîãî÷ëåíà. Ýòè ôîðìóëû â èçâåñòíîé ìåðå
îáîáùàþò ôîðìóëó äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñå÷åíèÿ â
êîìïëåêñíîì òîðå, ïîëó÷åííóþ À. Ã. Õîâàíñêèì.

3. Ïîëó÷åíû íåêîòîðûå "ãëîáàëüíûå"àíàëîãè ôîðìóë äëÿ äçåòà-
ôóíêöèé. Ýòî ôîðìóëû äëÿ äçåòà-ôóíêöèé â íóëå è íà áåñêîíå÷íî-
ñòè íåâûðîæäåííîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëèíîìèàëüíîé äåôîð-
ìàöèè ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â êîìïëåêñíîì òîðå. Â ÷àñòíîñòè, èç
ýòèõ ôîðìóë âûâåäåíà ôîðìóëà äëÿ äçåòà-ôóíêöèè â íóëå ìíîãî-
÷ëåíà íà ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè îñî-
áåííîñòåé, îñíîâàííûå íà èçó÷åíèè òîðè÷åñêèõ ïîïîëíåíèé è òîðè÷åñêèõ
ìîäèôèêàöèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå äîñòàòî÷íî ìåëêèì ðàçáèåíèÿì íà ñèìïëèöèàëüíûå êîíóñû ïðî-
ñòðàíñòâà, äâîéñòâåííîãî âåùåñòâåííîìó ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó, ñî-
äåðæàùåìó ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà (èëè äèàãðàììû Íüþòîíà â ëîêàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ). Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí À. Õîâàíñêèì. Â îñíîâå âû÷èñ-
ëåíèÿ äçåòà-ôóíêöèé ëåæàò ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå ôîðìóëå À'Êàìïî13.
Âàæíóþ ðîëü èãðàþò ìåòîäû è ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå, â îñîáåííîñòè � ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ñ. Ì.
Ãóñåéí-Çàäå è Ä. Ñèðñìà. Ïîëó÷åíèå äçåòà-ôóíêöèè â íóëå ìíîãî÷ëå-
íà íà ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè îñíîâàíî íà èäåè ïåðåõîäà ê ðàññìîòðåíèþ
ãðàôèêà ìíîãî÷ëåíà. À èìåííî, äçåòà-ôóíêöèÿ ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàåò ñ
äçåòà-ôóíêöèåé ñëåäóþùåé ïîëèíîìèàëüíîé äåôîðìàöèè. Ïàðàìåòðîì
äåôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ êîîðäèíàòà çíà÷åíèé â îáúåìëþ-
ùåì ïðîñòðàíñòâå ãðàôèêà ìíîãî÷ëåíà, à óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå äåôîð-
ìàöèþ, ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè, çàäàþùèìè ãðàôèê. Â îñíîâå ïîëó-
÷åíèÿ ôîðìóë äëÿ ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñòðàòîâ ëåæèò òåîðåìà îá
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè íåâûðîæäåííîãî ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â êîì-

13A'Campo N., La fonction zeta d'une monodromie, Comm. Math. Helv., 50, p. 233�248, 1975.
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ïëåêñíîì òîðå è ôîðìóëà Ôóáèíè äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ýéëåðîâîé õà-
ðàêòåðèñòèêå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìå-
íåíèå â òåîðèè îñîáåííîñòåé, êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è
òîïîëîãèè.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü:

• Íåîäíîêðàòíî (2006-2009 ãã.) íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìè-
íàðå "Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû îñîáåííîñòåé"êàôåäðû âûñøåé
ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ.

• Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè-øêîëå YMIS "Ïðîñòðàíñòâà äóã,
èíòåãðèðîâàíèå è êîìáèíàòîðíàÿ àëãåáðà Ñåäàíî (Èñïàíèÿ), â ôåâ-
ðàëå 2008 ãîäà.

• Íà ñåìèíàðå Ã. Âàí-äåð-Ãååðà èíñòèòóòà Êîðòåâåãà - äå Ôðèçà, Àì-
ñòåðäàì (Íèäåðëàíäû), â àïðåëå 2008 ãîäà.

• Íà ñåìèíàðå èìåíè Ì. Ì. Ïîñòíèêîâà "Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ è
åå ïðèëîæåíèÿ"êàôåäðû âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ â îêòÿáðå 2008 ã.

• Íà ñåìèíàðå "Ãåîìåòðèÿ"Áîñòîíñêîãî Óíèâåðñèòåòà (ÑØÀ) â íîÿá-
ðå 2008 ãîäà.

• Íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû àíàëèçà äàííûõ
ÌÔÒÈ â ìàðòå 2009 ãîäà.

• Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Topology, Geometry, and
Dynamics: Rokhlin Memorial Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, â ÿíâàðå 2010 ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
òðåõ ðàáîòàõ àâòîðà, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà
[1-3].

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ïÿòè ãëàâ, ïåð-
âàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 59
ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 29 íàèìåíîâàíèé.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îïèñàíà èñòîðèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû, ïðèâåä¼í ñïè-
ñîê îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåíî ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáî-
òû è äàí ñïèñîê îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå â ðà-
áîòå, êðàòêî èçëàãàþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ ïîäñ÷åòîì
ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê è äçåòà-ôóíêöèé, ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ôîð-
ìóëû äëÿ èíâàðèàíòîâ, ïîëó÷åííûå ðàíåå.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ îïðåäåëåíèÿ äçåòà-ôóíêöèé ìîíî-
äðîìèé â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ, êîòîðûå äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðà-
áîòå. Ïðèâåäåíî ïîíÿòèå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòè-
êå è ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè,
àíàëîãè ôîðìóëû Ôóáèíè è òåîðåìû î çàìåíå ïåðåìåííîé â èíòåãðà-
ëå. Ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû, ëåæàùèå â îñíîâå òåõíèêè âû÷èñëåíèÿ
äçåòà-ôóíêöèé. Ïåðâîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà À'Êàìïî (1975), âûðà-
æàþùàÿ äçåòà-ôóíêöèþ ðîñòêà ôóíêöèè ÷åðåç åãî ðàçðåøåíèå. Òàêæå
ñôîðìóëèðîâàíî îáîáùåíèå ôîðìóëû À'Êàìïî â òåðìèíàõ èíòåãðàëà ïî
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå äëÿ ìîäèôèêàöèè îñîáåííîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì âíå ìíîæåñòâà íóëåé. Ïðèâîäèòñÿ "ïðèíöèï ëîêàëè-
çàöèè"Ñ. Ì. Ãóñåéí-Çàäå è Ä. Ñèðñìû.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èçëîæåí ìåòîä ïîäñ÷åòà èíâàðèàíòîâ àëãåáðàè-
÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, ðàçðàáîòàííûé À. Õîâàíñêèì â 1977,
1978 ãîäàõ. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàäàííîãî â êîìïëåêñ-
íîì òîðå, ñòðîèòñÿ ïîäõîäÿùàÿ òîðè÷åñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ, â êîòî-
ðîé çàìûêàíèå ìíîãîîáðàçèÿ íåîñîáî è òðàíñâåðñàëüíî îðáèòàì êîìïàê-
òèôèêàöèè. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ðîñòêà íåâûðîæäåííîãî ïîëíîãî ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñòðîèòñÿ òîðè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ, ðàçðåøàþùàÿ îñîáåííîñòè
ðîñòêà.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû, ïîëó÷åííûå ðà-
íåå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê è äçåòà-ôóíêöèé â òåðìè-
íàõ ìíîãîãðàííèêîâ è äèàãðàìì Íüþòîíà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Ýòî
ôîðìóëà Áåðíøòåéíà-Êóøíèðåíêî-Õîâàíñêîãî äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòå-
ðèñòèêè íåâûðîæäåííîãî ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â òîðå, ôîðìóëà Âàð÷åí-
êî äëÿ äçåòà-ôóíêöèè ðîñòêà ôóíêöèè â êîìïëåêñíîì àôôèííîì ïðî-
ñòðàíñòâå, îáîáùåíèÿ ôîðìóëû Âàð÷åíêî, ïîëó÷åííûå Ì. Îêà ñ îäíîé
ñòîðîíû è Ñ. Ì. Ãóñåéí-Çàäå, È. Ëóåíãî è À. Ìåëëå-Ýðíàíäåñîì ñ äðó-
ãîé. Â êîíöå ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ äçåòà-ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè
ìíîãî÷ëåíà íà íåâûðîæäåííîì ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè â àôôèííîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïîëó÷åííàÿ À. Ëèáãîáåðîì è Ñ. Ñïåðáåðîì è îáîáùåííàÿ Þ.
Ìàòñóè è Ê. Òàêåó÷è.
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Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ äçåòà-ôóíêöèè íåâûðîæ-
äåííîé äåôîðìàöèè ðîñòêà ôóíêöèè è äçåòà-ôóíêöèè íåâûðîæäåííîé
äåôîðìàöèè ðîñòêà ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ. (Ïîíÿòèå äçåòà-ôóíêöèè ìî-
íîäðîìèè äåôîðìàöèè áûëî ââåäåíî Ñ. Ì. Ãóñåéí-Çàäå è Ä. Ñèðñìîé
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîíîäðîìèé ñåìåéñòâ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé.) Ýòè
ôîðìóëû îáîáùàþò ôîðìóëó Âàð÷åíêî, ôîðìóëó Îêà, è ôîðìóëó, ïîëó-
÷åííóþ Ãóñåéí-Çàäå, Ëóåíãî è Ìåëëå-Ýðíàíäåñîì.

Ïóñòü F1, F2, . . . , Fk - ðîñòêè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà Cn+1 = Cσ×
Cn

z â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îíè çàäàþò äåôîðìàöèþ

fi, σ(z) := Fi(σ, z), i = 1, 2, . . . , k

ðîñòêîâ ôóíêöèé fi := fi, 0 â òî÷êå 0 ∈ Cn
z .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà I ⊂ {0, 1, . . . , n} îáîçíà÷àåì ÷åðåç
RI , ΓI(Fi) ìíîæåñòâà {k | ki = 0, i /∈ I} ⊂ Rn+1 è Γ(Fi) ∩ RI

ñîîòâåòñòâåííî (ãäå êîîðäèíàòû k0, k1, . . . , kn îòâå÷àþò ïåðåìåííûì
σ, z1, . . . , zn ñîîòâåòñòâåííî, Γ(Fi) � äèàãðàììà Íüþòîíà ðîñòêà Fi).
Ìíîæåñòâî ZI ⊂ (RI)

∗
ñîñòîèò èç ïðèìèòèâíûõ öåëî÷èñëåííûõ êîâåê-

òîðîâ. Ïîäìíîæåñòâî ZI++ ⊂ ZI ñîñòîèò èç êîâåêòîðîâ, âñå êîìïîíåíòû
êîòîðûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Åñëè ΓI(Fi) 6= ∅, äëÿ êàæäîãî êîâåê-
òîðà α ∈ ZI++ îïðåäåëåíà ãðàíü ΓI,α(Fi) ⊂ ΓI(Fi), íà êîòîðîé α|ΓI(Fi)
äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà I ∈ {0, 1, . . . , n}, ñîäåðæàùåãî ÷èñëî 0,
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî F (I) = {j ∈ {1, 2, . . . , k} | ΓI(Fj) 6= ∅} è ðà-
öèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ζIF1,F2,...,Fk

(t), îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ I 6= {0} ïîëîæèì:

ζIF1,F2,...,Fk
(t) =

∏
α∈ZI++

(1− tα( ∂
∂k0

))
l!Qlk

(
ΓI,α(Fj1),ΓI,α(Fj2),...,ΓI,α(Fjk(I)

)
)
,

ãäå l = |I| − 1, ∂
∂k0

� âåêòîð â RI ñ åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé êîîðäèíàòîé

k0 = 1, {j1, j2, . . . , jk(I)} = F (I), Ql
k(x1, x2, . . . , xk) =

[∏k
i=1

xi
1+xi

]
l
, ãäå

[·]l � îäíîðîäíàÿ ÷àñòü ñòåïåíè l ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà, îäíîðîäíûé
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè l îò íàáîðà l-ìåðíûõ òåë ïîíèìàåòñÿ êàê ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èõ öåëî÷èñëåííûõ ñìåøàííûõ îáúåìîâ.
Ïóñòü ζ

{0}
F1,F2,...,Fk

(t) = (1− t), åñëè Γ{0}(Fi) = ∅ ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , k,

è ζ
{0}
F1,F2,...,Fk

(t) = 1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Òåîðåìà. Ïóñòü ñèñòåìà ðîñòêîâ ôóíêöèé F1, F2, . . . , Fk íåâûðîæäå-

íà îòíîñèòåëüíî ñâîèõ äèàãðàìì Íüþòîíà Γ(F1),Γ(F2), . . . ,Γ(Fk) . Òîãäà
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ äçåòà-ôóíêöèè äåôîðìàöèè fi, σ
ðîñòêà ìíîæåñòâà {f1 = f2 = . . . = fk = 0} , ðàññìîòðåííîãî â (C∗)n è
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Cn ñîîòâåòñòâåííî:
ζfi, σ|(C∗)n(t) = ζ

{0,1...,n}
F1,F2,...,Fk

(t),

ζfi, σ|Cn(t) =
∏

I : 0∈I⊂{0,1,...,n}

ζIF1,F2,...,Fk
(t).

Ðàññìîòðèì íàáîð ðîñòêîâ ôóíêöèé F0, F1, . . . , Fk íà (Cn+1, 0) âèäà
F0(σ, z) = f0(z)−σ, Fi(σ, z) = fi(z), i = 1, 2, . . . , k, ãäå {fi} � íåâûðîæ-
äåííàÿ ñèñòåìà ðîñòêîâ ôóíêöèé íà (Cn, 0). Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà äàåò
ôîðìóëó äëÿ äçåòà-ôóíêöèè ζf0|V (t) = ζfi, σ|Cn(t), ãäå V = {f1 = f2 =
. . . = fk = 0} ⊂ (Cn, 0) � ðîñòîê íåâûðîæäåííîãî ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ.
Ñëåäñòâèå. Ôîðìóëà Ì. Îêà äëÿ äçåòà-ôóíêöèè ðîñòêà ôóíêöèè íà

íåâûðîæäåííîì ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè îñòàíåòñÿ âåðíîé, åñëè îòêàçàòüñÿ
îò óñëîâèÿ "óäîáñòâà"("convenience").

Èçó÷åíèå äçåòà-ôóíêöèé ïîëèíîìèàëüíûõ äåôîðìàöèé òåñíî ñâÿçà-
íî ñî ñëåäóþùèì âîïðîñîì. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Pz(t) =
p0(z)tk + p1(z)tk−1 + . . .+ pk(z) åñòü ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà îò n êîìïëåêñ-
íûõ ïåðåìåííûõ (z1, z2, . . . , zn) = z . Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ (C∗)n, ãäå
C∗ = C \ 0, ðàçáèâàåòñÿ íà ñòðàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñòåïå-
íÿì degPz ≤ k ìíîãî÷ëåíà Pz è ðàçëè÷íûì êîìáèíàöèÿì ñîâïàäåíèÿ
åãî êîðíåé. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè ìíî-
ãîãðàííèêàìè Íüþòîíà δ0, δ1, . . . , δk êîýôôèöèåíòîâ p0, p1, . . . , pk ýé-
ëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ñòðàòîâ ôèêñèðîâàíû. Âîçíèêàåò çàäà÷à
âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê â òåðìèíàõ ìíîãîãðàííèêîâ
Íüþòîíà. Â ãëàâå 4 ïîëó÷åíû ôîðìóëû, âûðàæàþùèå èõ â òåðìèíàõ
ìíîãîãðàííèêîâ δi äëÿ ñëó÷àåâ k = 2, 3.

Ïðè k = 2 ìíîæåñòâî (C∗)n ïàðàìåòðîâ ðàçáèâàåòñÿ íà 5 ñòðàòîâ �
K: deg(Pz) = 2, êîðíè ìíîãî÷ëåíà Pz ðàçëè÷íû; L: deg(Pz) = 2, êîðíè
ñîâïàäàþò; M : deg(Pz) = 1; N : deg(Pz) = 0; O: Pz ≡ 0.
Òåîðåìà. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà pi îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ ôèêñèðî-

âàííûìè ìíîãîãðàííèêàìè Íüþòîíà δi, i = 0, 1, 2, èìååì:

χ(K) =(−1)nn! [δn0 + 2δn∗ +Qn
2(δ0, δ∗) +Qn

2(δ∗, δ2) +Qn
2(δ0, δ1)+

+Qn
3(δ0, δ1, δ2)],

χ(L) =(−1)n−1n! [2δn∗ +Qn
2(δ0, δ∗) +Qn

2(δ∗, δ2) +Qn
2(δ0, δ1) +Qn

3(δ0, δ1, δ2)],

χ(M) =(−1)n−1n! [δn0 +Qn
2(δ0, δ1)],

χ(N) =(−1)nn! [Qn
2(δ0, δ1) +Qn

3(δ0, δ1, δ2)],

χ(O) =(−1)n−1n!Qn
3(δ0, δ1, δ2),

ãäå δ∗ = 〈δ1 ∪ 1/2(δ0 + δ2)〉, 〈·〉 îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó, + �
ñóììà Ìèíêîâñêîãî.
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Äëÿ ïðèâåäåííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè äâà Pz(t) = t2 +p1(z) t+p2(z),
èñïîëüçóÿ ìåòîä òîðè÷åñêèõ êîìïàêòèôèêàöèé, ìîæíî äîêàçàòü èíäóê-
öèåé ïî n åùå îäíó ôîðìóëó äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ñòðàòà L:

χ(L) = (−1)n−1n! [(2δ∗)
n −Qn

2(2δ∗, δ1) +Qn
2(δ1, δ2)]. (-1)

Äâå ôîðìóëû äëÿ ñòðàòà χ(L) îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Ýòî ïðèâî-
äèò ê ñëåäóþùèì êîìáèíàòîðíî-ãåîìåòðè÷åñêèì ñëåäñòâèÿì.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü âûïóêëûå òåëà S0, S1, S2 ⊂ Rn ñâÿçàíû ñîîò-

íîøåíèåì S0 = 〈S1 ∪ S2〉. Òîãäà

Rn(S0, S1, S2) = 0, (-1)

ãäå Rn(x0, x1, x2) = (2n−2)xn0 +Qn
2(x1, 2x2)−Qn

2(2x0, x1)−Qn
2(x0, 2x2) �

îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. "Ïðÿìîå"ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòèõ ñîîòíîøåíèé íàì íå èçâåñòíî.
Ïðèìåð. Äëÿ âûïóêëûõ ôèãóð S0, S1, S2 íà ïëîñêîñòè, ñâÿçàííûõ

ñîîòíîøåíèåì S0 = 〈S1 ∪ S2〉, èìååòñÿ òîæäåñòâî:

(S0 − S1)(S0 − S2) = 0.

Ïðè k = 3 ìíîæåñòâî (C∗)n ïàðàìåòðîâ ðàçáèâàåòñÿ íà 8 ñòðàòîâ.
Êðîìå 5-òè ñòðàòîâ K,L,M,N,O ïîÿâëÿåòñÿ åùå 3 � H: deg(Pz) =
3, êîðíè ìíîãî÷ëåíà Pz ðàçëè÷íû; I: deg(Pz) = 3, äâà êîðíÿ èç òðåõ
ñîâïàäàþò; J : deg(Pz) = 3, âñå òðè êîðíÿ ñîâïàäàþò.

Ðàññìîòðèì âëîæåíèÿ Rn ⊂ Rn+1 ⊂ Rn+2, ãäå ïåðâîå ïðîñòðàíñòâî
ñíàáæåíî êîîðäèíàòàìè k = (k1, k2 . . . , kn), âòîðîå � äîïîëíèòåëüíîé
êîîðäèíàòîé kt, à òðåòüå � åùå îäíîé êîîðäèíàòîé kσ. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç vt, vσ òî÷êè â Rn+2 ñ åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé êîîðäèíàòîé kt = 1 è
åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé êîîðäèíàòîé kσ = 1 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì
∆1,2,3 = 〈(δ1 + 2vt) ∪ (δ2 + vt) ∪ δ3〉, Di = 〈vσ ∪ (δi + (3− i)vt)〉.
Òåîðåìà. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà pi îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ ôèêñèðî-
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âàííûìè ìíîãîãðàííèêàìè Íüþòîíà δi, i = 0, 1, 2, 3, èìååì:

χ(H) =(−1)nn! [(n+ 1)(n+ 2)Qn+2
4 (D0,D1,D2,D3)+

+ (n+ 1)(∆n+1 +Qn+1
2 (δ0,∆123))−

− 2δn0 − δn3 −Qn
2(δ0, δ3)−Qn

3(δ1, δ2, δ3)−Qn
4(δ0, δ1, δ2, δ3)],

χ(I) =(−1)n−1n! [2(n+ 1)(n+ 2)Qn+2
4 (D0,D1,D2,D3)+

+ (n+ 1)(∆n+1 +Qn+1
2 (δ0,∆123))−

− 3δn0 − δn3 −Qn
2(δ0, δ3)− 2Qn

3(δ1, δ2, δ3)− 2Qn
4(δ0, δ1, δ2, δ3)],

χ(J) =(−1)nn! [(n+ 1)(n+ 2)Qn+2
4 (D0,D1,D2,D3)−Qn

3(δ1, δ2, δ3)−
−Qn

4(δ0, δ1, δ2, δ3)],

χ(K) =(−1)n−1n! [(n+ 1)Qn+1
2 (δ0,∆123)− δn0 −Qn

2(δ0, δ3)+

+Qn
3(δ0, δ1, δ2) +Qn

4(δ0, δ1, δ2, δ3)],

χ(L) =(−1)nn! [(n+ 1)Qn+1
2 (δ0,∆123)− 2δn0 −Qn

2(δ0, δ3)−
−Qn

2(δ0, δ1) +Qn
3(δ0, δ1, δ2) +Qn

4(δ0, δ1, δ2, δ3)],

χ(M) =(−1)nn! [Qn
2(δ0, δ1) +Qn

3(δ0, δ1, δ2)],

χ(N) =(−1)n−1n! [Qn
3(δ0, δ1, δ2) +Qn

4(δ0, δ1, δ2, δ3)],

χ(O) =(−1)nn!Qn
4(δ0, δ1, δ2, δ3).

Â ïÿòîé ãëàâå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå "ãëîáàëüíûå"àíàëîãè ôîðìóë äëÿ
äçåòà-ôóíêöèé. Ýòî ôîðìóëû äëÿ äçåòà-ôóíêöèé â íóëå è íà áåñêîíå÷-
íîñòè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëèíîìèàëüíîé äåôîðìàöèè ïîëíîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ â êîìïëåêñíîì òîðå. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòèõ ôîðìóë âûâåäåíà
ôîðìóëà äëÿ äçåòà-ôóíêöèè â íóëå ìíîãî÷ëåíà íà ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè,
êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì ôîðìóëû Ëèáãîáåðà-Ñïåðáåðà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü
F0, F1, . . . , Fk � íàáîð ôóíêöèé íà Cn, çàäàííûõ êàê ìíîãî÷ëåíû
îò n êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z = (z1, z2, . . . , zn). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ìíîæåñòâà I ⊂ {1, 2, . . . , n} îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆I

i ìíîæåñòâî ∆i ∩ RI ,
ãäå ∆i = ∆i(F ) � ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà Fi. Åñëè ∆I

i 6= ∅,
äëÿ êàæäîãî êîâåêòîðà α ∈ ZI îïðåäåëåíà ãðàíü ∆I,α

i ⊂ ∆I
i , íà êîòîðîé

α|∆I
i
äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Ïóñòü èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I ñîäåðæèò ÷èñëî n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ZI+ ⊂ ZI (ZI− ⊂ ZI ) ïîäìíîæåñòâî êîâåêòîðîâ α = . . .+αn dkn, ïîñëåä-
íÿÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíà: αn > 0 (ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà
êîòîðûõ îòðèöàòåëüíà: αn < 0). Êîîðäèíàòû k1, k2, . . . , kn ïðîñòðàí-
ñòâà Rn çäåñü îòâå÷àþò ïåðåìåííûì z1, z2, . . . , zn ñîîòâåòñòâåííî. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ζI∆1,∆2,...,∆k

(t), ζI,∞∆1,∆2,...,∆k
(t), îïðåäåëåí-

íûå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì: F (I) = {j ∈ {1, 2, . . . , k} | F I
j 6= 0}.
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Äëÿ I 6= {n} èìååì:

ζI∆1,∆2,...,∆k
(t) =

∏
α∈ZI+

(1− tα( ∂
∂kn

))
l!Qlk(∆I,α

j1
,∆I,α

j2
,...,∆I,α

jk(I)
)
,

ζI,∞∆1,∆2,...,∆k
(t) =

∏
α∈ZI−

(1− t−α( ∂
∂kn

))
l!Qlk(∆I,α

j1
,∆I,α

j2
,...,∆I,α

jk(I)
)
,

ãäå l = |I| − 1, {j1, j2, . . . , jk(I)} = F (I). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ζ
{n}
∆1,∆2,...,∆k

(t) = ζ
{n},∞
∆1,∆2,...,∆k

(t) = (1 − t), åñëè ∆
{n}
i = ∅ ïðè âñåõ

i = 1, 2, . . . , k, è ζ
{n}
∆1,∆2,...,∆k

(t) = ζ
{n},∞
∆1,∆2,...,∆k

(t) = 1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Òåîðåìà. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ F1, F2, . . . , Fk îáùåãî ïîëîæåíèÿ äçåòà-

ôóíêöèè â íóëå (íà áåñêîíå÷íîñòè) äåôîðìàöèè fi, zn(z1, z2, . . . , zn−1) :=
Fi(z1, z2, . . . , zn) ïðîñòðàíñòâà {f1 = f2 = . . . = fk = 0} ⊂ Cn−1, ãäå
fi = fi, 0, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

ζzn|V ∩(C∗)n(t) = ζ
{1,2,...,n}
∆1,∆2,...,∆k

(t),

ζzn|V (t) =
∏

I : n∈I⊂{1,2,...,n}

ζI∆1,∆2,...,∆k
(t),

ζ∞zn|V ∩(C∗)n
(t) = ζ

{1,2,...,n},∞
∆1,∆2,...,∆k

(t),

ζ∞zn|V (t) =
∏

I : n∈I⊂{1,2,...,n}

ζI,∞∆1,∆2,...,∆k
(t)

(çäåñü V = {z ∈ Cn | F1(z) = F2(z) = . . . = Fk(z) = 0} � ìíîæåñòâî
íóëåé).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ äçåòà-ôóíêöèè â íóëå
ìíîãî÷ëåíà íà ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè.

Ðàññìîòðèì íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ F0, F1, . . . , Fk îò ïåðåìåííûõ
z1, z2, . . . , zn è ìíîæåñòâî V = {z ∈ Cn | F1(z) = F2(z) = . . . =
Fk(z) = 0}. Ïóñòü ∆i = ∆(Fi) � ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà
Fi, i = 0, 1, . . . , k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZI∆0

ìíîæåñòâî êîâåêòîðîâ α ∈ ZI ,
äëÿ êîòîðûõ min(α|∆I

0
) > 0. Åñëè ∆I

0 = ∅, èìååì: ZI∆0
= ∅. Îáîçíà÷èì:

F (I) = {j ∈ {1, 2, . . . , k} | F I
j 6= 0},

ζI∆0;∆1,...,∆k
(t) =

∏
α∈ZI∆0

(1− tm∆I0
(α)

)
l! Q̃lk(∆I,α

0 ,∆I,α
j1
,...,∆I,α

jk(I)
)
,

ãäå {j1, j2, . . . , jk(I)} = F (I), m∆I
0
(α) = min(α|∆I

0
) � ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå êîâåêòîðà α íà ìíîæåñòâå ∆I
0 è Q̃l

k(x0, x1, . . . , xk) =
[∏k

i=1
xi

1+xi

]
l
−[∏k

i=0
xi

1+xi

]
l
= Ql

k(x1, x2, . . . , xk)−Ql
k+1(x0, x1, . . . , xk).
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Òåîðåìà. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ F0, F1, . . . , Fk îáùåãî ïîëîæåíèÿ

ζF0|V ∩(C∗)n(t) = ζ
{1,2,...,n}
∆0;∆1,...,∆k

(t),

ζF0|V (t) =
∏

I⊂{1,2,...,n}: I 6=∅

ζI∆0;∆1,...,∆k
(t).

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòî-
ðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ñàáèðó Ìåäæèäîâè÷ó
Ãóñåéí-Çàäå, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîääåðæêó, à ãëàâíîå - òåðïåíèå. Àâ-
òîð òàêæå áëàãîäàðèò âñåõ ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû âûñøåé ãåîìåòðèè è
òîïîëîãèè çà òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó, êîòîðàÿ ñïîñîáñòâîâàëà íàó÷íîé
ðàáîòå.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîèì øêîëüíûì ó÷èòåëÿì Àíàòîëèþ
Âàäèìîâè÷ó Åãîðîâó, Áîðèñó Ìèõàéëîâè÷ó Äàâèäîâè÷ó è Þðèþ Âèòà-
ëüåâè÷ó ×åêàíîâó, áëàãîäàðÿ êîòîðûì îí ïîëó÷èë ïåðâîå ïðåäñòàâëåíèå
îá îñíîâàõ íàóêè; ñâîåìó äðóãó è îäíîêëàññíèêó Åâãåíèþ Ãîðñêîìó çà
ïîëåçíûå íàó÷íûå ðàçãîâîðû. Àâòîð ïðèçíàòåëåí Àñêîëüäó Ãåîðãèåâè÷ó
Õîâàíñêîìó çà èíòåðåñíûå ëåêöèè è ëè÷íûå áåñåäû; à òàêæå ñâîåìó äåäó,
Âëàäèìèðó Èëüè÷ó Áåëüòþêîâó, çà ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó. Ñïàñèáî!

Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

[1] Ã. Ã. Ãóñåâ, Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ áèôóðêàöèé äëÿ
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2, ÓÌÍ, 63: 2, ñ. 167�168, 2008.

[2] G. G. Gusev, Monodromy zeta-functions of deformations and Newton
diagrams, Rev. Mat. Complut., 22: 2, p. 447�454., 2009.

[3] G. G. Gusev, Monodromy zeta-function of a polynomial on a complete
intersection and Newton polyhedra, proceedings of the conference
"Topology, Geometry, and Dynamics: Rokhlin Memorial p. 43-44, 2010.

11


