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²ò#&% BF;@')")GJI���#�;��@%C#�;��S")�H%(KLG)")�ë��;@GFE�MO�C�@%L� ���®� "$#&%(')" �+*,�-*/. IJ#&IA'HIAKRIA?A;A´
? �@�S��½ 3 �@� W � Q *� %R�LE�MO�C��;��S� � ")KLKR%(>H��;@�)")" � IAGFM£; � ��?A;�MO")KL�è��;@GF°0% '$;èK M$% � EHÕ-¥0"�B
'$;LEH�)')��BsGJIA')� %(>H%(')�)"FPFB¢¡

•
� %R° � EH'$;@>HI � '$;�PhGJIA')� %(>H%(')�)"FP » � ")��� %(>H%(')�)"$;�MO�S')�	%±EH>$;@?S'H%(')"FP
" K(#&%R°�')�	%8?@IA<)>HIAKL�G¼ã�Ô<HIAKL?�P$¥º%(')'$;�Pª<$;S#2P)�S" 
T*,�£*Ô¤ %L�S>HIA?SKLGJIAQRI$�� IAKLG)?A;H� ���®� � �@�S� X�¾

•
� KR%(>HIAKLKLG)")�)KLGF;�P�GJIA')� %(>H%(')�)"FP #&I@M$I � ��B�EH�H%(')��B¢� � IAKLG)?A;H� ���®� �
�@�S� «�¾

•
� %R° � EH'$;@>HI � '$;�P�GJIA')� %(>H%(')�)"FP »�¿ÁÀ�ÂMÃÅÄ�Æ*Ç_Æ �qÈ À�É`Ê�Ë�ÂMÃ_ÇÅÌ�Ç�É`ÆÍÂMÀ
ÎÐÏÒÑ�ÓÔÑ�Õ�É �À
Ç�ÖLÂ-Ì�Ç�Ñ�ÀØ×ÒÙ�É5Ñ�Ú�Ä ¼ÜÛ Ç_Î
À
Ç�Õ�Ù�Ì�Æ*Ë
ÀÔÝgÑ�À�Þ'É`Ú�É`À
ÝgÉSÇ_ÀØÙ�Ñ�À�Ñ�ÚPÑMÞVßVÂMÚ/Æ ��à Ú/Ç_áØâãÉ`Ú/Æ �Æ/Ñ�À �Xä Ë
À�É « � WSW �@�S� Y � ß Ë
Ã�ÉXåÂ �Xæèç É`Î�É`À *

� ;��SIS��;�<HI �)� %(>A°=;@'$;�QL>$;@'H�@IJ# ��7=7=
êé � Y � � W � �S��½ U ½ � Â ²Ý>FEHGJIA?@I � "H�@%RMO��£*/�0*,6 %(�)G)")'O´ß��"éQL>$;@'H��;S#!" ¤ >H%R�C" � %('H��; ��7 � M)Pé<HI �)� %(>A°�G)"�?@% � EH¥0"�B
'$;LEH�)')��B Ó0GJI@M ��å � W([SYS«H* �@�S� «H* W � ��å � X ½ Y � * �@� W � * W � ��å � X ½ «AXF* �@� W � * W ���å � X�\ � YH* �@� W � * WS*ë ÉV©$ËE­2Ç:ÊXº�­�­ *:� KL'HIA?S')�	%T>H%R�LE�MO�C��;��S� � ")KLKR%(>H��;@�)")"�IA<FEF�@MO")GJIA?A;@')�8?[ >$;��SIS��;CB¢�$KL<)")KRIAGDGJIS�@IA>)��Bs<)>)")?@I � "H�SK¨P�?�GJIA')�H%�;@?@�@IA>H%(� %(>$;���;íì W�î�[-ï *ð È�¨2É¢Ç2ÈHÉ ¨&ÊÐ­äÎq©Xñ�Ð�Ñò¨&Êq©£ÎOÈ)Ò *S� ")KLKR%(>H��;@�)"FP���;@')"$#�;�%L� W �S� KR�S>$;@')")�
�@%(G�KR��;-"ºKRIAKR�@IA"H�-"F��?S?@% � %(')"FP:� � ?�EJBºQ¨M£;@?)�(>$;��(�A"H�S��B0'$;�<FP)�S�-<$;@>$;@QL>$;@� IA?)�
"±KL<)")KLGF;
MO"H�@%(>$;���EH>)���µ?SGFMOÕ-�$;@Õ-¥º%(QRI YAX '$;@"$#&%('HIA?A;@')")� *Ô� E)#&%(>$;@�)"FP
� IA>$#2E�M��4�@%LIA>H%C#±"ëM$%C#�#Ü�S>HIA�)'$;�P î 'HIJ#&%(>�Q¨M£;@?S���4'HIJ#&%(>�<$;@>$;@QL>$;@��;

ó



"ªKRIS�AKR�S?@%(')')���©'HIJ#&%(>¢�¶'$;@<)>)"$#&%(>¢�¶M$%C#�#�; ½ * � * Wôî M$%C#�#�; W ?@�@IA>HIAQRI
<$;@>$;@QL>$;@��;=�S>H%L�S�@%(�sQ¨M£;@?S� *
·±ÃöõsÄø÷ùõsÄºÁ¬Ã�ÄÒúzÁ4¾Ôûq»øõsÂsÁ ¾�»�¸ºÄ�À�Åýü
ë Ðè¨E¯£Ê�° þLË!Êq¯£Ê *�¤ %(>)?A;�P¬Q¨M£;@?A; <HIAKL?�P$¥º%('$; G)>$;�%(?S�4# ��; � ;C�$;S# ?

��")G�KL")>HIA?A;@')')��B IS�@M£;@KR�(PFB¢�Û��;@?S")K¨P$¥0"�B IS� #�;�M$IAQRI <$;@>$;S#&%L�S>$;H�ÚK
#!")G)>HIA'H%LI � 'HIA>HI � 'HIAKR�(PO#!" IAGJI@M$I QL>$;@')")�)� " ��; � ;C�$;S# ? IS�@M£;@KR�(PFB¢�
<H%(>)� IA>)")>HIA?A;@')')��B ? � I@MO� QL>$;@')")�)� * 
 KLK M$% � EA%L�SK¨P ��;@?S")KL"$#&IAKR�S�
GJIA')KR��;@'H�S� ? 'H%(>$;@?@%(')KR�S?@% 7 >)" � >)"�B�K(; IS� #�;�M$IAQRI <$;@>$;S#&%L�S>$;H�
BF;@>$;@GH�@%(>)"F�LEHÕ-¥º%(QRI�>$;���#&%(>D#!")G)>HIA'H%LI � 'HIA>HI � 'HIAKR�S" *
� KLÕ � E � ;�M$%L% ")KL<HI@MO���LEHÕ��SK¨P K M$% � EHÕ-¥0"H% IS�SI@�C'$;C�H%(')"FP:¡ ◦

H1(Ω)
3

#!'HIC°0%(KR�S?@I-��EH')G)�)")�0"F� H1(Ω), "$#&%(Õ-¥0"�B�'FE�M$%(?@IA��K M$% � '$; ∂Ω; H1(Ω, Γε)3 #!'HIC°0%(KR�S?@I ��EH')G)�)")�q"F� H1(Ω) K 'FE�M$%(?S�4# K M$% � IJ# '$; Γε,
Q � %

#!'HIC°0%(KR�S?@I Γε ⊂ ∂Ω ��;@?S")KL"H�¶IS�Ô#�;�M$IAQRIµ<$;@>$;S#&%L�S>$;H�$BF;@>$;@GH�@%(>)"F�LEHÕ-¥º%(QRI
#!")G)>HIA'H%LI � 'HIA>HI � 'FEHÕ
KR�S>FEHGH��EH>FEsIS�@M£;@KR�S" *� ¸&Ðè¨E¯£Î£Ñ ¸&ÊX¨&ÊqþM¨&ÊqÿsÐ >$;@KLK(#�;��S>)")?A;�%L�SK¨P ��; � ;C�$; K
#!")G)>HIA'H%LI � 'HIA>HI � 'HIAKR�S�SÕéIAGJI@M$I5QL>$;@')")�)� *�¤ >H% � <HI@M£;@Q ;�%L�SK¨P:�£�H�@IDG)>$;�%(?S�	%
EJK M$IA?S"FPÛ�A��KR�S>HI #&%('FP$Õ��SK¨Pì'$;���")G�KL")>HIA?A;@')'HIA�ìQL>$;@')")�H% *5� "$#&%(')'HI$�
>$;@KLK(#&IS�S>)")?A;�%L�SK¨P�IS�@M£;@KR�S� Ω ⊂ R2 K � IAKR��;��@IA�)'HIVQ¨M£; � GJIA�ÜQL>$;@')")�H%(�� MO")')� W �)��;@GF;�P:�$�H�@I

∂Ω = Γε
1 ∪ Γε

2, Γε
1 =

⋃

i

(Γε
1i), Γε

2 =
⋃

i

(Γε
2i), Γε

1i ∩ Γε
2j = ∅,

mes Γε
1i = εδ(ε), mes (Γε

1i ∪ Γε
2i) = δ(ε),

δ(ε) = o

(

1

|ln ε|

) <)>)" ε → 0,

Q � %�GFEJKLG)" Γε
1i
" Γε

2i
�H%(>H% � EHÕ��SK¨P�²ÝK(# * >)")K *¢W ´ *¦ � %(KL�Ø?ÚGF;C�H%(KR�S?@% Γε = Γε

1

*_� KL'HIA?S')�4# >H%R�LE�MO�C��;��@IJ# P$?�M)P)%L�SK¨P
K M$% � EHÕ-¥T;�PD�@%LIA>H%C#�; *

¶ Ð�ÎX¨&Ð�Ñ�Ê��������������	�
����
������
n = 2 ���	��������� �"! u ∈ H1(Ω, Γε)��#%$ �'&%(�� �*)�&�� � ��(�� 
,+.- ( (0/�( $ �'&%(�/ ��� &��21 $ )*� $ )"3 � �,4

∫

Ω

u2 dx ≤ Kε

∫

Ω

|∇u|2 dx, Kε = K0 + ϕ(ε),

5
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9;: ¦�< =?>;@BA8CED
F�GIHKJ�LIM'G 9ON�P
���%( K0 Q # � ��� ��!*/*/8�B!R&TS��8� � � )*U	( � S��IVW/�( $ �'&%(�/ ��� &%( � ) # �X1 $ )*� $ )"3 � �ZY��#%$ �'&%(�� �*)�&��IV[� �"!\& � (�3 u ∈

◦
H1(Ω) Y]�

ϕ(ε) ∼ (|ln ε|)−
1

2 + (δ(ε) |ln ε|)
1

2

#%$ ) ε → 0.� >HIJ#&% �@IAQRI$�±? � ;@')'HIJ# <$;@>$;@QL>$;@� % >$;@KLK(#&IS�S>H%('$; ;@'$;�M$IAQL")�)'$;�P
QR%LIJ#&%L�S>)")�H%(KLGF;�PxGJIA')KR�S>FEHG)�)"FP_?�K M)EH�$;�% n ≥ 3.

� ��<)>H% � <HI@M£;@Q ;�%C#	� �H�@I
∂Ω = S ∪ Γ, S ∩ Γ = ∅

� Γ <)>)")'$; � M$%R°�"H��QL")<H%(>)<FM$IAKLGJIAKR�S" xn = 0 "��EH')G)�)"FP u IS�A>$;@¥T;�%L�SK¨P�?-'HI@MO�-'$;-#�;�MO��Bº<H%(>)"HI � ")�H%(KLG)"º>$;@KL<)>H% � %RM$%(')')��B<HI Γ <FP)�S'$;CBÔ>$;���#&%(>$; εδ(ε)
* ¦ � %(KL�º#!�v<)>H% � <HI@M£;@Q ;�%C#	���H�@I δ(ε) = o(εn−2)<)>)" ε → 0

*
� M)P KRISIS�S?@%L�SKR�S?�EHÕ-¥º%(QRI GFM£;@KLK(; H1(Ω, Γε)

EJKR��;@'HIA?�M$%('$;
KL<)>$;@?@% � MO")?@IAKR�S��K M$% � EHÕ-¥º%(QRI='H%(>$;@?@%(')KR�S?A;T�S")<$; 7 >)" � >)"�B�K(; *

¶ Ð�ÎX¨&Ð�Ñ�Ê_^`���������a^b�
�?��
������
n ≥ 3 �c�	�������d� �"! u ∈ H1(Ω, Γε

1 ∪ S)��#%$ �'&%(�� �*)�&�� � ��(�� 
,+.- ( (0/�( $ �'&%(�/ ��� &�� � ) # �e1 $ )*� $ )"3 � �,4
∫

Ω

u2 dx ≤ Kε

∫

Ω

|∇u|2 dx, Kε = K0 + ϕ(ε),

���%( K0 f S��Z/ ��� ��/ � � & S��8� � � )*U	( � S��IV /�( $ �'&%(�/ ��� &%( 1 $ )*� $ )"3 � �ZY��#%$ �'&%(�� �*)�&��IV[� �"! u ∈
◦

H1(Ω) Y]�
ϕ(ε) ∼ ε

n

2
−1 +

(

δ(ε)ε2−n
)

1

2

g
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#%$ ) ε → 0.
� GF;C�H%(KR�S?@%s<)>)"$#&%(>$;+?+<H%(>)?@IJ#8<$;@>$;@QL>$;@� %�<)>)")?@% � %('$;+� IA>$#2E�M£; � M)P

GJIA')KR��;@'H�S��?�'H%(>$;@?@%(')KR�S?@% 7 >)" � >)"�B�K(; � M)PsG)>FEHQRIA?@IAQRI � ")KLGF; *� I ¯OÈ)ÎX¨&Î£Ñ ¸&ÊX¨&ÊqþM¨&ÊqÿsÐ � IAGF;���;@')���@%LIA>H%C#!�ëEJKL>H% � 'H%(')"FP � M)P5��; � ;C�)"
? � ?�E)#&%(>)'HIA�5IS�@M£;@KR�S"sK�<H%(>)"HI � ")�H%(KLGJIA�D<H%(>)� IA>$;@�)"H%(�s? � I@MO��QL>$;@')")�)� *� <)")Óº%C#�<HI � >HIS�A'H%L%dQR%LIJ#&%L�S>)")ÕìIS�@M£;@KR�S" *�¤ EJKR�S� Ω

3 IS�@M£;@KR�S�j?
R2,M$%R°=;@¥T;�P¬?Û?@%(>SB)'H%(�¯<HI@M)EH<FM$IAKLGJIAKR�S"¢�dQL>$;@')")�$; GJIS�@IA>HIA� Γ P$?�M)P)%L�SK¨P

GFEJKRIA�)'HI�� Q¨M£; � GJIA��"�KRIAKR�@IA"H�º"F��'H%(KLGJI@MO�SG)"�B��$;@KR�@%(�¢¡ Γ = Γ1∪Γ2∪Γ3∪Γ4,Q � % Γ4

î IS�S>H%R�(IAG [

−1

2
; 1

2

] '$;�IAKL"¶;��AKL�)")KLKS� Γ2
" Γ3

<)>)")'$; � M$%R°=;��T<)>APO#!�4#
x1 = −1

2

" x1 = 1

2

KRISIS�S?@%L�SKR�S?@%(')'HI$� Γ\Γ4

î Q¨M£; � GF;�P *�� KLÕ � E � ;�M$%L%
ε = 1

2N+1

î #�;�MO���D<$;@>$;S#&%L�S>¢� N î '$;���EH>$;�MO�S'HIS%º�)")K M$I$� N � 1.

687
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Ωε

:
l E � %C#©��;@GF°0%v")KL<HI@MO���(IA?A;��S��K M$% � EHÕ-¥0"H%jIS�SI@�C'$;C�H%(')"FP *�¤ EJKR�S� B

î
m



<)>HIA"F�C?@I@MO�S'$;�P � ?�E)#&%(>)'$;�P�IS�@M£;@KR�S��K�Q¨M£; � GJIA��QL>$;@')")�H%(�¢�RM$%R°=;@¥T;�P�?�G)>FEHQR%

K = {ξ : ξ2
1 + (ξ2 −

1

2
)2 < a2}, 0 < a <

1

2
.

¤ EJKR�S�)�$G)>HIJ#&%��@IAQRI$�
Bj

ε = {x ∈ Ω : ε−1(x1 − j, x2) ∈ B}, j ∈ Z, Bε =
⋃

j

Bj
ε , Γε = ∂Bε.

� <)>H% � %RMO"$#sIS�@M£;@KR�S� Ωε
GF;@G Ω\Bε

²ÝK(# * >)")K * ½ ´ *�� KL'HIA?S')�4#!"�>H%R�LE�MO�C��;���;S#!"� ;@')'HIAQRI�<$;@>$;@QL>$;@��;TP$?�M)P$Õ��SK¨PDK M$% � EHÕ-¥0"H%�EF�S?@%(>A° � %(')"FP *
¶ Ð�ÎX¨&Ð�Ñ�Êond�����a^p���	�
�q��
������

f ∈ L2(Ω), Q f #%$ �Z)"r,&��I� � /*sutvS��IV # ��S �
/8�wS��IV # ��(�S � /8�Zt # �8� � S�� ��� ) C, /�( � �Z�%( $*x � - )*t � �
y ��� &%(�/*/*sz3{r%/8��U	(�/*)*t��# (�S �|$ �B� � /8�Zter'������U")











−∆u0 = λ0u0 & Ω,

u0 = 0 /8� Γ4,
∂u0

∂ν
= 0 /8� Γ \ Γ4.

² W ´

�	�������,4};~ ��
,- ( ��� & 
 ( � U") � �8� ε0 > 0
� ��S���(IY�U � � #%$ )d� + y
�IV ε < ε0 )�� + y
�IV

λ ∈ Q
$ (���(�/*)�(0S $ �'( &��Zter'������U")











−∆Uε = λUε + f & Ωε,

Uε = 0 /8� Γε,
∂Uε

∂ν
= 0 /8� Γ.

² � ´

��
,- ( ��� & 
 ( � )�(��
)*/ ��� &%(�/*/8� Y�� � ��S x ( ��#%$ �'&%(�� �*)�&�� $ �'&
/8�IV�( $ /8�B! # � ε

) λ �Z�b(�/*S��
‖Uε‖1 ≤ C‖f‖0,

² ½ ´
���%( ‖ · ‖1, ‖ · ‖0

� �
� � &%( �w��� &%(�/*/8�d/8� $ V�s�& #%$ � ���|$ ��/ ��� &��B3 H1(Ω) )
L2(Ω).��~ � �"! $ (���(�/*)"!eS $ �'( &��Zter'������U") ² � ´ )"V�( ( � V�( ��� � � 38�Z�
)"V0� �����

‖Uε − U0‖1 → 0
#%$ ) ε → 0, ² \ ´

�



���%( U0 f $ (���(�/*)�( #%$ (��%(E� � /8�Zt�� 
��O$ (��
/b�;/*/8�Zt ~ S $ �'( &��Zt2r'������U")










−∆U0 = λU0 + f & Ω,

U0 = 0 /8� Γ4,
∂U0

∂ν
= 0 /8� Γ \ Γ4.

² U ´

¶ Ð�ÎX¨&Ð�Ñ�Ê��������a^p�a^b�
����
������
λ0 f � �
y ��� &%(�/*/8��(�r%/8��U	(�/*)�(�S $ � � /8� ��� )

N
#%$ (��%(E� � /8�Zt ��# (�S �|$ �B� � /8�Zter'������U") ² W ´ ���	�������,4};~ S � �
y ��� &%(�/*/8�IV 
 r%/8��U	(�/*) + λ0

� 38�Z�
) �w� ! N
� �
y ��� &%(�/*/*sz3wr%/8��U	(�/*)*tT� �
 U*� � �IV � ��&��ZS 
,# /8�ZtdS $ � � /8� ��� ) ~ &���rZV 
,- �;/*/8�Zt ��# (�S �|$ �B� � /8�Zter'������U")











−∆εuε = λεuε & Ωε,

uε = 0 /8� Γε,
∂uε

∂ν
= 0 /8� Γ;

² [ ´

��~ ( � �*) λε,1, . . . , λε,N f � �
y ��� &%(�/*/*s]( r%/8��U	(�/*)"! r'������U") ² [ ´ Y
S�� � � $ s]( � 38�Z� ! �w� ! S λ0 Y�� uε,1, . . . , uε,N f � �
� � &%( �w��� & 
,+.- )�(� �
y ��� &%(�/*/*s](\� 
 /*S,�8)*)�Yo� $�� �Z/8� $ V�) $ ��&���/*/*s](�& L2(Ω) Y � ��� �"!_� + y
�Zt# � � ��(�����&�� � (E� � /8� ��� ) εk −→

k→∞
0

��
,- ( ��� & 
 ( ��# �Z� # � � ��(�����&�� � (E� � /8� �����
εk′ → 0 Y � ��S��B!TU � � #%$ ) ε = εk′ → 0 &%( $ /8� � 38�Z�
)"V0� �����

‖uε,j − u0,j‖1 → 0,

���%( u0,1, . . . , u0,N f � �
y ��� &%(�/*/*s](�� 
 /*S,�8)*) ��# (�S �|$ �B� � /8�Zt�r'������U") ² W ´ Y� �
� � &%( �w��� & 
,+.- )�( λ0 Y?� $�� �Z/8� $ V�) $ ��&���/*/*s](w& L2(Ω) �
6 �@IS�A� <)>)"$#&%(')"H�S� KR��;@' � ;@>H�S')�	%Ø#&%L�@I � � � IAGF;���;��@%RMO�SKR�S?A;Ú�@%LIA>H%C#

EJKL>H% � 'H%(')"FP � M)Ph>$;��LMO")�)')��B¬�S")<HIA?ÚKL")')Q E�M)P$>)')��B­?@I@��#2EH¥º%(')")�¢�+K(# * �
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0 = . . . = λ
p+N
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∣

∣
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∣

∣

∣

,
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ε , . . . , λp+N
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,+.- (�t λi+p
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∣

∣
λ
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∣

∣

∣
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