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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âî-ïðîñîâ òèïè÷íîñòè íåêîòîðûõ íîâûõ ÿâëåíèé, îáíàðóæåííûõ â êîìïëåêñíûõñëîåíèÿõ è âåùåñòâåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.Â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îäíèì èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿêà÷åñòâåííîå îïèñàíèå äèíàìèêè ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå îïèñàíèå àòòðàêòîðîâñèñòåìû. Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè ïðèíàäëåæàò À. Ïóàíêàðå, êëàñ-ñè�èöèðîâàâøåìó âîçìîæíûå âàðèàíòû äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ãîìåîìîð-�èçìà îêðóæíîñòè è (ñîâìåñòíî ñ È. Áåíäèêñîíîì) âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñ-êîñòè è íà ñ�åðå. Äàííàÿ îáëàñòü çàòåì èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü, â ÷àñòíîñòè,â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ è â ïðèêëàäíûõçàäà÷àõ.Â äàëüíåéøåì êà÷åñòâåííîé òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì çàíèìàëèñü âå-äóùèå îòå÷åñòâåííûå è çàðóáåæíûå ìàòåìàòèêè, òàêèå, êàê À. À. Àíäðîíîâ,Ñ. Õ. Àðàíñîí, Ä. Â. Àíîñîâ, Â. È. Àðíîëüä, Ê. Áîíàòòè, �. Áîóýí, Â. Ç. �ðèíåñ,Ý. Æèñ, Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî, À. Êàòîê, À. Í. Êîëìîãîðîâ, �. Ìàíå, Äæ. Ìèë-íîð, Ø. Íüþõàóñ, Â. È. Îñåëåäåö, Ä. Ïàëèñ, ß. Ïåñèí, Ä. �þýëëü, ß. �. Ñè-íàé, Ñ. Ñìåéë, À. Ì. Ñòåïèí, Ä. Ñóëëèâàí,Ô. Òàêåíñ, Ó. Ò¼ðñòîí, Äæ. Ôðàíêñ,À. Í. Øàðêîâñêèé, Ë. Ï. Øèëüíèêîâ, Ì. Øóá è ìíîãèå äðóãèå.Îäíà èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì, ñòîÿùèõ ïåðåä êà÷åñòâåííîé òåîðèåé äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîñòîèò â êëàññè�èêàöèèâñåõ âîçìîæíûõ �àçîâûõ ïîðòðåòîâ èëè âèäîâ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Óæå À. Ïó-àíêàðå ïîíèìàë, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à íåîáîçðèìà, è, ïî-âèäèìîìó,îñìûñëåííî ðåøåíà áûòü íå ìîæåò. Âîçíèêëà èäåÿ, ÷òî èìååò ñìûñë êëàññè�è-öèðîâàòü ëèøü òèïè÷íûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû. Ýòîò ïîäõîä îêàçàëñÿ âåñüìàïëîäîòâîðíûì, ïðè÷¼ì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê äàâàòü îïðåäåëåíèå òèïè÷-íîñòè, ïîëó÷èëèñü ðàçëè÷íûå ñîäåðæàòåëüíûå òåîðèè.Ê ñîæàëåíèþ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à êëàññè�èêàöèè äàæå òèïè÷íûõ äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì â âûñîêîé ðàçìåðíîñòè íàòàëêèâàåòñÿ íà ïðàêòè÷åñêè íåïðå-îäîëèìûå òðóäíîñòè. Èçâåñòíû ëèøü íåêîòîðûå îáëàñòè ñèñòåì (âïðî÷åì, äî-âîëüíî áîëüøèå), ïîääàþùèõñÿ ÿâíîìó îïèñàíèþ: äè��åîìîð�èçìû Ìîðñà-1



Ñìåéëà, ãèïåðáîëè÷åñêèå è ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû,îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ÊÀÌ. Ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè ïðåäñòàâëÿåò èñ-ñëåäîâàíèå äàæå îäíîãî çàäàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â ðàçìåðíîñòÿõ, íà÷èíàÿñ 3, è îäíîãî îòîáðàæåíèÿ óæå äëÿ äèíàìèêè íà ïëîñêîñòè.Òàêèì îáðàçîì, ãëîáàëüíûé âîïðîñ ¾êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò �àçîâûéïîðòðåò òèïè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ èëè äèíàìèêà òèïè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ¿ ïî-ïðåæíåìó äàë¼ê îò ïîëíîãî ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿíåêîòîðûå ÷àñòíûå âîïðîñû â ýòîé îáëàñòè.�ëàâà 1 ïîñâÿùåíà òîïîëîãèè êîìïëåêñíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ñëîåíèé, ïîðîæ-ä¼ííûõ ïîëèíîìèàëüíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, â äâóìåðíîìêîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå. Â íåé èññëåäóåòñÿ âîïðîñ, íàñêîëüêî òèïè÷íî ÿâ-ëåíèå ñåïàðàòðèñíîé ñâÿçêè äëÿ òàêèõ ñëîåíèé.�àññìîòðèì �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ íà ïëîñêîñòè, ðàññëîåííîå íà åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå, � �àçîâûé ïîðò-ðåò. Òèïè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî1: äëÿ ëþáîãîáëèçêîãî ïîëÿ ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì, ïåðåâîäÿùèé åãî �àçîâûé ïîðòðåòâ �àçîâûé ïîðòðåò èñõîäíîãî. Åù¼ À. Ïóàíêàðå2 çàìåòèë, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿòîïîëîãèè �àçîâîãî ïîðòðåòà âåêòîðíîãî ïîëÿ îñîáåííî âàæíû íåêîòîðûå âû-äåëåííûå èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê. Áè�óðêàöèè, èëèïåðåñòðîéêè �àçîâûõ ïîðòðåòîâ, ÷àñòî ïðîèñõîäÿò ïî ñëåäóþùåìó ñöåíàðèþ:äâå ñåïàðàòðèñû ðàçëè÷íûõ îñîáûõ òî÷åê èëè îäíîé è òîé æå òî÷êè ñáëèæàþò-ñÿ è ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà îáðàçóþò îäíó è òó æå èíòåãðàëüíóþêðèâóþ � ñåïàðàòðèñíóþ ñâÿçêó. Ïîñëå ÷åãî ñåïàðàòðèñû ñíîâà ðàçìûêàþòñÿ,è îáðàçóåòñÿ íîâûé (òàêæå óñòîé÷èâûé) �àçîâûé ïîðòðåò. Òàêèì îáðàçîì, âå-ùåñòâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áåç ñåïàðàòðèñíûõ ñâÿçîê îáðàçóþòîòêðûòîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî â òîïîëîãèè Cr äëÿ âñåõ r ≥ 1.Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ ðàäèêàëüíî ìåíÿåòñÿ. Èç ðàáîò Ì. �. Õóäàé-1J. Palis, S. Smale Strutural Stability Theorem. Proeedings of Symposia in Pure Mathematis, AMS,vol. XIV2H. Poinar�e. Sur les ourbes d�e�nies par les �equations di��erentielles, I, II, III, IV. J. Math. Pure et Appl., 2(1881, 82, 85, 86)
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Âåðåíîâà3, Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî4, À. À. Ùåðáàêîâà5, È. Íàêàè6 èçâåñòíî, ÷òî äëÿòèïè÷íîãî ñëîåíèÿ, ïîðîæäåííîãî êîìïëåêñíûì ïîëèíîìèàëüíûì äè��åðåí-öèàëüíûì óðàâíåíèåì ñòåïåíè, áîëüøåé 1, âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå, êðîìå,áûòü ìîæåò, n + 1 ñåïàðàòðèñû áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûõ îñîáûõ òî÷åê, ïëîòíûâ C2. Â ýòèõ æå ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî òèïè÷íîå òàêîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðíîíåóñòîé÷èâî.Èç ïëîòíîñòè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñåïàðàòðè-ñû ëþáûõ äâóõ (îáû÷íûõ) îñîáûõ òî÷åê ïðîõîäÿò ñêîëü óãîäíî áëèçêî äðóãîò äðóãà. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ýòî ïðÿìî îçíà÷àëî áû ïëîòíîñòü óðàâíåíèéñî ñâÿçêîé â ïðîñòðàíñòâå âñåõ óðàâíåíèé: ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü ñêîëüóãîäíî ìàëîå âîçìóùåíèå òèïè÷íîãî óðàâíåíèÿ, ñîçäàþùåå ñâÿçêó. Âîçíèêàåòåñòåñòâåííûé âîïðîñ, èìååò ëè ìåñòî ïëîòíîñòü ñëîåíèé ñî ñâÿçêîé â êîìïëåêñ-íîì ñëó÷àå. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà íåãî äà¼òñÿ â ãëàâå 1.Òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîìïëåêñíûé ìèð íå äîïóñêàåò ëîêàëüíûõâîçìóùåíèé. Ëþáàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ëèáî îòëè÷íà îò íóëÿ âåçäå, êðî-ìå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà òî÷åê, ëèáî åñòü òîæäåñòâåííûé íóëü. Ïîýòîìó äëÿ äîêà-çàòåëüñòâà èñïîëüçóþòñÿ êîñâåííûå ìåòîäû: àíàëèç ãðóïïû ìîíîäðîìèè íàáåñêîíå÷íîñòè4, ãðóïïû ðîñòêîâ êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé5.Âàæíûì ïîíÿòèåì ñîâðåìåííîé êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå àòòðàêòîðà, ò.å. ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà ñèñòåìû. Îäíàêîó ýòîãî ïîíÿòèÿ ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ �îðìàëèçàöèé. Â èõ ÷èñëå íåîáõî-äèìî óïîìÿíóòü ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð Amax äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîéñèñòåìû, ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî L, öåíòð Áèðêãî�à, àòòðàêòîð Ìèëíîðà, ñòà-òèñòè÷åñêèé è ìèíèìàëüíûé àòòðàêòîðû (AM , Astat è Amin ñîîòâåòñòâåííî).�èïîòåçà Ïàëèñà7 ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äëÿ òèïè÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû3Ì. �. Õóäàé-Âåðåíîâ. Îá îäíîì ñâîéñòâå ðåøåíèé îäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, Ìàòåìà-òè÷åñêèé Ñáîðíèê, 56 (1962), ñ. 301-308.4Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî. Òîïîëîãèÿ �àçîâûõ ïîðòðåòîâ àíàëèòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàêîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, Òðóäû ñåìèíàðà Ïåòðîâñêîãî, 4 (1978), ñ. 83-136.5À. À. Ùåðáàêîâ. Ïëîòíîñòü îðáèò ïñåâäîãðóïïû êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé è îáîáùåíèå òåîðåìûÕóäàé-Âåðåíîâà, Âåñòíèê ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. I Ìàòåìàòèêà Ìåõàíèêà, 4 (1982), ñ. 10-15.6I. Nakai. Separatries for nonsolvable dynamis on (C, 0), Ann. Inst. Fourier 4, 2 (1994), pp. 569-599.7J. Palis. A global view of dynamis and a onjeture on the dynamis of �nitude of attrators, G�eometri�eomplexe et syst�emes dynamiques, Orsay 1995, Ast�erisque 261 (2000), xiii�xiv, pp. 335�347.3



âñå ýòè îïðåäåëåíèÿ îïèñûâàþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,ãèïîòåçà �þýëÿ8 óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òèïè÷íûå ïðèìåðû íåñîâïàäå-íèÿ àòòðàêòîðîâ. Âïðî÷åì, ïîñêîëüêó â ýòèõ ãèïîòåçàõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûåîïðåäåëåíèÿ òèïè÷íîñòè (ìåòðè÷åñêàÿ òèïè÷íîñòü â ãèïîòåçå Ïàëèñà è òîïîëî-ãè÷åñêàÿ â ãèïîòåçå �þýëëÿ), ýòè ãèïîòåçû íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìîèñêëþ÷àþùèìè.Îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðîâ, ïðèâåä¼ííûå âûøå, èçó÷àëèñü, â ÷àñòíîñòè, â ðà-áîòàõ À. Ñ. �îðîäåöêîãî9, Ä. �þýëÿ8, Äæ. Ïàëèñà7. Èçâåñòíî9, ÷òî
Amax ⊃ L ⊃ AM ⊃ Astat ⊃ Amin,ïðè÷¼ì âñå ýòè âêëþ÷åíèÿ ìîãóò áûòü ñòðîãèìè.Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî-ïðåæíåìó àêòóàëåí âîïðîñ, êàêîå èçîïðåäåëåíèé àòòðàêòîðà íàèáîëåå ïîëíî îòðàæàåò èäåþ î ïðèòÿãèâàþùåì ìíî-æåñòâå � ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ê êîòîðîìó íàêàï-ëèâàþòñÿ îðáèòû äëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé èç íåêîòîðîãî áàññåéíàïðèòÿæåíèÿ.Îäíî èç âîçìîæíûõ îïðåäåëåíèé, ñòàòèñòè÷åñêèé àòòðàêòîð Astat, äà¼ò-ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U íåñóùåñòâåííî äëÿ ñòàòèñòè-÷åñêîãî àòòðàêòîðà, åñëè äëÿ ïî÷òè ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè x, äîëÿ âðåìåíè,ïðîâîäèìîãî èòåðàöèÿìè x â U , ñòðåìèòñÿ ê 0. Ñòàòèñòè÷åñêèé àòòðàêòîð îïðå-äåëÿåòñÿ êàê äîïîëíåíèå ê îáúåäèíåíèþ âñåõ íåñóùåñòâåííûõ ìíîæåñòâ.Ñòàòèñòè÷åñêèé àòòðàêòîð � ýòî ñïîñîá îïèñàòü, ÷òî óâèäèò âîîáðàæàåìûéíàáëþäàòåëü, ñìîòðÿùèé íà äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó äîñòàòî÷íî äîëãîå âðåìÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îòîáðàæàåòñÿ íà ýêðàíå ñâåòÿùåéñÿ òî÷-êîé, è ÷òî ìû �îòîãðà�èðóåì ýêðàí íà î÷åíü ìàëî÷óâñòâèòåëüíóþ ïë¼íêó ñî÷åíü áîëüøîé ýêñïîçèöèåé. Ïîëó÷åííîå èçîáðàæåíèå (òî÷íåå, îáúåäèíåíèå òà-êèõ èçîáðàæåíèé) è åñòü ñòàòèñòè÷åñêèé àòòðàêòîð.Îäíàêî, Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî è À. Íåãóòîì10 ïîêàçàíî, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó-÷àÿõ îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà íå ñîîòâåòñòâóåò âûøåèçëîæåí-8D. Ruelle. Historial behaviour in smooth dynamial systems, Global analysis of dynamial systems, pp. 63�66, Inst. Phys., Bristol, 2001.9À. Ñ. �îðîäåöêèé, Ìèíèìàëüíûå àòòðàêòîðû è ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå èíâàðèàíòíûå ìíîæå-ñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òåêñò êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè, Ìîñêîâñêèé �îñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò,2001.10Yu. Ilyashenko, A. Negut. Invisible Parts of Attrators, arXiv :0901.0316v1 [math.DS℄.4



íîìó �èçè÷åñêîìó îïèñàíèþ. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà áîëüøàÿ ÷àñòü ñòàòè-ñòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïîñåùàåòñÿ îðáèòàìè ÷ðåçâû÷àéíî ðåäêî. Òðàåêòîðèèñèñòåìû ïðîâîäÿò áîëüøóþ ÷àñòü ñâîåãî âðåìåíè â îêðåñòíîñòè äðóãîé ÷àñòèàòòðàêòîðà. Åñëè äîëÿ âðåìåíè, ïðîâîäèìîãî îðáèòàìè â îêðåñòíîñòè ìàëîïî-ñåùàåìîé îáëàñòè, äîñòàòî÷íî ìàëà, îíà îêàçûâàåòñÿ íåâèäèìîé äëÿ íàáëþäà-òåëÿ.Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ ε-íåâèäèìûì, åñëè ïî÷òè âñå îðáèòûïîñåùàþò U ñî ñðåäíåé ÷àñòîòîé, íå áîëüøåé ε. Íà ïðàêòèêå, äîñòàòî÷íî âçÿòü
n = 104, ε = 2−104, òîãäà íàáëþäàòåëü ïîñëå ïåðâûõ 104 èòåðàöèé íèêîãäà íåóâèäèò, êàê îðáèòà ïîïàäàåò â R.Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî è À. Íåãóò ïîñòðîèëè ïðèìåð10, êîãäà òàêîå ïîâåäåíèåíàáëþäàåòñÿ óñòîé÷èâûì îáðàçîì: âñå áëèçêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû îáëàäà-þò òåì æå ñâîéñòâîì. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî âîïðîñ î ¾ïðàâèëüíîì¿îïðåäåëåíèè àòòðàêòîðà ïî-ïðåæíåìó îòêðûò.Åñòü äâå òðèâèàëüíûõ ïðè÷èíû, âûçûâàþùèõ ε-íåâèäèìîñòü â òèïè÷íîé äè-íàìè÷åñêîé ñèñòåìå: îäíà èç íèõ � áîëüøàÿ (∼ 1/ε) êîíñòàíòà Ëèïøèöà îòîá-ðàæåíèÿ (à çíà÷èò, îíî ñèëüíî èñêàæàåò ìåòðèêó), äðóãàÿ � áëèçîñòü (∼ ε) êñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì. Ïðèìåð Þ. Ñ. Èëüÿøåíêîè À. Íåãóòà íå òîëüêî ëîêàëüíî òèïè÷åí, íî è èìååò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-íóþ (< 100) êîíñòàíòó Ëèïøèöà, íå çàâèñÿùóþ îò ε. Òàêæå îí | ln ε|-äàëåêîò ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûõ ñèñòåì (â êëàññå êîñûõ ïðîèçâåäåíèé). Ñâîéñòâîíåâèäèìîñòè îêàçûâàåòñÿ C1-ãðóáûì.Â ïðèìåðå Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî è À. Íåãóòà ïðèñóòñòâóåò åñòåñòâåííûé ïàðà-ìåòð 1

n
, õàðàêòåðèçóþùèé óäàë¼ííîñòü ñèñòåì îò ãðàíèöû ìíîæåñòâà ñòðóêòóð-íî óñòîé÷èâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Îáëàñòü â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîêðû-âàþùàÿ ÷åòâåðòü ñòàòèñòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, îêàçûâàåòñÿ íåâèäèìîé ñ ïîêà-çàòåëåì ïîðÿäêà 2−n.Â ãëàâå 2 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ýòîò ïðèìåð óñîâåðøåíñòâîâàí: äëÿ îòêðû-òîãî ìíîæåñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñòóïåí÷àòûõ êîñûõïðîèçâåäåíèé íàä ñäâèãîì Áåðíóëëè, ïîëó÷åíà ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêàïîêàçàòåëÿ íåâèäèìîñòè. 5



Îáñóæäàâøèéñÿ âîïðîñ ¾÷òî òàêîå òèïè÷íûé àòòðàêòîð¿ ìîæíî ïåðå�îð-ìóëèðîâàòü òàê: ¾êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò òèïè÷íûé àòòðàêòîð¿? Îñîáûéèíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âîïðîñû î ãåîìåòðèè àòòðàêòîðà êàê ìíîæåñòâà, è îñòðóêòóðå èíâàðèàíòíûõ ìåð íà í¼ì. Ì. Òñóäæè11 îáíàðóæèë íåîáû÷íûé ïðè-ìåð àòòðàêòîðà ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà S1 × R â ñåáÿ:àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì èíâàðèàíòíîé ìåðû, àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îò-íîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñàì àòòðàêòîð èìååòïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà. Ïðèìåð Òñóäæè, ïî-âèäèìîìó, óñòîé÷èâ â êëàññå
C2-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé öèëèíäðà â ñåáÿ.Â ïðèìåðå Òñóäæè îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íûì, è ýòîíåîòúåìëåìûé ýëåìåíò êîíñòðóêöèè. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè äîñòè÷ü òî-ãî æå ý��åêòà äëÿ äè��åîìîð�èçìîâ? Â ãëàâå 3 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè îíèññëåäóåòñÿ äëÿ òèïè÷íûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé íàä ñèìâîëè÷åñêèì ñäâèãîì ñîñëîåì îòðåçîê. Êðîìå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà íà äàííûé âîïðîñ, ðåçóëüòàòîìÿâëÿåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå äèíàìèêè â òàêèõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèÿõ.Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òîïîëîãèèòèïè÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ñëîåíèé C2, ïîñòðîåíèå óñòîé÷èâîãî ïðèìåðà ñóïåð-ýêñïîíåíöèàëüíî íåâèäèìûõ îáëàñòåé â êîñûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, à òàêæå èññëå-äîâàíèå êîñûõ ïðîèçâåäåíèé íàä ñäâèãîì Ìàðêîâà è ñëîåì îòðåçîê.Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿíîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:- Äîêàçàíà òåîðåìà î ïëîòíîñòè ñåïàðàòðèñíûõ ñâÿçîê â ïðîñòðàíñòâå ïî-ëèíîìèàëüíûõ ñëîåíèé ñòåïåíè íå âûøå n äâóìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðî-ñòðàíñòâà.- Ïîñòðîåí ïðèìåð øàðîâ â ïðîñòðàíñòâå êîñûõ ïðîèçâåäåíèé ñî ñëîåì k-ìåðíàÿ ñ�åðà, äëÿ êàæäîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èç êîòîðûõ áîëüøàÿ÷àñòü ñòàòèñòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ε-íåâèäèìà ñ ε ïîðÿäêà äâîéíîé ýêñïî-íåíòû îò äèàìåòðà øàðà è k.11M. Tsujii. Fat solenoidal attrators, Nonlinearity, v. 14 (2001), pp. 1011�10276



- Äîêàçàíû êëàññè�èêàöèîííûå òåîðåìû, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó òèïè÷-íîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàä ñäâèãîì Ìàðêîâà ñî ñëîåì îòðåçîê. Ïîêàçà-íî, ÷òî äëÿ òàêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî¾òîíêèõ¿ àòòðàêòîðîâ; îíè ÿâëÿþòñÿ íîñèòåëÿìè SRB-ìåð ñ îòðèöàòåëü-íûìè ïîñëîéíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äèíàìè÷å-ñêèõ ñèñòåì (â òîì ÷èñëå, ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò èññëåäîâàíèå ïîêàçàòåëåéËÿïóíîâà), ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè, à òàêæå òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ èñ-ñëåäîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ñëîåíèé ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé, àëãåáðû è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. �àáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèéõàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñäèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, à òàêæå â òåîðèè ñëîåíèé. Ïîëó÷åííûåâ äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äàþò ïîëíîå îïèñàíèå âàæíîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõñèñòåì � êîñûõ ïðîèçâåäåíèé ñî ñëîåì îòðåçîê, è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû âäàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñïåöèàëèñòàìè â ýòîé îáëàñòè.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâ-òîðîì íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîí�åðåíöèÿõ:1. ñåìèíàð ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó ïî äèíàìè÷åñêèì ñè-ñòåìàì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�åññîðà Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî (íåîäíîêðàòíî,2004-2009 ãã.);2. ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ èì. È. �. Ïåòðîâñêîãî (Ì�Ó, 2004);3. ëåòíÿÿ øêîëà-êîí�åðåíöèÿ ¾Summer Shool in Dynamial Systems¿ (Êîèì-áðà, Ïîðòóãàëèÿ, 2008 ã.);4. ñåìèíàð Äîáðóøèíñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè â Èíñòèòóòå ïðîáëåìïåðåäà÷è èí�îðìàöèè ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�. �.À. Ìèíëîñà (Ìîñêâà,2008 ã.);5. ñåìèíàð Equipes de g�eom�etrie analytique â Institut de Reherhe Mathematiquede Rennes (�åíí, Ôðàíöèÿ, 2009 ã.);7



6. ëåòíÿÿ øêîëà-êîí�åðåíöèÿ ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ (Ñëîâàêèÿ, 25 èþíÿ� 7 èþëÿ 2009).7. ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Òîïîëîãèÿ, ãåîìåòðèÿ è äèíàìèêà¿ ïàìÿòèÂ. À. �îõëèíà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿ, 11�16 ÿíâàðÿ 2010).Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû îïóáëèêîâàíî; ñïèñîê ðàáîò àâ-òîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå�åðàòà [1�5℄.Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ââåäåíèå, òðè ãëàâûè ñïèñîê ëèòåðàòóðû. �ëàâû ðàçäåëåíû íà ïàðàãðà�û; ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèòèç øåñòè ïàðàãðà�îâ, âòîðàÿ èç äåâÿòè, òðåòüÿ èç òð¼õ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðûñîäåðæèò 30 íàèìåíîâàíèé. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè 146 ñòðàíèö.Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèèÂî ââåäåíèè îñâåùàåòñÿ èñòîðèÿ ðåøàåìûõ çàäà÷. Òàì æå äàþòñÿ îñíîâíûåîïðåäåëåíèÿ è �îðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, îïèñûâà-åòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.Â ãëàâå 1 èññëåäóþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ñëîåíèÿ äâóìåðíîãî êîìïëåêñíîãîïðîñòðàíñòâà. �àññìîòðèì êîìïëåêñíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dw

dz
=

P (z, w)

Q(z, w)
, (1)ãäå (z, w) ∈ C

2, à P,Q � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå n.Óðàâíåíèå (1) çàäàåò ïîëå íàïðàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâå C
2 çà èñêëþ÷åíèåìîñîáîãî ìíîæåñòâà

Σ = {(z, w) ∈ C
2 |P (z, w) = Q(z, w) = 0}.Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ íàïðàâëåíèé (1) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðèìàíîâû ïî-âåðõíîñòè, îáðàçóþùèå (îñîáîå) îäíîìåðíîå ñëîåíèå ïðîñòðàíñòâà C2 ñ îñîáåí-íîñòÿìè íà ìíîæåñòâå Σ. Â ñëó÷àå, åñëè ìíîãî÷ëåíû P,Q âçàèìíî ïðîñòû,ìíîæåñòâî Σ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê ñëîåíèÿ. Ââåäåì îáîçíà-÷åíèå An äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñëîåíèé, îáðàçîâàííûõ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìèäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1).8



Ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèé (1) çàäàííîé ñòåïåíè åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿòüñ êîìïëåêñíûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì S ðàçìåðíîñòè N − 1, ãäå N �ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ P è Q. Çàäàäèì òîïîëî-ãèþ íà ïðîñòðàíñòâå An, ïåðåíåñÿ ñ S ñòàíäàðòíóþ òîïîëîãèþ ïðîåêòèâíîãîïðîñòðàíñòâà.Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 1 îòíîñèòñÿ ê ñåïàðàòðèñàì îñîáûõ òî÷åê ïîëèíî-ìèàëüíûõ ñëîåíèé. Îïðåäåëåíèå ñåïàðàòðèñ äëÿ êîìïëåêñíûõ ñëîåíèé äàåòñÿàíàëîãè÷íî âåùåñòâåííîìó ñëó÷àþ.Îïðåäåëåíèå 1. Ñåïàðàòðèñîé îñîáîé òî÷êè p íàçûâàåòñÿ òàêîé ñëîé L, ÷òîäëÿ ëþáîé ìàëîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p çàìûêàíèå íåêîòîðîé ñâÿçíîé êîìïî-íåíòû ïåðåñå÷åíèÿ ñëîÿ L ñ îêðåñòíîñòüþ U ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêóþêðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó p, âîçìîæíî, ñ îñîáåííîñòüþ â ýòîé òî÷êå.Îïðåäåëåíèå 2. Ñåïàðàòðèñíîé, èëè ñåäëîâîé, ñâÿçêîé íàçûâàåòñÿ òàêîå ïî-ëîæåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ëîêàëüíûõ ñåïàðàòðèñ, ïðè êîòîðîì èõ ïðîäîëæåíèÿäî ãëîáàëüíûõ ñåïàðàòðèñ ñîâïàäàþò. Ëîêàëüíûå ñåïàðàòðèñû ìîãóò ïðè ýòîìîòíîñèòüñÿ êàê ê îäíîé è òîé æå, òàê è ê ðàçëè÷íûì îñîáûì òî÷êàì.Îñíîâíàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â ðàáîòå, �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì.Òåîðåìà 3. Ñëîåíèÿ ñ ñåïàðàòðèñíîé ñâÿçêîé îáðàçóþò ïëîòíîå ïîäìíîæå-ñòâî â ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìèàëüíûõ ñëîåíèé An äëÿ ëþáîãî n ≥ 2.Â ãëàâàõ 2 è 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ âåùåñòâåííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìûñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîñûåïðîèçâåäåíèÿ ñ ñèìâîëè÷åñêèì ñäâèãîì â áàçå è ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè âñëîå. Â îáåèõ ãëàâàõ ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû ïðîÿâëÿþò ñâîéñòâà ÷àñòè÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ12 äè��åîìîð�èçìîâ, õîòÿ ñàìè äè��åîìîð�èçìàìè è íåÿâëÿþòñÿ.Â ãëàâå 2 èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ε-íåâèäèìîñòè â êîñûõ ïðîèçâåäåíèÿõ. Àèìåííî, ñòðîèòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðî-12M. W. Hirsh, C. C. Pugh, M. Shub Invariant manifolds, Leture Notes in Math., Vol. 583, Springer-Verlag,Berlin�New York, 1977. 9



èçâåäåíèé íàä ñäâèãîì Áåðíóëëè, â êàæäîì èç êîòîðûõ áîëüøàÿ ÷àñòü àòòðàê-òîðà íåâèäèìà ñ ïîêàçàòåëåì 2−nk, ãäå k ðàâíî îäíîé òðåòè õàóñäîð�îâîé ðàç-ìåðíîñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñëîéíûå äè��åîìîð�èçìû â ýòîì ïðèìåðåñòðóêòóðíî óñòîé÷èâû. Ïàðàìåòð 1
n
(ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó)îöåíèâàåò ñíèçó ðàññòîÿíèå îò ïîñëîéíûõ äè��åîìîð�èçìîâ äî ñòðóêòóðíîíåóñòîé÷èâûõ äè��åîìîð�èçìîâ. �àäèóñ øàðà â ïðîñòðàíñòâå êîñûõ ïðîèçâå-äåíèé, â êîòîðîì ðàáîòàåò ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå êîíñòðóêöèÿ, èìååò ïîðÿ-äîê 1

n2 .Îáîçíà÷èì ÷åðåç I îòðåçîê [−1, 2], è äëÿ êàæäîãî k ≥ 2 ðàññìîòðèì ãëàäêîåâëîæåíèå k-ìåðíîãî êóáà Q := Ik â k-ìåðíóþ ñ�åðó M := Sk. Íà M âîçüìåìãëàäêóþ ìåðó µ, òàêóþ, ÷òî µ|Q ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîí-ñòàíòó ñî ñòàíäàðòíîé ëåáåãîâîé ìåðîé íà êóáå, µ(Q) = 3k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
D ïðîñòðàíñòâî äè��åîìîð�èçìîâ f : M → M ñ C1-ìåòðèêîé, à ÷åðåç D(L)ìíîæåñòâî äè��åîìîð�èçìîâ f ∈ D, òàêèõ, ÷òî Lip f ≤ L,Lip f−1 ≤ L.Ïóñòü Σ2 � ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö, áåñêîíå÷íûõâ îáå ñòîðîíû:

Σ2 = {ω = (. . . , ω−1, ω0, ω1, . . .) |ωi ∈ {0, 1}, i ∈ Z},à σ : Σ2 → Σ2 � ñäâèã Áåðíóëëè:
(σω)i = ωi+1.Íà ìíîæåñòâå Σ2 ââåä¼ì ñòàíäàðòíóþ ìåòðèêó

d(ω1, ω2) =







2−m, ãäå m = min{i ≥ 0 |ω1
−i 6= ω2

−i èëè ω1
i 6= ω2

i }, ïðè ω1 6= ω2,

0, ïðè ω1 = ω2,è ñòàíäàðòíóþ ìåðó Áåðíóëëè µΣ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íàöèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâàõ
µΣ{ω |ωi1 = j1, . . . , ωim = jm} = 2−m.Ïî îïðåäåëåíèþ ýòà ìåðà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî σ.�àññìîòðèì òåïåðü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé

X := (Σ2)
k
×M,10



ìåðà µX íà êîòîðîì çàäàíà êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå µΣ è µ.Ñòóïåí÷àòîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå F îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
F : X → X, (ω, x) 7→ (σω, fω0

(x)), fω0
∈ D, (2)ãäå σ � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå k êîïèé ñäâèãà Áåðíóëëè. Çäåñü ïîñëîéíîåîòîáðàæåíèå fω0

çàâèñèò òîëüêî îò íóëåâîãî âåêòîðà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω.Òàêàÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííàÿ çàâèñèìîñòü íàïîìèíàåò ñòóïåí÷àòûå �óíêöèè, îò-êóäà è ïîçàèìñòâîâàí òåðìèí. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C1
p,k ïðîñòðàíñòâî ñòó-ïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé ñî ñëåäóþùåé ìåòðèêîé:

d(F,G) = max
ω0

dC1(f±1
ω0

, g±1
ω0
). (3)Â ñëó÷àå, åñëè âñå fω0

ïðèíàäëåæàò D(L) äëÿ íåêîòîðîãî L, áóäåì ïèñàòü F ∈

C1
p,k(L).Òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèå πi äëÿ ïðîåêöèé

πi : (Σ
2)

k
×Q → I, (ω, x1, . . . , xk) 7→ xi. (4)Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ n > 100 è k ≥ 2 ñóùåñòâóåò øàð Bp ⊂ C1

p,k(L),
L < 2, ðàäèóñà cν2, ãäå ν = 1

n
, â ìåòðèêå (3), êîíñòàíòà c íå çàâèñèò îò nè k. Â êàæäîì êîñîì ïðîèçâåäåíèè G ∈ Bp áîëüøàÿ ÷àñòü ñòàòèñòè÷åñêîãîàòòðàêòîðà ïðèíàäëåæèò ε-íåâèäèìîìó ìíîæåñòâó R,

ε = 2−nk

,ãäå äëÿ îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà è íåâèäèìîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìåðà µX . Òî÷-íåå, πAstatG ⊂ Q, è
Q− := [5ν, 1− 5ν]k ⊂ πAstatG ⊂ [−2ν, 1 + 2ν]k =: Q+; (5)â òî âðåìÿ êàê

R = π−1
k

(

−2ν,
1

10

) (6)
ε-íåâèäèìî äëÿ óêàçàííîãî ε.Çàìå÷àíèå 5. �ëàâíîå â ýòîì ðåçóëüòàòå � íåçàâèñèìîñòü îò n êîíñòàíòû Ëèï-øèöà L. Åñëè æå ðàçðåøèòü L çàâèñåòü îò n, òî íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåð11



ñêîëü óãîäíî ñèëüíîé ε-íåâèäèìîñòè. Îäíàêî òàêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû áó-äóò ñòðåìèòüñÿ ê âûðîæäåííûì ñèñòåìàì ïðè n → +∞. Ïîäðîáíåå îá ýòîìðàññêàçàíî â ðàáîòå Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî è À. Íåãóòà10.Ñäâèã Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîèçâîëüíîé òðàíçèòèâíîé òî-ïîëîãè÷åñêîé öåïè Ìàðêîâà Σ. Îïðåäåëåíèå êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàä öåïüþÌàðêîâà äà¼òñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî (2). Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ êîñûåïðîèçâåäåíèÿ íàä öåïüþ Ìàðêîâà ñî ñëîåì îòðåçîê I = [0, 1]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî íà áàçå çà�èêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ ìàðêîâñêàÿ ìåðà ν.Äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ñëåäóþùèåîïðåäåëåíèÿ:Îïðåäåëåíèå 6. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â êîñîì ïðîèçâåäåíèè íàçûâàåòñÿòîí-êèì, åñëè îíî ïåðåñåêàåò ïî÷òè âñå â ñìûñëå ìåðû ν ñëîè ïî îäíîé òî÷êå.Òîíêîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ãðà�èêàíåêîòîðîé �óíêöèè φ : Σ → I è íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà Σèìååò ìåðó íóëü.Îïðåäåëåíèå 7. Òîíêîå ìíîæåñòâî íåïðåðûâíî, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíê-öèÿ φ íåïðåðûâíà.Äëÿ �óíêöèé φ1, φ2 : Σ → I áóäåì ïèñàòü φ1 < φ2, åñëè
∀ω ∈ Σ φ1(ω) < φ2(ω).Òàêæå â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü γφ1

< γφ2
äëÿ èõ ãðà�èêîâ γφ1

è γφ2
. Â ñèëóòîãî, ÷òî êîñîå ïðîèçâåäåíèå ïåðåñòàâëÿåò ñëîè, îáðàç F (γφ) ãðà�èêà γφ ëþáîé�óíêöèè φ : Σ → I òàêæå áóäåò ãðà�èêîì íåêîòîðîé �óíêöèè.Îïðåäåëåíèå 8. �ðà�èê γ äâèæåòñÿ ââåðõ (âíèç), åñëè F (γ) > γ (F (γ) < γ).Îïðåäåëåíèå 9. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïðåðûâíûõ φ1, φ2 : Σ → I, òàêèõ, ÷òî φ1 <

φ2, ïîëîñîé, îãðàíè÷åííîé ãðà�èêàìè φ1 è φ2, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
Sφ1,φ2

:= {(ω, x) |φ1(ω) ≤ x ≤ φ2(ω)}.Îïðåäåëåíèå 10. Ïîëîñà Sφ1,φ2
íàçûâàåòñÿ ïîãëîùàþùåé, åñëè F (φ1) > φ1 è

F (φ2) < φ2, è âûòàëêèâàþùåé, åñëè F (φ1) < φ1 è F (φ2) > φ2.12



Çàìå÷àíèå 11. Åñëè φ1 < φ2, òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèéíåðàâåíñòâî F n(φ1) < F n(φ2) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ n ≥ 0. Òàêæå îíî âûïîëíåíîäëÿ âñåõ n < 0, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîîáðàçû îïðåäåëåíû. Ñëåäî-âàòåëüíî, äëÿ âñåõ n ≥ 0 îáðàç F n(Sφ1,φ2
) òàêæå ÿâëÿåòñÿ (íåïóñòîé) ïîëîñîé.Êðîìå òîãî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ ïîãëîùàþùàÿ ïîëîñà èìååò íåïóñòîé ìàê-ñèìàëüíûé àòòðàêòîð:

Amax(Sφ1,φ2
) :=

+∞
⋂

n=0

F n(Sφ1,φ2
).Îïðåäåëåíèå 12. SRB13,14,15-ìåðà µ � ýòî òàêàÿ F -èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, ÷òî

∫

Σ×I

ϕdµ = lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

ϕ(F i(x))äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Σ× I è äëÿ ëþáîé ϕ ∈ C(Σ× I).Íàêîíåö, êîñîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòûì, åñëè ïîñëîéíîå îòîá-ðàæåíèå çàâèñèò ëèøü îò íóëåâîãî ñèìâîëà â áàçå. Äèíàìèêó òàêèõ êîñûõ ïðî-èçâåäåíèé îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà 13. Äëÿ òèïè÷íîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ïî-êðûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîãëîùàþùèõ è âûòàëêèâàþùèõ ïî-ëîñ. Ïðè ýòîì1. ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð êàæäîé èç ïîãëîùàþùèõ ïîëîñ � òîíêîåíåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî; òàêæå ÿâëÿþòñÿ òîíêèìè íåïðåðûâíûìè ðå-ïåëëåðû (ìàêñèìàëüíûå àòòðàêòîðû äëÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ) ââûòàëêèâàþùèõ ïîëîñàõ. Âïðî÷åì, íàä èñêëþ÷èòåëüíûì ìíîæåñòâîììåðû íóëü êàê àòòðàêòîðû, òàê è ðåïåëëåðû ìîãóò ïåðåñåêàòü ñîîò-âåòñòâóþùèå ñëîè ïî öåëûì îòðåçêàì � ¾êîñòÿì¿;2. â êàæäîé èç ïîãëîùàþùèõ è âûòàëêèâàþùèõ ïîëîñ èìååòñÿ ðîâíî îäíàýðãîäè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, ïðîåöèðóþùàÿñÿ â ìåðó Ìàðêîâà â áàçå.13ß. �. Ñèíàé. �èááñîâñêèå ìåðû â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè, Óñïåõè Ìàòåìàòè÷åñêèõ Íàóê, 27:4 (1972),ñ. 21�69.14D. Ruelle. A measure assoiated with Axiom A attrators, Amer. J. Math., 98 (1976), pp. 619�654.15R. Bowen. Equilibrium states and ergodi theory of Anosov di�eomorphisms, Springer Leture Notes in Math,470 (1975). 13



À èìåííî, ýòî ìåðà, ïîëó÷åííàÿ ïîäú¼ìîì ìåðû Ìàðêîâà íà àòòðàêòîð(èëè ðåïåëëåð), ðàññìàòðèâàåìûé, êàê ãðà�èê èçìåðèìîé îïðåäåë¼ííîéïî÷òè âñþäó �óíêöèè. Òàêæå ýòà ìåðà ÿâëÿåòñÿ SRB-ìåðîé â ñâîåé ïî-ëîñå;3. ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âäîëü ñëîÿ ýòèõ ìåð îòëè÷íû îò íóëÿ;4. àòòðàêòîðû è ðåïåëëåðû óïîðÿäî÷åíû ïî âåðòèêàëè: èõ ãðà�èêè ïîïàðíîñðàâíèìû, ïðè÷åì èõ ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òîáû àòòðàêòîðû èðåïåëëåðû ñòðîãî ÷åðåäîâàëèñü.Äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ, òðåáóåìûå äëÿ òî÷íîé �îðìóëèðîâêè óñëîâèÿòèïè÷íîñòè, ïðèâîäÿòñÿ â òåêñòå ñàìîé äèññåðòàöèè. Òèïè÷íûå ñòóïåí÷àòûåêîñûå ïðîèçâåäåíèÿ îáðàçóþò îòêðûòîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî.Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 13 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìÿãêèå (íåñòóïåí÷àòûå)êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 14. Ìÿãêîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå F : (ω, x) 7→ (σω, fω(x)) íàçûâà-åòñÿ (L,C, α)-ã¼ëüäåðîâûì, åñëè îòîáðàæåíèå f(·) : Σ → C1(I), ω 7→ fω ã¼ëüäå-ðîâî ñ ïîêàçàòåëåì α è êîíñòàíòîé C, à êîíñòàíòà Ëèïøèöà ëþáîãî ïîñëîéíîãîîòîáðàæåíèÿ fω : I → I, à òàêæå îáðàòíîãî ê íåìó, íå ïðåâîñõîäèò L.Åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ÷àñòè÷íîé ãèïåðáîëè÷íîñòè äëÿ ã¼ëüäåðîâûõ êîñûõïðîèçâåäåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:Îïðåäåëåíèå 15. ×èñëà L, α óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè êîí-ñòàíò, åñëè L < 2α.Ïðè íàëè÷èè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè êîíñòàíò òåîðåìà 13 äîêàçûâàåòñÿè äëÿ òèïè÷íûõ ìÿãêèõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé. Çäåñü òèïè÷íûå êîñûå ïðîèçâå-äåíèÿ îáðàçóþò îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñèñòåì ñ óñëîâèåì ñîãëàñîâàííîñòèêîíñòàíò.Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ è èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðó-êîâîäèòåëþ, äîêòîðó �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîðó Þëèþ Ñåðãå-åâè÷ó Èëüÿøåíêî, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, öåííûåñîâåòû è âäîõíîâëÿþùèå îáñóæäåíèÿ.14
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