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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ïîíÿòèå àâòîìàòà îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó âàæíåéøèõ â ìàòåìàòèêå. Îíî
âîçíèêëî íà ñòûêå ðàçíûõ å¼ ðàçäåëîâ, à òàêæå â òåõíèêå, áèîëîãèè è
äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ñîäåðæàòåëüíî àâòîìàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñòðîéñòâî
ñ âõîäíûìè è âûõîäíûìè êàíàëàìè. Íà åãî âõîäû ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòó-
ïàåò èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ ïåðåðàáàòûâàåòñÿ èì ñ ó÷¼òîì ñòðîåíèÿ ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è âûäàåòñÿ ÷åðåç âûõîäíûå êàíàëû. Ýòè óñòðîéñòâà
ìîãóò äîïóñêàòü ñîåäèíåíèå èõ êàíàëîâ ìåæäó ñîáîé. Îòîáðàæåíèå âõîä-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â âûõîäíûå íàçûâàþò àâòîìàòíîé ôóíêöèåé, à
âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ íîâûõ òàêèõ îòîáðàæåíèé çà ñ÷¼ò ñîåäèíåíèÿ àâ-
òîìàòîâ ïðèâîäèò ê àëãåáðå àâòîìàòíûõ ôóíêöèé.

Ïåðâûé òîë÷îê ê âîçíèêíîâåíèþ òåîðèè àâòîìàòîâ äàëà ðàáîòà Ý. Ïî-
ñòà 1921 ãîäà1. Â íåé áûëè ïîëó÷åíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû î ñòðî-
åíèè ðåøåòêè çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Â äàëüíåéøåì ýòè
ðåçóëüòàòû áûëè ïåðåðàáîòàíû è óïðîùåíû â êíèãå2. Ñàìè àâòîìàòû è
èõ àëãåáðû íà÷àëè èññëåäîâàòüñÿ â òðèäöàòûå ãîäû äâàäöàòîãî âåêà, íî
îñîáåííî àêòèâíî â ïåðèîä ñ 50-õ ãîäîâ.

Îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü çäåñü ñûãðàëè ðàáîòû Òüþðèíãà, Ìóðà, Êëè-
íè, à òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â çíàìåíèòîì ñáîð-
íèêå ¾Àâòîìàòû¿ 3 ïîä ðåäàêöèåé Øåííîíà è Ìàêêàðòè. Â îäíîé èç ðàáîò
äàííîãî ñáîðíèêà âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ ïîíÿòèå äåôèíèòíîãî ñîáûòèÿ è äå-
ôèíèòíîãî àâòîìàòà4. Äåôèíèòíûå àâòîìàòû � ýòî âñå àâòîìàòíûå ôóíê-
öèè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç çàäåðæåê è áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ
îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Âïåðâûå äåôèíèòíûå àâòîìàòû áûëè ñèñòåìàòè-
÷åñêè èññëåäîâàíû â ðàáîòå5.

Ïîñëåäóþùèå ðàáîòû ïî èçó÷åíèþ àëãåáð àâòîìàòíûõ ôóíêöèé âå-
ëèñü ïîä áîëüøèì âëèÿíèåì èçâåñòíûõ ñòàòåé À.Â.Êóçíåöîâà6,7 è

1E. Post. Two-Valued Iterative Systems of Mathematical Logic. Princeton Univ. Press, Princeton, 1941.
2ßáëîíñêèé Ñ.Â., Ãàâðèëîâ Ã.Ï.,Êóäðÿâöåâ Â.Á. Ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè è êëàññû Ïîñòà. Íàóêà,

Ìîñêâà, 1966.
3Automata Studies, ed. by C.E. Shannon and J. Mc Carthy. Princeton, 1956 (ðóññêèé ïåðåâîä: Ñáîðíèê

ñòàòåé ïîä ðåäàêöèåé Øåííîíà è Ìàêêàðòè. ÈË, Ìîñêâà, 1956.)
4Kleene S.C. Representation of events in nerve nets and �nite automata. Automata Studies, ed. by

C.E. Shannon and J. Mc Carthy. Princeton, 1956, 3-41.
5M. Perles, M.O. Rabin, E. Shamir. Theory of de�nite automata. IEEE Trans. on Electronic Computers,

EC-12 (1963), 233-243.
6Êóçíåöîâ À.Â. Î ïðîáëåìàõ òîæäåñòâà è ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Òðóäû òðåòüåãî âñåñîþçíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñúåçäà. Ò. 2. Ìîñêâà. Èçä. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1956, ñ.145-146.
7Êóçíåöîâ À.Â. Ñòðóêòóðû ñ çàìûêàíèåì è êðèòåðèè ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû. Óñïåõè ìàòåìà-
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Ñ.Â.ßáëîíñêîãî8 ïî òåîðèè ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè. Âîçíèêøèå äëÿ
òàêèõ ôóíêöèé ïîñòàíîâêè çàäà÷ î âûðàçèìîñòè, ïîëíîòå, áàçèñàõ, ðåø¼ò-
êå çàìêíóòûõ êëàññîâ, à òàêæå ðàçâèòûé àïïàðàò ñîõðàíåíèÿ ïðåäèêàòîâ
îêàçàëèñü âåñüìà äåéñòâåííûìè è äëÿ àëãåáð àâòîìàòíûõ ôóíêöèé. Ïðè
ýòîì ïîä âûðàçèìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèé îä-
íîãî ìíîæåñòâà ÷åðåç ôóíêöèè äðóãîãî ñ ïîìîùüþ çàäàííûõ îïåðàöèé, à
ïîä ïîëíîòîé � âûðàçèìîñòü âñåõ ôóíêöèé ÷åðåç çàäàííûå.

Îñíîâó ðåçóëüòàòîâ äëÿ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ñîñòàâëÿåò ïîä-
õîä À.Â.Êóçíåöîâà, îïèðàþùèéñÿ íà ïîíÿòèå ïðåäïîëíîãî êëàññà. Äëÿ
êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûõ ñèñòåì òàêèõ ôóíêöèé ñåìåéñòâî ïðåäïîëíûõ êëàñ-
ñîâ îáðàçóåò êðèòåðèàëüíóþ ñèñòåìó: ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íè
îäíîãî ïðåäïîëíîãî êëàññà. Ìíîæåñòâî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ îêàçàëîñü êî-
íå÷íûì è èç èõ õàðàêòåðèçàöèè âûòåêàåò àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è î ïîëíîòå. Íà ýòîì ïóòè Ñ.Â.ßáëîíñêèì ïóòåì ÿâíîãî îïèñàíèÿ
âñåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ áûëà ðåøåíà çàäà÷à î ïîëíîòå äëÿ ôóíêöèé òðåõ-
çíà÷íîé ëîãèêè, à âìåñòå ñ À.Â.Êóçíåöîâûì íàéäåíû îòäåëüíûå ñåìåéñòâà
ïðåäïîëíûõ êëàññîâ äëÿ ëîãèêè ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé çíà÷íîñòè. Çàòåì
óñèëèÿìè ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé9,10,11,12 ïîñëåäîâàòåëüíî áûëè îòêðûòû
äðóãèå ñåìåéñòâà ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Çàêëþ÷èòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ ïðî-
âåë Ðîçåíáåðã â 1970 ãîäó13. Ïðè ýòîì âñå ïðåäïîëíûå êëàññû áûëè îïèñà-
íû êàê êëàññû ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèé èëè ïðåäèêàòîâ.

Îäíîâðåìåííî ñ èçó÷åíèåì ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè áûëè ñäåëàíû
ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ àïïàðàòà ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â çàäà÷å î ïîëíîòå äëÿ
àâòîìàòîâ. Ñíà÷àëà Â.Á.Êóäðÿâöåâ14 ýôôåêòèâíî ðåøèë çàäà÷ó î ïîëíî-
òå è å¼ ìîäèôèêàöèÿõ äëÿ ôóíêöèé ñ çàäåðæêàìè. Ïîñëå ýòîãî èì áûë
ïîëó÷åí ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò íåãàòèâíîãî õàðàêòåðà: êîíòèíóàëü-

òè÷åñêèõ íàóê. Ò. 16, �2, 1961, ñ.201-202.
8ßáëîíñêèé Ñ.Â. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñòðîåíèÿ â k-çíà÷íîé ëîãèêå. Òðóäû ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòè-

òóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1958, Ò. 51,c.5-142.
9Ëî ×æó-Êàé, Ëþ Ñþé Õóà. Ïðåäïîëíûå êëàññû, îïðåäåëÿåìûå áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè â ìíîãî-

çíà÷íîé ëîãèêå. Acta Sci. Natur. Univ. Jilinensis, 1963, �4.
10Çàõàðîâà Å.Þ. Êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé èç Pk. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. 1967,

�18, ñ.5-10.
11Ìàðòûíþê Â.Â. Èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé â ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèêàõ. Ïðîáëåìû

êèáåðíåòèêè. 1960, �3, ñ.49-60.
12Ïàí Þí-Öçå. Îäèí ðàçðåøàþùèé ìåòîä äëÿ îòûñêàíèÿ âñåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â ìíîãîçíà÷íîé

ëîãèêå. Acta Sci. Natur. Univ. Jilinensis, 1963, �3.
13Rosenberg J. La structure des fonctions de plusiers variables sur un ensemble �ni. Comptes Rendus

Acad. Sci. Paris, 1965 �260, ñ.3817-3819.
14Êóäðÿâöåâ Â.Á. Òåîðåìà ïîëíîòû äëÿ îäíîãî êëàññ àâòîìàòîâ áåç îáðàòíûõ ñâÿçåé. Ïðîáëåìû

êèáåðíåòèêè. 1962, �8, ñ. 91-115. // ÄÀÍ ÑÑÑÐ. 1963. Ò. 151. � 3. Ñ. 493-496.
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íîñòü ìíîæåñòâà ïðåäïîëíûõ êëàññîâ àâòîìàòíûõ ôóíêöèé15. Â äàëüíåé-
øåì, Ì.È.Êðàòêî16 óñòàíîâèë àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
î ïîëíîòå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ êî-
íå÷íûõ ñèñòåì àâòîìàòîâ.

Ñèòóàöèÿ íå óëó÷øàåòñÿ, åñëè âìåñòî àâòîìàòíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðè-
âàòü äåôèíèòíûå àâòîìàòû. Àâòîðó óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî â êëàññå äåôè-
íèòíûõ àâòîìàòîâ êîíòèíóóì ïðåäïîëíûõ êëàññîâ[4]. Â.À.Áóåâè÷ ïîêàçàë,
÷òî â êëàññå äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ çàäà÷à î ïîëíîòå îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè ñóïåðïîçèöèè àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà17.

Â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòíûå ôóíêöèè è äåôèíèòíûå àâòîìà-
òû ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîçíà÷íûìè è äàæå êîíòèíóóìçíà÷íûìè ôóíêöèÿ-
ìè. Òåì ñàìûì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëÿþùèå ýòè ôóíêöèè àâòîìàòû ¾ðà-
áîòàþò¿ áåñêîíå÷íî äîëãî. Îäíàêî ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî êàæäîå ðåàëüíîå
êèáåðíåòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ïî èñòå÷åíèè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïðîìåæóò-
êà âðåìåíè ïðåêðàùàåò ñâîþ ¾ðàáîòó¿ , òî åñòü ëèáî ñòàíîâèòñÿ íåíóæíûì,
ëèáî ïåðåõîäèò â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïðîáëåìà
τ -ïîëíîòû. Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ τ -ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî äåôè-
íèòíîãî àâòîìàòà f ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè èç ìíîæåñòâà M
ìîæíî ïîëó÷èòü äåôèíèòíûé àâòîìàò f ′, ñîâïàäàþùèé ñ f íà âñåõ íàáî-
ðàõ, ñîñòàâëåííûõ èç ñëîâ äëèíû τ.

Â ðàáîòàõ18,19 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû τ -ïîëíîòû îïåðà-
öèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííîé, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå
ýòà îïåðàöèÿ âûðàçèìà ÷åðåç îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïðîáëåìà τ -ïîëíîòû äëÿ τ = 1 ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé ïîëíîòû â êî-
íå÷íîçíà÷íûõ ëîãèêàõ. Âìåñòå ñ òåì ïðè τ ≥ 2 ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëü-
íîå îòëè÷èå ìåæäó ýòèìè çàäà÷àìè. Ìíîæåñòâî âñåõ äåòåðìèíèðîâàííûõ
îòîáðàæåíèé íà ñëîâàõ äëèíû τ ïîðîæäàåò ñïåöèàëüíîå çàìêíóòîå ïîäìíî-
æåñòâî â êîíå÷íîçíà÷íîé ëîãèêå, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà τ.
Èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííóþ àíàëîãèþ ìåæäó ïðîáëåìîé τ -ïîëíîòû è ïîëíîòû
â êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ çàìêíóòûõ êëàññàõ êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê, ìîæíî
ââåñòè ïîíÿòèå τ -ïðåäïîëíîãî êëàññà. Òàê êàê äëÿ ïðîáëåìû τ -ïîëíîòû

15Êóäðÿâöåâ Â.Á. Î ìîùíîñòÿõ ìíîæåñòâ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñè-
ñòåì, ñâÿçàííûõ ñ àâòîìàòàìè // ÄÀÍ ÑÑÑÐ. 1963. Ò. 151. � 3. Ñ. 493-496.

16Êðàòêî Ì.È. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû äëÿ êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ. Ìîñêâà, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1964, ò. 155.

17Áóåâè÷ Â.À., Êëèíäóõîâà Ò.Ý. Îá àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷ îá À-ïîëíîòå è ïîë-
íîòå äëÿ äåôèíèòíûõ îãðàíè÷åííî-äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé. Ìîñêâà, Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû
êèáåðíåòèêè. Âûï. 10. 2001.

18Êóäðÿâöåâ Â.Á., Àëåøèí Ñ.Â., Ïîäêîëçèí À.Ñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ àâòîìàòîâ. Íàóêà, Ìîñêâà,
1985.

19Áóåâè÷ Â.À. Óñëîâèÿ À-ïîëíîòû äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ÷.1, ÷.2 Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, 1986, 1987
ã.ã.
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îïåðàöèÿ îáðàòíîé ñâÿçè íåñóùåñòâåííà, òî êàæäûé τ -ïðåäïîëíûé êëàññ
â êëàññå àâòîìàòíûõ ôóíêöèé ïîðîæäàåò τ -ïðåäïîëíûé êëàññ â êëàññå äå-
ôèíèòíûõ àâòîìàòîâ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî âñåõ
äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ çàäàííîìó τ -ïðåäïîëíîìó êëàñ-
ñó â êëàññå àâòîìàòíûõ ôóíêöèé. Äðóãèõ τ -ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â êëàññå
äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ íåò.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ (àâòî-
ìàòíûõ ôóíêöèé) ÿâëÿåòñÿ τ -ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öåëè-
êîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç τ -ïðåäïîëíûõ êëàññîâ; ñîâîêóïíîñòü
τ -ïðåäïîëíûõ êëàññîâ êîíå÷íà, ìîæåò áûòü îïèñàíà ýôôåêòèâíî è îá-
ðàçóåò ìèíèìàëüíóþ τ -êðèòåðèàëüíóþ ñèñòåìó20, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî
1-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ èçîìîðôíî ìíîæåñòâó ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â êîíå÷-
íîçíà÷íûõ ëîãèêàõ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî τ ≥ 1 ñóùåñòâóþò àëãî-
ðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ τ ïîëíîòû êàê äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ àâòîìàòíûõ
ôóíêöèé, òàê è äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ.

Ñ ïðîáëåìîé τ -ïîëíîòû òåñíî ñâÿçàíà ïðîáëåìà A-ïîëíîòû. Ìíîæåñòâî
M íàçûâàåòñÿ A-ïîëíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ τ -ïîëíûì äëÿ ëþáîãî τ. Èç
îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ A-ïîëíîòû ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé äåôèíèòíûé
àâòîìàò f ìîæíî ¾àïïðîêñèìèðîâàòü¿ äåôèíèòíûìè àâòîìàòàìè, ïðèíàä-
ëåæàùèìè çàìûêàíèþ A-ïîëíîãî ìíîæåñòâà M. Òî åñòü ìîæíî âûáðàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ

f1, f2, . . . , fτ , . . .

òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ≥ 1 äåôèíèòíûé àâòîìàò fτ ñîâïàäàåò ñ f íà âñåõ
íàáîðàõ, ñîñòàâëåííûõ èç ñëîâ äëèíû τ.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ïîëíîòû ìíîæåñòâà äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ ñëåäóåò
åãî τ -ïîëíîòà äëÿ ëþáîãî τ èA-ïîëíîòà. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî,
òî åñòü ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå τ -ïîëíûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿA-
ïîëíûìè è ïîëíûìè, à òàêæå ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå A-ïîëíûå ìíîæåñòâà,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.

Ïðîáëåìà A-ïîëíîòû ïîäðîáíî èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ Â.À.Áóåâè÷à.
Îêàçàëîñü, ÷òî ýòà ïðîáëåìà àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà, êàê äëÿ àâ-
òîìàòíûõ ôóíêöèé21, òàê è äëÿ äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ22. Òåì íå ìåíåå,
êðèòåðèé ïîëíîòû ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ A-ïðåäïîëíûõ
êëàññîâ; ÷èñëî A-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ñ÷¼òíî, ìíîæåñòâî A-ïðåäïîëíûõ

20Áóåâè÷ Â.À. Óñëîâèÿ À-ïîëíîòû äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ÷.1, ÷.2 Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, 1986, 1987.
21Áóåâè÷ Â.À. Îá àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ A-ïîëíîòû äëÿ î.ä.-ôóíêöèé

// Ìàòåìàòè÷åñêèé çàìåòêè. Ò. 12, �6. 1972. Ñ. 687-697.
22Áóåâè÷ Â.À., Êëèíäóõîâà Ò.Ý. Îá àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷ îá À-ïîëíîòå è ïîë-

íîòå äëÿ äåôèíèòíûõ îãðàíè÷åííî-äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé. Ìîñêâà, Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû
êèáåðíåòèêè. Âûï. 10. 2001.
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êëàññîâ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî è êàæäûé ïðåäïîëíûé êëàññ ìîæåò áûòü
îïèñàí ýôôåêòèâíî23. Áîëåå òîãî, êàæäûé τ -ïðåäïîëíûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ
A-ïðåäïîëíûì è íàîáîðîò: äëÿ ëþáîãî A-ïðåäïîëíîãî êëàññà ñóùåñòâó-
åò τ ≥ 1, òàêîå ÷òî ýòîò A-ïðåäïîëíûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ â òîæå âðåìÿ τ -
ïðåäïîëíûì.

Àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûå ñëó÷àè âîçíèêàþò ïðè îãðàíè÷åíèè êëàñ-
ñà ïðîâåðÿåìûõ ñèñòåì. Òàê, À.À.×àñîâñêèõ24 îïèñàë â êëàññå ëèíåéíûõ
àâòîìàòîâ âñå ïðåäïîëíûå êëàññû, ÷èñëî êîòîðûõ îêàçàëîñü ñ÷¼òíûì, è
íàøåë, òåì íå ìåíåå, àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû êîíå÷íûõ ñèñòåì.
Äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ñèñòåìû M àâòîìàòîâ îí çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå
íåïðèíàäëåæíîñòè M êîíå÷íîìó ÷èñëó ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Òî åñòü äëÿ
ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòåìû óäà¼òñÿ âûäåëèòü êîíå÷íóþ êðèòåðèàëü-
íóþ ñèñòåìó ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Òàëüõàëüì25 óñòàíîâèë ñâîéñòâà ðåøåò-
êè çàìêíóòûõ êëàññîâ îäíîìåñòíûõ ñòàáèëüíûõ àâòîìàòîâ. Ê.Â.Êîëÿäà26

â 1984 ãîäó ðàññìàòðèâàë êëàññû ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà ðåãóëÿðíûõ
ìíîæåñòâàõ (ôóíêöèè, ñîïðÿæåííûå ê àâòîìàòíûì) è îáíàðóæèë äëÿ îä-
íèõ êëàññîâ àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü, à äëÿ äðóãèõ àëãîðèòìè-
÷åñêóþ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ïîëíîòû.

Åù¼ â 1961 ã. À.À.Ëåòè÷åâñêèì27 áûë ïîëó÷åí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çà-
äà÷è î ïîëíîòå äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì àâòîìàòîâ, âûäàþùèõ íîìåð ñâîåãî
ñîñòîÿíèÿ (àâòîìàòîâ Ìåäâåäåâà) ïðè íàëè÷èè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Â
1986 ãîäó Â.À.Áóåâè÷28 ïîêàçàë àëãîðèòìè÷åñêóþ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëå-
ìû A-ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì àâòîìàòîâ, ñîäåðæàùèõ âñå áóëåâû ôóíêöèè. Â
1992 ãîäó Ä.Í.Áàáèí29 äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ
ïîëíîòû ñèñòåìû àâòîìàòíûõ ôóíêöèé ïðè íàëè÷èè â ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìå âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Àâòîðó óäàëîñü ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ðå-
çóëüòàòû äëÿ äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ, à èìåííî: ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñèñòåì
äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ âèäà P2∪ ν ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè íà ïîë-
íîòó è A-ïîëíîòó òàêèõ ñèñòåì äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ[1]. Äëÿ êàæäîãî êî-
íå÷íîãî ν îí çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå íåïðèíàäëåæíîñòè ν êîíå÷íîìó ÷èñ-

23Áóåâè÷ Â.À. Óñëîâèÿ À-ïîëíîòû äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ÷.1, ÷.2 Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, 1986, 1987.
24×àñîâñêèõ À.À. Î ïîëíîòå â êëàññå ëèíåéíûõ àâòîìàòîâ.Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè.

Âûï. 3. 1995, ñ. 140-166.
25Òàëüõàéì Á.Î. Î ðåøåòêå çàìêíóòûõ êëàññîâ ñòàáèëüíûõ àâòîìàòîâ. Ìåòîäû è ñèñòåìû äèà-

ãíîñòèêè. Âûï. 1, Ñàðàòîâ, 1979.
26Êîëÿäà Ê.Â. Î ïîëíîòå ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. Âûï. 41. Ì. Íàóêà,

1980., ñ.41-49.
27Ëåòè÷åâñêèé À.À. Óñëîâèÿ ïîëíîòû äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, �4, 1961, ñ.702-710.
28Áóåâè÷ Â.À. Óñëîâèÿ A-ïîëíîòû äëÿ àâòîìàòîâ. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1986. // Ìàòåìàòè÷åñêèé çà-

ìåòêè. Ò. 12, �6. 1972. Ñ. 687-697.
29Áàáèí Ä.Í. Ðàçðåøèìûé ñëó÷àé çàäà÷è î ïîëíîòå àâòîìàòíûõ ôóíêöèé. Ìîñêâà, Äèñêðåòíàÿ

ìàòåìàòèêà, 1992. Ò. 4, âûï. 4. Ñ. 41-56.
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ëó ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Çíà÷èò, äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû è A-ïîëíîòû
ñóùåñòâåííà ðîëü ôóíêöèé áåç ïàìÿòè, ïðèñóòñòâóþùèõ â áàçèñå. Åñëè
ïðèñóòñòâóþò âñå ôóíêöèè áåç ïàìÿòè, òî ïðîáëåìû A-ïîëíîòû è ïîëíî-
òû àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìû êàê äëÿ àâòîìàòîâ, òàê è äëÿ äåôèíèòíûõ
àâòîìàòîâ[1]. Åñëè ïðèñóòñòâóåò, ôàêòè÷åñêè, ëèøü òîæäåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ x, òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ A-ïîëíîòû è ïîëíîòû
íè äëÿ àâòîìàòíûõ ôóíêöèé, íè äëÿ äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ.

Ó÷èòûâàÿ ýòè ðåçóëüòàòû, åñòåñòâåííî èññëåäîâàòü íà A-ïîëíîòó è ïîë-
íîòó ñèñòåìû âèäà F ∪ ν, ãäå F � íåêîòîðûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ
ôóíêöèé èëè êëàññ Ïîñòà, à ν � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà äåôèíèòíûõ àâòîìà-
òîâ(àâòîìàòíûõ ôóíêöèé). Òàêèå ñèñòåìû ìû áóäåì íàçûâàòü àâòîìàòíû-
ìè áàçèñàìè Ïîñòà � òàêæå, êàê ýòî äåëàë Ä.Í.Áàáèí â ñâîèõ ðàáîòàõ.
Âîçíèêàåò ðàçäåëåíèå êëàññîâ Ïîñòà íà ñèëüíûå è ñëàáûå ïî èõ ñïîñîá-
íîñòè ãàðàíòèðîâàòü ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû A-ïîëíîòû è ïîëíîòû. Äëÿ
àâòîìàòíûõ ôóíêöèé äàííóþ çàäà÷ó ðåøèë Ä.Í.Áàáèí. Åìó óäàëîñü ðàñ-
ñëîèòü êëàññû Ïîñòà íà òå, äëÿ êîòîðûõ ïðîáëåìû ïîëíîòû è A-ïîëíîòû
äëÿ ñèñòåì àâòîìàòíûõ ôóíêöèé âèäà F ∪ ν ðàçðåøèìû, è òå, äëÿ êîòî-
ðûõ ýòè ïðîáëåìû íåðàçðåøèìû. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðîáëåìû ïîëíîòû è A-
ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì âèäà F ∪ν ðàçðåøèìû òî÷íî òîãäà, êîãäà F ñîäåðæèò
ëèáî ôóíêöèþ x+ y + z, ëèáî ôóíêöèþ xy ∨ yz ∨ xz30.

Àâòîð èññëåäîâàë íà A-ïîëíîòó è ïîëíîòó ñèñòåìû âèäà F ∪ν, ãäå F �
íåêîòîðûé êëàññ Ïîñòà, à ν � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ.

Öåëü ðàáîòû

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íà A-ïîëíîòó ñèñòåìû âèäà F ∪ ν, ãäå F � íåêî-
òîðûé êëàññ Ïîñòà, à ν � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ. Öåëüþ
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèå âñåõ êëàññîâ Ïîñòà íà òå, äëÿ êîòîðûõ ïðî-
áëåìà A-ïîëíîòû äëÿ òàêèõ ñèñòåì àâòîìàòîâ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà,
è òå, äëÿ êîòîðûõ óêàçàííàÿ ïðîáëåìà àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà èçëîæåíà íà 91 ñòðàíèöå è ñîñòîèò èç ¾ââåäå-
íèÿ¿, ¾îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ðåçóëüòàòîâ¿ è òðåõ ãëàâ. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ-
÷àåò 45 íàèìåíîâàíèé.

30Áàáèí Ä.Í. Î êëàññèôèêàöèè àâòîìàòíûõ áàçèñîâ Ïîñòà ïî ðàçðåøèìîñòè ñâîéñòâ ïîëíîòû è
À-ïîëíîòû // Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê. �4. Ò. 367. 1999. Ñ. 439-441
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

1. Ðåøåíà ïðîáëåìà îòäåëèìîñòè àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ
A-ïîëíîòû äëÿ áàçèñîâ Ïîñòà äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ. À èìåííî, èññëåäî-
âàëèñü íà A-ïîëíîòó ñèñòåìû âèäà F ∪ ν, ãäå F � íåêîòîðûé êëàññ Ïîñòà,
à ν � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ. Óäàëîñü ðàññëîèòü êëàññû
Ïîñòà íà òå, äëÿ êîòîðûõ ïðîáëåìà A-ïîëíîòû äëÿ òàêèõ ñèñòåì àâòîìà-
òîâ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà, è òå, äëÿ êîòîðûõ óêàçàííàÿ ïðîáëåìà
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà (ñì. ðèñ.). Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà A-
ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ âèäà F ∪ ν ðàçðåøèìà òî÷íî
òîãäà, êîãäà F ñîäåðæèò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: x1 + x2 + x3,

x1x2 ∨ x2x3 ∨ x1x3,

x1x2x3 ∨ x1x2x4 ∨ x1x3x4 ∨ x2x3x4,
x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x4 ∨ x2x3 ∨ x2x4 ∨ x3x4.

2. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû áûëà ðàçðàáîòàíà ñïåöèàëüíàÿ ïðå-
äèêàòíàÿ òåõíèêà. Îíà ïîçâîëèëà äëÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ Ïîñòà âûäåëÿòü
óçêèå ìíîæåñòâà A-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîâåðêè íà A-
ïîëíîòó.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ñòðóêòóðíîé òåîðèè àâòîìàòîâ,
àëãåáðû è òåîðèè àëãîðèòìîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáî-

òû

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñïåöèàëè-
ñòàì ïî äâóçíà÷íîé ëîãèêå, òåîðèè àâòîìàòîâ è òåîðèè àëãîðèòìîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ¾Òåîðèÿ
àâòîìàòîâ¿ (2005-2010 ãã.) è ¾Êèáåðíåòèêà è èíôîðìàòèêà¿ (2005-2010 ãã.)
ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Â.Á.Êóäðÿâöåâà.
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Òàêæå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• ìåæäóíàðîäíûå íàó÷íûå êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-
äûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 2007,
2008, 2009 è 2010 ãã.);

• IX ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è å¼ ïðè-
ëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííûé 75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà
Î.Á.Ëóïàíîâà;

• íàó÷íûå êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Ìîñêâà, ÌÃÓ
èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 2007, 2008 è 2009 ãã.);

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû è êîì-
ïüþòåðíûå íàóêè¿ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 2006ã.);

• òðåòüÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ êàôåäðû
ÌàÒÈÑ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ìîñêâà, ÌÃÓ
èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 2007ã.).

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [1]-[5].

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ ïðîáëåìû, ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì
ïîëíîòû è A-ïîëíîòû. Òàêæå ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïî-
ëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå èäåè äîêàçàòåëüñòâ.

Àâòîð èññëåäîâàë íà ïîëíîòó è A-ïîëíîòó ñèñòåìû äåôèíèòíûõ àâòî-
ìàòîâ âèäà F ∪ ν, ãäå F � íåêîòîðûé êëàññ Ïîñòà, à ν � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà
äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ. Äëÿ ïðîáëåìû A-ïîëíîòû óäàëîñü îòäåëèòü ðàçðå-
øèìûå ñëó÷àè îò íåðàçðåøèìûõ. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðîáëåìà A-ïîëíîòû äëÿ
ñèñòåì äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ âèäà F ∪ ν ðàçðåøèìà òî÷íî òîãäà, êîãäà
F ñîäåðæèò ëèáî ôóíêöèþ x + y + z, ëèáî ôóíêöèþ xy ∨ yz ∨ xz, ëèáî
ôóíêöèþ

x1x2x3 ∨ x1x2x4 ∨ x1x3x4 ∨ x2x3x4,
ëèáî ôóíêöèþ

x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x4 ∨ x2x3 ∨ x2x4 ∨ x3x4.
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Â ðåçóëüòàòå íà äèàãðàììå Ïîñòà (ñì. ðèñ.) ïîÿâèëàñü ÿâíàÿ ãðàíèöà, îò-
äåëÿþùàÿ ðàçðåøèìûå ñëó÷àè îò íåðàçðåøèìûõ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî õîòÿ îïåðàöèÿ îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ ðåøåíèÿ
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ïðîáëåìû A-ïîëíîòû îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå äëÿ äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ, îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ äëÿ àâòîìàòíûõ ôóíêöèé Ä.Í.Áàáèíûì. Òàê, äëÿ êëàññîâ F 3

i , ãäå
i = 1, 2, . . . , 8, ïðîáëåìà A-ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì àâòîìàòíûõ ôóíêöèé àëãî-
ðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà, à ïðîáëåìà A-ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì äåôèíèòíûõ
àâòîìàòîâ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà. Â òî æå âðåìÿ, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî åñëè äëÿ êëàññà Ïîñòà F ïðîáëåìà A-ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì àâòîìàòíûõ
ôóíêöèé âèäà F ∪ ν ðàçðåøèìà, òî îíà ðàçðåøèìà è äëÿ àíàëîãè÷íûõ
ñèñòåì äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ.

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðèíöèïèàëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè. Â ðàçðåøèìîì ñëó-
÷àå äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ñèñòåìû äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ ñòðîèòñÿ êîíå÷-
íàÿ êðèòåðèàëüíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Âñå ïðåä-
ïîëíûå êëàññû îïèñûâàþòñÿ êàê êëàññû ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèé, ïîýòîìó
ïðèíàäëåæíîñòü ýòèì ïðåäïîëíûì êëàññàì ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Äëÿ ñëà-
áûõ êëàññîâ Ïîñòà èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà A-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ íå óäàåò-
ñÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî êëàññîâ, ÿâëÿþùååñÿ êðèòåðèàëüíîé
ñèñòåìîé. Áîëåå òîãî, óäàåòñÿ ñâåñòè ïðîáëåìó A-ïîëíîòû ê èçâåñòíîé àë-
ãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìå � ïðîáëåìå êîíå÷íîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïðîäóêöèé Ïîñòà.

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè Ýìèëÿ Ïîñòà31. Äëÿ µ ≥ 2

hµ(x1, x2, . . . , xµ+1) =

µ+1∨
i=1

x1x2 . . . xi−1xi+1 . . . xµ+1,

h∗µ � ôóíêöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ê hµ. Â ÷àñòíîñòè

h2(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x2x3 ∨ x1x3.

F 3
2 = [{h∗3}], F 3

6 = [{h3}], D2 = [{h2}], L4 = [{x+y+z}], F∞4 = [{x∨y}],
F∞8 = [{x&y}], S6 = [{x ∨ y, 0, 1}], P6 = [{x&y, 0, 1}], O9 = [{x, 0}], F 4

4 =
[{x ∨ y, h∗4}], F 4

8 = [{x&y, h4}].
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, àâòîð äîêàçàë, ÷òî ïðîáëåìà A-ïîëíîòû äëÿ

ñèñòåì âèäà F ∪ ν àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
D2 ⊆ F, L4 ⊆ F, F 3

2 ⊆ F, ëèáî F 3
6 ⊆ F.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè F ′ ⊆ F è ïðîáëåìà A-ïîëíîòû àëãîðèòìè-
÷åñêè íåðàçðåøèìà äëÿ ñèñòåì âèäà F ∪ ν, òî îíà àëãîðèòìè÷åñêè íåðàç-
ðåøèìà è äëÿ ñèñòåì âèäà F ′ ∪ ν. Àíàëîãè÷íî, åñëè F ⊆ F ′ è ïðîáëåìà
A-ïîëíîòû àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà äëÿ ñèñòåì âèäà F ∪ν, òî îíà àëãî-
ðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà è äëÿ ñèñòåì âèäà F ′ ∪ ν. Òàêæå, åñëè F ∗ � êëàññ,

31E. Post. Two-Valued Iterative Systems of Mathematical Logic. Princeton Univ. Press, Princeton, 1941.
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äâîéñòâåííûé ê F îòíîñèòåëüíî çàìåíû 0 íà 1, òî ïðîáëåìà A-ïîëíîòû äëÿ
ñèñòåì âèäà F ∪ ν, àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà ïðîáëåìà A-ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì âèäà F ∗ ∪ ν.
À çíà÷èò, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óêàçàííîé êëàññèôèêàöèè äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü òîëüêî ãðàíè÷íûå ñëó÷àè è òîëüêî ëåâóþ ïîëîâèíó äèàãðàììû
Ïîñòà. Òî åñòü, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàçðåøèìîñòü äëÿ êëàññîâ F 4

4 , P6 è
O9, è ðàçðåøèìîñòü äëÿ êëàññîâ D2, L4, F

3
2 .

Â îñíîâíûõ ïîíÿòèÿõ è ðåçóëüòàòàõ ñòðîãî îïðåäåëÿþòñÿ íåîáõî-
äèìûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü F � çàìêíó-
òûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé. Îïðåäåëèì ïðîáëåìó À-ÏÎËÍÎÒÀ(F ): äàíà
êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ν äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ; òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, A-ïîëíà
ëè ñèñòåìà F ∪ ν.

Â òðåõ ãëàâàõ ðàáîòû äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òðè òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. [3] Ïðîáëåìà À-ÏÎËÍÎÒÀ(F ) àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà
äëÿ êàæäîãî F ∈ {F 3

2 , F
3
6 , D2, L4}.

Òåîðåìà 2. [2] Ïðîáëåìà À-ÏÎËÍÎÒÀ(F ) àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà
äëÿ êàæäîãî F ∈ {S6, P6, O9}.

Òåîðåìà 3. [5] Ïðîáëåìà À-ÏÎËÍÎÒÀ(F ) àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà
äëÿ êàæäîãî F ∈ {F 4

4 , F
4
8 }.

Ýòè òðè òåîðåìû ïîçâîëÿþò âñå êëàññû Ïîñòà ðàçäåëèòü íà ñèëü-
íûå è ñëàáûå ïî èõ ñïîñîáíîñòè ãàðàíòèðîâàòü ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû
A-ïîëíîòû äëÿ äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàíà

Òåîðåìà 4. Ïðîáëåìà À-ÏÎËÍÎÒÀ(F ) àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàêîé-òî f ∈ {h2, x+ y + z, h3, h

∗
3} âûïîë-

íÿåòñÿ f ∈ F.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðåøèìûì ñëó÷àÿì ïðîáëåìû A-ïîëíîòû,
â íåé äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 1, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå. Êàê óæå óêà-
çûâàëîñü, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ãðàíè÷íûå ñëó÷àè, à èìåííî:
D2, L4, F

3
2 , F

3
6 . Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñòðîèòñÿ íåñêîëüêî ñ÷¼òíûõ ñåìåéñòâ

A-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ, êîòîðûå îáðàçóþò êðèòåðèàëüíóþ ñèñòåìó. Çàòåì
äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ñèñòåìû äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ èç êàæäîãî ñåìåé-
ñòâà âûäåëÿåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Êàæäûé A-
ïðåäïîëíûé êëàññ îïèñûâàåòñÿ êàê êëàññ ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèÿ. Òàê êàê
ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå D2, L4, F

3
2 èëè F 3

6 , òî íàñ
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èíòåðåñóþò íå âñå A-ïðåäïîëíûå êëàññû32, à òîëüêî òå, êîòîðûå ñîäåð-
æàò âñå ôóíêöèè èç D2, L4, F

3
2 , èëè F

3
6 . Â ðàáîòå âñòðå÷àþòñÿ óíàðíûå,

áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, à òàêæå îòíîøåíèÿ àðíîñòè 4. Ëþáîïûòíî, ÷òî ñà-
ìàÿ áîëüøàÿ ñëîæíîñòü âîçíèêàåò ñ óíàðíûìè îòíîøåíèÿìè. Áîëåå òîãî,
èìåííî óíàðíûå îòíîøåíèÿ ñòðîÿòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè
âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâå.

Ðàíåå óïîìèíàëîñü, ÷òî ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû A-ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì
D2∪ν è L4∪ν ìîæíî âûâåñòè êàê ñëåäñòâèå èç ðåçóëüòàòîâ Ä.Í.Áàáèíà33,
ïîëó÷åííûõ äëÿ àâòîìàòíûõ ôóíêöèé. Íî àâòîð ïðèâîäèò ñâî¼ äîêàçà-
òåëüñòâî ýòèõ ôàêòîâ â ðàáîòå, òàê êàê â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà äåìîí-
ñòðèðóåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ òàêîãî ðîäà çàäà÷, à èìåííî, ïîêàçû-
âàåòñÿ, êàê íàëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé áåç ïàìÿòè îãðàíè÷èâàåò
ìíîæåñòâî óíàðíûõ îòíîøåíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü. Òàêîå
îãðàíè÷åíèå ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ñèñòåìû äåôèíèòíûõ àâòî-
ìàòîâ èç ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà A-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ âûäåëÿòü êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî. Èìåííî òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó îá A-ïîëíîòå
äëÿ êëàññîâ F 3

i , ãäå i = 1, 2, . . . , 8, õîòÿ äëÿ àâòîìàòíûõ ôóíêöèé äàííàÿ
çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. Ê òîìó æå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, îïè-
ñàíèå A-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ è èõ îãðàíè÷åíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è îá A-ïîëíîòå ïðè íàëè÷èè êëàññîâ D2 èëè L4, èìååò ñàìîñòîÿòåëü-
íóþ öåííîñòü.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå íåðàçðåøèìûå ñëó-
÷àè, à èìåííî: S6, P6 è O9, è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 2. Êàê áûëî ñêàçà-
íî âûøå, íåðàçðåøèìîñòü ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå êîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðîäóêöèé Ïîñòà. Òðîéêà θ = 〈D, ρ, ω〉, ãäå D = {d1, d2, . . . , dk},
D∗ � ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå D, ρ : D → D∗, ρ(di) = Ri, ω � íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îäíîðîäíûõ ïðîäóêöèé Ïîñòà. Åñ-
ëè l ≥ ω, òî ñêàæåì, ÷òî θ ïðèìåíèìà ê ñëîâó ξ = di1di2 . . . dil è ñëîâî
θ(ξ) = diw+1

diw+2
. . . dilRi1 íàçîâ¼ì ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ θ ê ñëîâó ξ. Ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ξ1, ξ2, ξ3, . . . , òàêóþ ÷òî ξ1 = ξ, à ξi+1 = θ(ξi), íàçîâ¼ì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîäóêöèé Ïîñòà ñëîâà ξ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðî-
äóêöèé êîíå÷íà, åñëè ïîñëåäíåå ñëîâî èìååò äëèíó ìåíüøóþ ω. Èçâåñòíî34,
÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ïðîäóêöèé Ïîñòà, äëÿ êîòîðîé íå ñó-
ùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïî ñëîâó ξ ðåøàþùåãî âîïðîñ î êîíå÷íîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïðîäóêöèé ñëîâà ξ. Ýòà ñèñòåìà ïðîäóêöèé Ïîñòà 〈D, ρ, ω〉 ôèê-

32Áóåâè÷ Â.À. Óñëîâèÿ À-ïîëíîòû äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ÷.1, ÷.2. Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, 1986,
1987 ã.ã.

33Áàáèí Ä.Í. Î êëàññèôèêàöèè àâòîìàòíûõ áàçèñîâ Ïîñòà ïî ðàçðåøèìîñòè ñâîéñòâ ïîëíîòû è
À-ïîëíîòû // Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê. �4. Ò. 367. 1999. Ñ. 439-441

34Ìàëüöåâ À.È. Àëãîðèòìû è ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè. Íàóêà, Ìîñêâà, 1986.
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ñèðóåòñÿ. Ïîñëå ýòîãî ïðîäóêöèè Ïîñòà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì êîäèðóþòñÿ
ñëîâàìè â àëôàâèòå {0, 1}. Äëÿ êàæäîãî ñëîâà ξ ñòðîÿòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå
ñèñòåìû äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ:

Σ1 = {x ∨ y, 0, 1,W0, G0, T1, T2, . . . , Tk, Tξ}

Σ2 = {x, 0,W0, G0, T1, T2, . . . , Tk, Tξ}.
Àâòîìàò Tξ âûäàåò íà âûõîäå çàêîäèðîâàííîå ñëîâî ξ, à àâòîìàòû T1, T2,
. . . , Tk ïîçâîëÿþò èç îäíîãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîäóêöèé ñòðî-
èòü ñëåäóþùèé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè ýòîì, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
êàæäàÿ èç ñèñòåì A-ïîëíà òî÷íî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîäóê-
öèé ñëîâà ξ áåñêîíå÷íà.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò äî-
êàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íûõ óòâåðæäåíèé äëÿ àâòîìàòíûõ ôóíêöèé. Â îò-
ëè÷èå îò àâòîìàòíûõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ, íå
çàâèñÿùèõ îò âõîäà, êîòîðûå áû âûäàâàëè ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íà âûõîäå. À çíà÷èò ìû íå ìîæåì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íà-
õîäèòü íà÷àëà ÷àñòåé, êîòîðûå ïîëó÷èëèñü ïðè êîäèðîâàíèè ïðîäóêöèé.
Äëÿ êîððåêòíîãî ¾÷òåíèÿ¿ è ¾ïðåîáðàçîâàíèÿ¿ ïðîäóêöèé ìåòîä êîäèðî-
âàíèÿ ïðîäóêöèé ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ. Åñòü åù¼ îäíî ñóùåñòâåííîå
îòëè÷èå äîêàçàòåëüñòâ äëÿ àâòîìàòíûõ ôóíêöèé è äåôèíèòíûõ àâòîìàòîâ.
Ïðè íåêîððåêòíîì èñïîëüçîâàíèè àâòîìàòíîé ôóíêöèè, îíà çàïîìèíàåò
¾îøèáêó¿ è âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû óæå íå ðàáîòàåò êîððåêòíî. Äå-
ôèíèòíûé àâòîìàò çàáûâàåò ëþáóþ èíôîðìàöèþ ÷åðåç îïðåäåë¼ííîå ÷èñ-
ëî øàãîâ. À çíà÷èò äàæå ïîñëå íåêîððåêòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ äåôèíèòíûé
àâòîìàò íà÷í¼ò ðàáîòàòü êàê è ðàíüøå. Ýòî òîæå çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò
êîíñòðóêöèþ, òàê êàê ïðèõîäèòñÿ ñëåäèòü, ÷òîáû ¾îøèáêà¿, âîçíèêøàÿ â
êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè, íå ìîãëà èñ÷åçíóòü.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà A-ïîëíîòû ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ïîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà τ -ïîëíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî τ . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òîãî, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå A-ïîëíà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ
ñèñòåìà ñîõðàíÿåò óíàðíîå îòíîøåíèå, à äåôèíèòíûé àâòîìàò ñîâïàäàþ-
ùèé ñ çàäåðæêîé â ïåðâûå τ ìîìåíòîâ âðåìåíè äëÿ áîëüøîãî τ íå ñîõðà-
íÿåò ýòî îòíîøåíèå.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìûé ñëîæíûé íåðàçðåøèìûé ñëó-
÷àé, à èìåííî ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû F 4

4 è F
4
8 , è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 3.

Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òåõíèêè äî-
êàçàòåëüñòâà âî âòîðîé ãëàâå. È õîòÿ çàäà÷à îïÿòü ðåøàåòñÿ ñâåäåíèåì
ê ïðîáëåìå êîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîäóêöèé Ïîñòà, îòëè÷èå íà-
ñòîëüêî ñóùåñòâåííî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî âûäåëåíî â îòäåëüíóþ ãëàâó. Â
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îòëè÷èå îò äîêàçàòåëüñòâà âî âòîðîé ãëàâå, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëü-
íûå äåôèíèòíûå àâòîìàòû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî èç îäíîãî ýëåìåíòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîäóêöèé ïîñòðîèòü ñëåäóþùèé ýëåìåíò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, â äàííîì ñëó÷àå âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîäóêöèé ñíà÷àëà êî-
äèðóåòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ íóëåé è åäèíèö, à ïîòîì òîëü-
êî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïèñàíà êîððåêòíî. Åù¼ áîëüøå
óñëîæíÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ âûäåëÿòü ÷àñòè, êîòîðûå ïîëó-
÷èëèñü ïðè êîäèðîâàíèè ïðîäóêöèé. Ñóòü ýòîé êîíñòðóêöèè çàëîæåíà â
îïðåäåëåíèè óíàðíîãî îòíîøåíèÿ, êîòîðîå ñîõðàíÿåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîäóêöèé êîíå÷íà. Îäíî èç ïðèíöèïèàëüíûõ îòëè÷èé
äîêàçàòåëüñòâà â ýòîé ãëàâå îò äîêàçàòåëüñòâà âî âòîðîé ãëàâå çàêëþ÷à-
åòñÿ â ñëåäóþùåì. Âî âòîðîé ãëàâå àâòîìàòû ñòðîèëèñü òàêèì îáðàçîì,
÷òî ¾îøèáêà¿, âîçíèêøàÿ â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè, íå ìîãëà èñ÷åçíóòü,
à îñòàâàëàñü çàïèñàííîé â ñâåðõñëîâå. Íàëè÷èå æå ôóíêöèé hµ äëÿ µ ≥ 4
äåëàåò ýòî íåâîçìîæíûì. Ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàâ ñëîâà, âñåãäà
ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ¾îøèáêè¿, çàïèñàííîé íà ñâåðõñëîâå. Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî ïðîñëåäèòü, ÷òîáû ¾îøèáêè¿ â ðàçíûõ ñâåðõñëîâàõ áûëè â äàë¼-
êèå äðóã îò äðóãà ìîìåíòû âðåìåíè. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû áûë
ïðèäóìàí íîâûé ïîäõîä, â êîòîðîì òàêîãî ïîíÿòèÿ, êàê ¾îøèáêà¿ óæå íåò.
Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ìû ñðàçó ñòðîèì àâòîìàòû òàê, ÷òîáû îíè ñî-
õðàíÿëè ñëîæíîå óíàðíîå îòíîøåíèå.

Áëàãîäàðíîñòè

ß âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
àêàäåìèêó Êóäðÿâöåâó Âàëåðèþ Áîðèñîâè÷ó çà íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî, ïî-
ñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü â ðàáîòå, àñïèðàíòó Ìîèñååâó Ñòàíèñëàâó çà îá-
ñóæäåíèå è ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ïóáëèêàöèé. ß òàêæå áëàãîäàðþ êîëëåê-
òèâ êàôåäðû Ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì çà òâîð÷å-
ñêóþ àòìîñôåðó, ñïîñîáñòâóþùóþ èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå.
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