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Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû.

Âîïðîñû ýêâèâàëåíòíîñòè, àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè è ñèíãóëÿð-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå âèä èõ ïëîòíîñòè

ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè è íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ

ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè, â ñòàòèñòèêå ñëó-

÷àéíûõ ïðîöåññîâ, àíàëèçå, òåîðèè èíôîðìàöèè, ôèíàíñîâîé ìàòåìàòè-

êå.

Îäíèì èç õîðîøî èññëåäîâàííûõ è øèðîêî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðè-

ëîæåíèÿõ êëàññîì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû ñ íåçàâèñè-

ìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ïëîòíîñòÿõ ðàñïðåäåëåíèé

íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè áûëè ïîëó÷åíû

P. Êàìåðîíîì è Â. Ìàðòèíîì1,2 â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì âîïðîñà î çàìåíå

ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå ïî âèíåðîâñêîé ìåðå. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñòîõàñòè÷åñêè

íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è ôîðìóëà äëÿ

èõ ïëîòíîñòè áûëè ïîëó÷åíû À. Â. Ñêîðîõîäîì3,4 (ñì. òàêæå ñòàòüþ

È. È. Ãèõìàíà, À. Â. Ñêîðîõîäà5).

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèé ïðîèçâîëüíûõ ñåìèìàðòèíãàëîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíè-

ÿìè è âûðàæåíèå äëÿ èõ ïðîöåññà ïëîòíîñòè áûëè ïîëó÷åíû Þ. Ì. Êà-

áàíîâûì, Ð. Ø. Ëèïöåðîì, À. Í. Øèðÿåâûì6 è Æ. Æàêîäîì7 êàê ñëåä-

1Ñamårîn R. Í., Ìàrtin W. Ò. Transformation of Wiener integral under translation. // Ann. Math.
1944. Vol. 45. P. 386�396.

2Ñamårîn R. Í., Ìàrtin W. Ò. Transformations of Wiener integrals under a general class
transformation. // Trans. Amer. Math. Soc. 1945. Vol. 58. P. 184�219.

3Ñêîðîõîä À.Â. Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì. // Òåîðèÿ
âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. 1957. Ò. 2 � 4. Ñ. 417�443.

4Ñêîðîõîä À.Â. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Ì.: Íàóêà, 1964.
5Ãèõìàí È. È., Ñêîðîõîä À. Â. Î ïëîòíîñòÿõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. 1966. Ò. 21, � 6. Ñ. 83�152.
6Êàáàíîâ Þ. Ì., Ëèïöåð Ð. Ø., Øèðÿåâ À. Í. Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü è ñèíãóëÿðíîñòü

ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé II. // Ìàòåì. ñá. 1979. Ò. 108(150),
� 1. Ñ. 32�61.

7Jacod J. Calcul stochastique et probl�emes de martingales. Berlin, Heidelberg, New York: Springer,
1979. (Lect. Notes Math. Vol. 714)
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ñòâèå îáùåé òåîðèè, äåòàëüíîå èçëîæåíèå êîòîðîé ìîæíî íàéòè â ìîíî-

ãðàôèè Æ. Æàêîäà, À. Í. Øèðÿåâà8.

Âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé êîìïîíåíòû îäíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî äðóãîãî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá àáñîëþò-

íîé íåïðåðûâíîñòè â ñëó÷àå ïðîöåññîâ Ëåâè áûëî ïîëó÷åíî Ê. Ñàòî9.

Óïîìÿíåì òàêæå ðàáîòû ×. Íüþìåíà10,11 è Æ. Ìåìåíà, À. Í. Øèðÿå-

âà12, ïðèëåãàþùèå ê ýòîìó êðóãó âîïðîñîâ.

Ïîíÿòèå áîëüøåé èíôîðìàòèâíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ

áûëî ââåäåíî Õ. Áîíåíáëàñòîì, Ë. Øåïëè, C. Øåðìàíîì â 1949 ãîäó â

íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòå è ðàçâèòî â ñòàòüÿõ Ä. Áëåêóýëëà13,14. Äàëü-

íåéøåå ðàçâèòèå òåîðèÿ ïîëó÷èëà, â ïåðâóþ î÷åðåäü, â ðàáîòàõ Ë. Ëå

Êàìà è Ý. Òîðãåðñåíà, ñì. ìîíîãðàôèè15,16. �Î÷åíü ÷àñòî� ýêñïåðèìåíòû

íåñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé (÷òî ïðèâåëî ê ââåäåíèþ Ë. Ëå Êàìîì ïîíÿòèÿ

äåôåêòà îäíîãî ýêñïåðèìåíòà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî17), è äàæå åñëè îíè

ñðàâíèìû, òî äîêàçàòü ýòî áûâàåò íåïðîñòî. Áîëüøèíñòâî èç èçâåñòíûõ

ðåçóëüòàòîâ î ñðàâíèìîñòè êîíêðåòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ îòíîñÿòñÿ ê ñëó-

÷àþ ãàóññîâñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ èëè ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïàðàìåòðîì ñäâè-

8Jacod J., Shiryaev A. N. Limit theorems for stochastic processes. Second edition. Berlin: Springer-
Verlag, 2003.

9Sato K. Density transformation in L�evy processes. Lecture notes for �Concentrated advanced course
on L�evy processes�. // MaPhySto, Centre for Mathematical Physics and Stochastics, Department of
Mathematical Sciences, University of Aarhus, 2000.

10Newman C. The inner product of path space measures corresponding to random processes with
independent increments. // Bull. Amer. Math. Soc. 1972. Vol. 78 P. 268�271.

11Newman C. On the orthogonality of independent increment processes. // Topics in probability theory.
Courant Inst. Math. Sci., New York, 1973. P. 93�111.

12Memin J., Shiryayev A. N. Distance de Hellinger-Kakutani des lois correspondant �a deux processus
�a accroissements ind�ependants. // Z. Wahrsch. Verw. Gebiete. 1985. Vol. 70, � 1, P. 67�89.

13Blackwell D. Comparison of experiments. // Proceedings of the Second Berkeley Symposium on
Mathematical Statistics and Probability, 1950 � University of California Press, Berkeley and Los Angeles,
1951. Ð. 93�102.

14Blackwell D. Equivalent comparisons of experiments. // Ann. Math. Statistics. 1953 Vol. 24. P.
265�272.

15Le Cam L. Asymptotic methods in statistical decision theory. New York: Springer-Verlag, 1986.
16Torgersen E. Comparison of statistical experiments. Cambridge: Cambridge University Press, 1991.
17Le Cam L. Su�ciency and approximate su�ciency. // Ann. Math. Statist. 1964. Vol. 35, P. 1419�

1455.
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ãà, à â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî ïðèåìà ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëñÿ

ðàíäîìèçàöèîííûé êðèòåðèé Ëå Êàìà.

Â ïîñëåäíèå ãîäû â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ çàäà÷è,

â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü èëè ìèíèìèçèðîâàòü f -äèâåðãåí-

öèþ ïî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó ïàð âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, ïðè÷åì íåðåäêî

ýòî òðåáóåòñÿ ñäåëàòü îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ âûïóêëûõ ôóíêöèé f . Ïî-

ñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ íàèáîëåå èëè íàèìåíåå èíôîðìàòèâ-

íîãî â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå áèíàðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Òàê, çàäà÷à, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíîñòè, ñîñòîèò

â ìèíèìèçàöèè f -äèâåðãåíöèè ìåæäó �ôèçè÷åñêîé� ìåðîé è àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûìè ëîêàëüíî ìàðòèíãàëüíûìè ìåðàìè (ñì., íàïðèìåð,18,19).

Êàê ïðàâèëî, åñëè ëîêàëüíî ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà íååäèíñòâåííà (ò.å.

ðûíîê ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì), ìåðà, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì f -

äèâåðãåíöèé, çàâèñèò îò ôóíêöèè f .

Âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííîå ïðåäïîëîæåíèå î ìîäåëè ôèíàíñîâîãî ðûí-

êà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîöåññ öåí åñòü ýêñïîíåíòà îò ïðîöåññà Ëåâè îò-

íîñèòåëüíî �ôèçè÷åñêîé� ìåðû. Äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ f áûëî äî-

êàçàíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíî ìàðòèíãàëüíîé ìåðû, äîñòàâëÿþùåé

ìèíèìóì â óêàçàííîé âûøå çàäà÷å ìèíèìèçàöèè f -äèâåðãåíöèè, ïðîöåññ

öåí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé îò ïðîöåññà Ëåâè (ñì., â ÷àñòíîñòè, ðà-

áîòû20,21,22,23,24), îäíàêî íåò îñíîâàíèé ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòî ñïðàâåä-

18Kramkov D., Schachermayer W. The asymptotic elasticity of utility functions and optimal investment
in incomplete markets. // Ann. Appl. Probab. 1999. Vol. 9, � 3. P. 904�950.

19Schachermayer W. Optimal investment in incomplete markets when wealth may become negative.
// Ann. Appl. Probab. 2001 Vol. 11, � 3. P. 694�734.

20Chan T. Pricing contingent claims on stocks driven by L�evy processes. // Ann. Appl. Probab. 1999.
Vol. 9, � 2. P. 504�528.

21Esche F., Schweizer M. Minimal entropy preserves the L�evy property: how and why. // Stoch. Proc.
Appl. 2005. Vol. 115. P. 299�327.

22Fujiwara T., Miyahara Y. The minimal entropy martingale measures for geometric L�evy processes.
// Finance Stoch. 2003. Vol. 7, � 4. P. 509�531.

23Hurd T. R. A note on log-optimal portfolios in exponential L�evy markets. // Statististics and
Decisions. 2004. Vol. 22, � 3. P. 225�233.

24Jeanblanc M., Klöppel S. and Miyahara Y. Minimal fq-martingale Measures for Exponential L�evy
Processes. // Ann. Appl. Probab. 2007. Vol. 17, � 5/6, P. 1615�1638.
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ëèâî äëÿ âñåõ âûïóêëûõ f .

Â ðàáîòå À. À. Ãóùèíà è Ý. Ìîðäåöêè25 ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à íà-

õîæäåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé öåí âûïóêëûõ îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî òèïà.

Áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà íàõî-

æäåíèè íàèáîëåå è íàèìåíåå èíôîðìàòèâíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â íåêîòî-

ðîì ìíîæåñòâå áèíàðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîäõî-

äà â êîíêðåòíûõ ìîäåëÿõ èìè áûëà äîêàçàíà òàê íàçûâàåìàÿ ëåììà î

ñðàâíåíèè, äàþùàÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñðàâíèìîñòè áèíàðíûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ, îòâå÷àþùèõ íàáëþäåíèÿì çà ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè ñ íåïðå-

ðûâíûì âðåìåíåì, ò.å. â ñèòóàöèè, êîãäà ïðèìåíåíèå ðàíäîìèçàöèîííîãî

êðèòåðèÿ çàòðóäíåíî è, ìîæåò áûòü, äàæå íåâîçìîæíî. Îäíàêî, äàæå â

ñëó÷àå íàáëþäåíèÿ çà ïðîöåññàìè Ëåâè óñëîâèÿ ëåììû î ñðàâíåíèè ÿâ-

ëÿþòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íûìè, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå íåîáõîäèìûìè.

Óïîìÿíåì åùå ðàáîòó À. Øèäà26, â êîòîðîé áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà

çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ðîáàñòíîé ïîëåçíîñòè íà ïîëíîì ðûíêå â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ñóáúåêòèâíàÿ ìåðà, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ

ìèíèìóì f -äèâåðãåíöèè ìåæäó ñóáúåêòèâíûìè ìåðàìè è åäèíñòâåííîé

ëîêàëüíî ìàðòèíãàëüíîé ìåðîé îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ âûïóêëûõ ôóíê-

öèé f . Èíûìè ñëîâàìè, âî ìíîæåñòâå ñîîòâåòñòâóþùèõ áèíàðíûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ ñóùåñòâóåò íàèìåíåå èíôîðìàòèâíûé.

Â ðàáîòå Ä. Êðàìêîâà è Ì. Ñèðáó27 äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå òàê

íàçûâàåìîãî ðèñê-òîëåðàíòíîãî ïðîöåññà êàïèòàëà (÷òî îçíà÷àåò âàæ-

íûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà öåí ïëàòåæíûõ îáÿçàòåëüñòâ, îñíîâàííûõ

íà ïðèíöèïå ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíîñòè) äëÿ âñåõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè

ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ýêâèâàëåíòíîé ñóïåðìàðòèíãàëüíîé ìåðû,

ìàêñèìèçèðóþùåé f -äèâåðãåíöèþ ìåæäó âñåìè ýêâèâàëåíòíûìè ñóïåð-

ìàðòèíãàëüíûìè ìåðàìè è �ôèçè÷åñêîé� ìåðîé îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ

25Ãóùèí À. À., Ìîðäåöêè Ý. Ãðàíèöû öåí îïöèîíîâ äëÿ ñåìèìàðòèíãàëüíûõ ìîäåëåé ðûíêà. //
Òð. ÌÈÀÍ. Ò. 237. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ôèíàíñîâàÿ ìàòåìàòèêà. Ì.: Íàóêà, 2002. Ñ. 80�122.

26Schied A. Optimal investments for robust utility functionals in complete market models. // Math.
Oper. Res. 2005 Vol. 30, � 3. P. 750�764.

27Kramkov D., S��rbu M. Sensitivity analysis of utility-based prices and risk-tolerance wealth processes.
// Ann. Appl. Probab. 2006. Vol. 16, � 4. P. 2140�2194.
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âûïóêëûõ ôóíêöèé f . Äðóãèìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î ñóùåñòâîâàíèè íàè-

áîëåå èíôîðìàòèâíîãî â ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå áèíàðíûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ.

Êðóã âîïðîñîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, âî ìíî-

ãîì ìîòèâèðîâàí ïåðå÷èñëåííûìè âûøå çàäà÷àìè èç ôèíàíñîâîé ìàòå-

ìàòèêè. Â ÷àñòíîñòè, ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Áåðåòñÿ ïðîèçâîëü-

íûé ñåìèìàðòèíãàë ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Óñðåäíÿÿ åãî ëî-

êàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïî âðåìåíè, ìû ïðåîáðàçóåì åãî â ïðîöåññ Ëå-

âè. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ Ëåâè �áëèæå� ê ëþáîìó ïðîöåññó Ëå-

âè, ÷åì èñõîäíûé ïðîöåññ, ãäå �áîëüøàÿ áëèçîñòü� ïðîöåññîâ ïîíèìàåòñÿ

êàê áîëüøàÿ áëèçîñòü âñåõ f -äèâåðãåíöèé ìåæäó èõ ðàñïðåäåëåíèÿìè,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñðàâíèìîñòè áèíàðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñîñòàâëåííûõ

èç ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ.

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà

íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå ñ ôèëüòðàöèåé íà êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâà-

ëå çàäàí ïðîöåññ Ëåâè. Ïóñòü òàêæå åñòü ìåðà, àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ

(ýêâèâàëåíòíàÿ) îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé, ïî êîòîðîé ðàññìàòðèâàåìûé

ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Òîãäà íàé-

äåòñÿ òðåòüÿ ìåðà, àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ (ýêâèâàëåíòíàÿ) îòíîñèòåëü-

íî èñõîäíîé, ïî êîòîðîé ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ åñòü ïðîöåññ Ëåâè, è

êîòîðàÿ �áëèæå� (â ïðåæíåì ñìûñëå) ê èñõîäíîé ìåðå, ÷åì âòîðàÿ. Ïðè

ýòîì, åñëè ïðîöåññ áûë ìàðòèíãàëîì ïî âòîðîé ìåðå, òî îí èì îñòàíåòñÿ

è ïî òðåòüåé. Ýòîò ôàêò ìîæåò áûòü ïîëåçåí ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìèíè-

ìèçàöèè f -äèâåðãåíöèè, ðàññìîòðåííûõ âûøå.

Â ðåøåíèè çàäà÷è, êàñàþùåéñÿ óñðåäíåíèÿ ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê

ñåìèìàðòèíãàëà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, èñïîëüçóåòñÿ äîêàçàí-

íûé â äèññåðòàöèè êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè áèíàðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ,

ñîñòàâëåííûõ èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñåìèìàðòèíãàëà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðà-

ùåíèÿìè è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà Ëåâè, è èìåþùèé ñàìîñòîÿòåëüíûé

èíòåðåñ äëÿ òåîðèè ñðàâíåíèÿ áèíàðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîñêîëüêó îí

ïîçâîëÿåò ñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ýêâèâàëåíòíûå èñ-
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õîäíûì, íî áîëåå óäîáíûå äëÿ ñðàâíåíèÿ.

Êàê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óñðåäíåíèè ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê

ñåìèìàðòèíãàëà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, òàê è äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà êðèòåðèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ òðåáóåòñÿ óìåòü âû÷èñ-

ëÿòü îáîáùåííûé ïðîöåññ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìè-

ìàðòèíãàëà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðîöåññà Ëåâè áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîêàëüíîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíî-

ñòè ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Â äèññåðòàöèè ðåøàåòñÿ áîëåå îáùàÿ çàäà÷à: óñòàíîâëåí âèä îáîá-

ùåííîãî ïðîöåññà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ñåìè-

ìàðòèíãàëîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, îáîáùà-

þòñÿ óïîìÿíóòûå âûøå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ëîêàëüíî àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîìó ñëó÷àþ è ñëó÷àþ ïðîöåññîâ Ëåâè.

Öåëü ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ïðåñëåäóåò ñëåäóþùèå öåëè.

• Ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáîáùåííîãî ïðîöåññà ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèé äâóõ ñåìèìàðòèíãàëîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè

áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá èõ ëîêàëüíîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè.

• Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ Ëåâè, ïîëó÷åííûé èç ñåìèìàðòèíãàëà ñ íåçà-

âèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè óñðåäíåíèåì ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê

ïî âðåìåíè, �áëèæå� ê ëþáîìó ïðîöåññó Ëåâè, ÷åì èñõîäíûé ïðî-

öåññ, â ñìûñëå áîëüøåé áëèçîñòè âñåõ f -äèâåðãåíöèé ìåæäó èõ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿìè.

• Ïîëó÷èòü êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè áèíàðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñî-

ñòàâëåííûõ èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñåìèìàðòèíãàëà ñ íåçàâèñèìûìè ïðè-

ðàùåíèÿìè è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà Ëåâè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëå-

äóþùåì.
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• Ïîëó÷åíû äâà ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ïðîöåññà ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèé äâóõ ñåìèìàðòèíãàëîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíè-

ÿìè áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá èõ ëîêàëüíîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíî-

ñòè.

• Ïîêàçàíî, ÷òî óñðåäíåíèå ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïî âðåìåíè

ïðåîáðàçóåò ñåìèìàðòèíãàë ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè â ïðî-

öåññ Ëåâè, êîòîðûé �áëèæå� ê ëþáîìó ïðîöåññó Ëåâè, ÷åì èñõîäíûé

ïðîöåññ. �Áîëüøàÿ áëèçîñòü� ïðîöåññîâ ïîíèìàåòñÿ êàê áîëüøàÿ

áëèçîñòü âñåõ f -äèâåðãåíöèé ìåæäó èõ ðàñïðåäåëåíèÿìè.

• Äîêàçàí êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè áèíàðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñî-

ñòàâëåííûõ èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñåìèìàðòèíãàëà ñ íåçàâèñèìûìè ïðè-

ðàùåíèÿìè è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà Ëåâè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ è òåîðèè

ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïî-

ëåçíû â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå â

ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, â ÷àñò-

íîñòè, â ñòàòèñòèêå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, àíàëèçå, òåîðèè èíôîðìàöèè,

à òàêæå â çàäà÷àõ ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè.

Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê äèññåðòàöèè, èçëàãàëèñü íà ñëåäóþùèõ

ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

1. Ñåìèíàð �Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ�, ïðîâî-

äèìûé â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â.À. Ñòåêëîâà ïîä ðóêî-

âîäñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà À.Í. Øèðÿåâà

è äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê À.À. Ãóùèíà, ã. Ìîñêâà,

ìàðò 2009 ã.
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2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ

ó÷¼íûõ �Ëîìîíîñîâ�2009�, ã. Ìîñêâà, àïðåëü 2009 ã.

3. Áîëüøîé ñåìèíàð êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ÌÃÓ, ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò) ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíäåí-

òà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà À.Í. Øèðÿåâà, ã. Ìîñêâà, ìàðò 2010 ã.

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5 ðàáîòàõ [1-5]

(ïîëíûé ñïèñîê ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà), â òîì ÷èñëå 3 èç íèõ

[1-3] â æóðíàëàõ, âíåñåííûõ â ñïèñîê ÂÀÊ. Ðàáîò, îïóáëèêîâàííûõ â

ñîàâòîðñòâå, íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 41

íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 85 ñòðàíèö.

Äèññåðòàöèÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîé ãëàâå ïðè-

âîäÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è èçâåñòíûå ôàêòû èç ñòîõàñòè÷åñêîãî

àíàëèçà, òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ è òåîðèè f -äèâåðãåíöèé,

èñïîëüçóåìûå â ïîñëåäóþùèõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Òàêæå â ïåðâîé ãëàâå

ïðèâåäåíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîöåññà ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèé äâóõ ñåìèìàðòèíãàëîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè,

îáîáùàþùàÿ õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò, îòíîñÿùèéñÿ ê ñëó÷àþ ëî-

êàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé (ñì., íàïð., òåîðåìó III.5.35

èç ìîíîãðàôèè8), à òàêæå ðåçóëüòàò Ê. Ñàòî (ôîðìóëó (3.32) èç ðàáîòû9)

äëÿ ïðîöåññîâ Ëåâè áåç òðåáîâàíèÿ ëîêàëüíîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíî-

ñòè.

Â òðåòüåé ãëàâå ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîé âî âòîðîé ãëàâå ôîðìó-

ëû äëÿ ïðîöåññà ïëîòíîñòè äîêàçàíî íåñêîëüêî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ î

ñðàâíåíèè è ýêâèâàëåíòíîñòè íåêîòîðûõ áèíàðíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ, îòâå÷àþùèõ íàáëþäåíèÿì çà ïðîöåññàìè ñ íåçàâèñèìûìè
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ïðèðàùåíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî óñðåäíåíèå ëîêàëüíûõ õàðàê-

òåðèñòèê ïî âðåìåíè ïðåîáðàçóåò ñåìèìàðòèíãàë ñ íåçàâèñèìûìè ïðè-

ðàùåíèÿìè â ïðîöåññ Ëåâè. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ Ëåâè �áëèæå� ê

ëþáîìó ïðîöåññó Ëåâè, ÷åì èñõîäíûé ïðîöåññ, ãäå �áîëüøàÿ áëèçîñòü�

ïðîöåññîâ ïîíèìàåòñÿ êàê áîëüøàÿ áëèçîñòü âñåõ f -äèâåðãåíöèé ìåæäó

èõ ðàñïðåäåëåíèÿìè, ÷òî òàêæå äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó

â òåðìèíàõ ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áèíàðíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ. Êðîìå òîãî, äîêàçàí êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè áèíàðíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ, ñîñòàâëåííûõ èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñåìèìàðòèíãàëà ñ íåçà-

âèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà Ëåâè, èìåþùèé ñà-

ìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ òåîðèè ñðàâíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ.

Öèòèðóåìûå óòâåðæäåíèÿ íîñÿò íàçâàíèå �ïðåäëîæåíèå�. Ñîáñòâåí-

íûå ðåçóëüòàòû àâòîðà íàçâàíû �òåîðåìàìè� (âñïîìîãàòåëüíûå óòâåð-

æäåíèÿ íàçûâàþòñÿ �ëåììàìè�).

Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé � ñïëîøíàÿ âíóòðè êàæäîé ãëàâû. Ïðè

ýòîì èñïîëüçóåòñÿ äâîéíàÿ ñèñòåìà íóìåðàöèè, òàê ÷òî ññûëêà íà òåî-

ðåìó 3.1 óêàçûâàåò íà ïåðâóþ òåîðåìó â òðåòüåé ãëàâå. Òî æå ñàìîå

îòíîñèòñÿ è ê íóìåðàöèè ôîðìóë.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå ñîáðàíû îñíîâ-

íûå îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå èñ-

ïîëüçóþòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ îáîáùåííîãî ïðîöåññà ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèé äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ñåìèìàðòèíãàëîâ ñ íåçàâèñè-

ìûìè ïðèðàùåíèÿìè áåç òðåáîâàíèÿ ëîêàëüíîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâ-

íîñòè èõ ðàñïðåäåëåíèé.

Äàëåå ìû ôîðìàëüíî îïèøåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ââåäåì íåêîòîðûå

âñïîìîãàòåëüíûå îáúåêòû, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðèâåäåíèÿ çäåñü äâóõ ïî-

ëó÷åííûõ íàìè ïðåäñòàâëåíèé äëÿ îáîáùåííîãî ïðîöåññà ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèé äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ñåìèìàðòèíãàëîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðè-
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ðàùåíèÿìè â òåðìèíàõ òðèïëåòîâ ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê êàíîíè÷å-

ñêîãî ïðîöåññà îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ìåð.

Ðàññìîòðèì íà ïðîñòðàíñòâå Ω = D(Rd) = D(R+; Rd) âñåõ íåïðåðûâ-

íûõ ñïðàâà, èìåþùèõ ïðåäåëû ñëåâà ôóíêöèé ω : R+ → Rd êàíîíè÷å-

ñêèé ïðîöåññ X, çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì Xt(ω) = ω(t). Îáîçíà÷èì µ

ìåðó ñêà÷êîâ ïðîöåññà X. Ïóñòü ôèëüòðàöèÿ F = (Ft)t∈R+
ïîðîæäåíà

X, ò.å. Ft =
⋂
ε>0
F0

t+ε, F0
t = σ {Xs, s ≤ t}, F = F∞ = F0

∞.

Ðàññìîòðèì íà (Ω,F) äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû P è P′, ïî êîòîðûì

ïðîöåññ X ÿâëÿåòñÿ ñåìèìàðòèíãàëîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè

(â îòëè÷èå îò ìîíîãðàôèè8 ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X0 = 0). Ñóæåíèÿ

P è P′ íà σ-àëãåáðó σ{X0} îáîçíà÷èì PH è P′H ñîîòâåòñòâåííî.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ óñå÷åíèÿ h : Rd → Rd. Äåòåðìè-

íèðîâàííûå âåðñèè òðèïëåòîâ X îòíîñèòåëüíî P è P′ îáîçíà÷èì ñîîòâåò-

ñòâåííî

(Bt, Ct, ν(dt, dx)), (B′
t, C

′
t, ν

′(dt, dx)). (1)

Ñâÿæåì ñ ýòèìè òðèïëåòàìè íåñêîëüêî äåòåðìèíèðîâàííûõ îáúåê-

òîâ. Ïóñòü λ � ìåðà íà R+ × Rd òàêàÿ, ÷òî (|x|2 ∧ 1) ∗ λt < ∞ äëÿ âñåõ

t < ∞ è ν � λ, ν ′ � λ. Ïîëîæèì U = dν/dλ, U ′ = dν ′/dλ.

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå ν ′ = ν ′1 + ν ′2, ãäå ν ′1 � ν è

ν ′2 ⊥ ν, ïðè÷åì ν ′1 = 1A · ν ′ è ν ′2 = 1Ac · ν ′ äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà

A ∈ B(R+ × Rd). Îáîçíà÷èì Y � âàðèàíò ïëîòíîñòè ν ′1 îòíîñèòåëüíî

ν : ν ′1 = Y · ν. Îáîçíà÷èì òàêæå

at = ν({t} × Rd), a′t = ν ′({t} × Rd), a′i,t = ν ′i({t} × Rd), i = 1, 2.

Èç êðèòåðèÿ ñèíãóëÿðíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñåìèìàðòèíãàëîâ ñ íåçà-

âèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè íåñëîæíî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî äå-

òåðìèíèðîâàííîãî ìîìåíòà σ ∈ [0, +∞], ÷òî σ = min{t : Pt ⊥ P′t}, ãäå Pt

è P′t åñòü ñóæåíèÿ ìåð P è P′ ñîîòâåòñòâåííî íà Ft; áîëåå òîãî, σ ÿâíî

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òðèïëåòû (1).
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Èç òîãî æå êðèòåðèÿ âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé èçìåðèìîé ôóíê-

öèè β : [0, σ) → Rd, ÷òî

B′ = B + h(x) (U ′ − U) ∗ λ + (cβ) · A íà [0, σ).

Çäåñü At � íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, à ct � ôóíêöèÿ ñî

çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ

ìàòðèö ðàçìåðà d× d òàêèå, ÷òî C = c · A.
Ïîä îáîáùåííûì ïðîöåññîì ïëîòíîñòè ìåðû P′ îòíîñèòåëüíî P áó-

äåì ïîíèìàòü òàêîé (åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî P-íåðàçëè÷èìîñòè)

ñîãëàñîâàííûé P-ï.í. íåïðåðûâíûé ñïðàâà è èìåþùèé ïðåäåëû ñëåâà

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Z = (Zt)t∈R+
ñî çíà÷åíèÿìè â R+, ÷òî äëÿ ëþáîãî

t ∈ R+ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Zt åñòü ïëîòíîñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé

êîìïîíåíòû P′t îòíîñèòåëüíî Pt.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ äâà ïðåäñòàâëå-

íèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ïðîöåññà ïëîòíîñòè Z ìåðû P′ îòíîñèòåëüíî P.

Òåîðåìà 1 Îáîáùåííûé ïðîöåññ ïëîòíîñòè Z ìåðû P′ îòíîñèòåëüíî

P èìååò ñëåäóþùèé âèä P-ï.í.:

Z =
dP′H
dPH

E(N) D 1J0,σJ =
dP′H
dPH

E(N −Ψ) 1J0,σJ, (2)

ãäå

Nt = β ·Xc
t +

(
Y − 1 +

a′1 − a

1− a
1{a<1}

)
∗ (µ− ν)t,

Dt = exp(−kt)
∏
s6t
as<1

∆Xs=0
a′
1,s<1

1− a′s
1− a′1,s

∏
s6t
as=1

a′
1,s<1 èëè Y (s,∆Xs)>0

Y (s, ∆Xs)

1 + Y (s, ∆Xs)− a′1,s

,

Ψt = kt +
∑
s6t
as<1

∆Xs=0

a′2,s

1− as
+

∑
s6t
as=1

(1− a′1,s),

kt = ν ′2
(
{s 6 t : as = a′s = 0} × Rd

)
è Xc � íåïðåðûâíàÿ ìàðòèíãàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðî-

öåññà X ïî ìåðå P.
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Â ñëó÷àå P′
loc
� P, ñîãëàñíî êðèòåðèþ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èìå-

åì σ = ∞, ν ′ � ν è a′t = 1 åñëè at = 1, ïîýòîìó D ≡ 1, Ψ ≡ 0 è ôîðìóëà

(2) ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîé ôîðìóëå III.5.218 äëÿ ïðîöåññà ïëîòíîñòè.

Â ñëó÷àå, êîãäà P è P′ � ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ Ëåâè, èçâåñòíî,

÷òî σ = 0 èëè σ = ∞. Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîöåññîâ Ëåâè at ≡ a′t ≡ 0, â

ñëó÷àå σ = ∞ ïðåäñòàâëåíèå (2) ïðèîáðåòàåò âèä

Z = E(β ·Xc + (Y − 1) ∗ (µ− ν)− k),

ïðè÷åì β íå çàâèñèò îò t, à Y çàâèñèò òîëüêî îò x. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå

äëÿ Z ñîâïàäàåò ñ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûì ïðåäñòàâëåíèåì (3.32)9 ó

Ê. Ñàòî.

Â ðàçäåëå 2.1 ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû, â

ðàçäåëå 2.2 ïðèâåäåíî åãî äîêàçàòåëüñòâî: â ïîäðàçäåëå 2.2.1 îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ñâåäåíèå ê ñëó÷àþ íåñèíóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, â ïîä-

ðàçäåëå 2.2.2 ñòðîèòñÿ ìåðà, äîìèíèðóþùàÿ èñõîäíûå ðàñïðåäåëåíèÿ,

â ïîäðàçäåëå 2.2.3 ïðèâåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ðåçóëüòà-

òû êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ â ïîäðàçäåëå 2.2.4 äëÿ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ

îáîáùåííîãî ïðîöåññà ïëîòíîñòè ìåðû P′ îòíîñèòåëüíî P ÷åðåç èõ òðè-

ïëåòû (1).

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííîé âî âòî-

ðîé ãëàâå ôîðìóëû äëÿ ïðîöåññà ïëîòíîñòè ê ñðàâíåíèþ íåêîòîðûõ áè-

íàðíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñåìèìàðòèíãàëîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, çàäàííûõ íà îòðåçêå

[0,1]. Îáîçíà÷èì Ω = D(Rd) = D([0, 1]; Rd) ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâ-

íûõ ñïðàâà, èìåþùèõ ïðåäåëû ñëåâà ôóíêöèé ω : [0, 1] → Rd. Òàêæå, êàê

è âî âòîðîé ãëàâå, X � êàíîíè÷åñêèé ïðîöåññ, çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíè-

åì Xt(ω) = ω(t), µ ìåðà ñêà÷êîâ ïðîöåññà X è ôèëüòðàöèÿ F = (Ft)t∈[0,1]

ïîðîæäåíà X, ò.å. Ft =
⋂
ε>0
F0

t+ε, F0
t = σ {Xs, s ≤ t}, F = F1.

Îïðåäåëèì PI (PL, PL,0) êàê êëàññ âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà (Ω,F),

ïî êîòîðûì ïðîöåññ X ÿâëÿåòñÿ ñåìèìàðòèíãàëîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðè-
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ðàùåíèÿìè (ñîîòâ. îäíîðîäíûì ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíè-

ÿìè, ñîîòâ. ïðîöåññîì Ëåâè).

Îáîçíà÷èì C êëàññ âñåõ âûïóêëûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà (0;∞).

Äëÿ f ∈ C äîîïðåäåëèì ïî íåïðåðûâíîñòè

f(0) = lim
x↓0

f(x),
f(∞)

∞
= lim

x↑∞

f(x)

x
.

Áëàãîäàðÿ âûïóêëîñòè îáà ïðåäåëà ñóùåñòâóþò è ïðèíàäëåæàò (−∞, +∞].

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîãëàøåíèå 0f(a
0) = af(∞)

∞ .

Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ � σ-êîíå÷íàÿ ìåðà,

äîìèíèðóþùàÿ P0 è P1; z0 è z1 � ïëîòíîñòè ìåð P0 è P1 îòíîñèòåëüíî λ.

Îïðåäåëåíèå 2 (È. ×èñàð) 28 Ïóñòü f ∈ C. f -äèâåðãåíöèåé äâóõ ìåð

P1 è P0 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Jf(P1, P0) =

∫
z0f(

z1

z0
)dλ = E0f(Z) +

f(∞)

∞
P1{Z = ∞}.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì òðåòüåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü P′ ∈ PI , òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ìåðà P ∈ PL, ÷òî

äëÿ ëþáîé P ∈ PL,0 áèíàðíûé ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò (Ω,F , (P, P))

ÿâëÿåòñÿ ìåíåå èíôîðìàòèâíûì, ÷åì (Ω,F , (P, P′)).

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîé P ∈ PL,0 è äëÿ ëþáîé âûïóêëîé ôóíêöèè

f : (0,∞) → R èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ f -äèâåðãåíöèé:

Jf(P, P) 6 Jf(P
′, P).

Áîëåå òîãî, ìåðà P ñòðîèòñÿ ÿâíî ïî ìåðå P′ ïî ñóòè äåëà óñðåä-

íåíèåì ïî âðåìåíè ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà X ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïóñòü (B′
t, C

′
t, ν

′(dt, dx)) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåðñèÿ òðèïëå-

òà õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà X îòíîñèòåëüíî ìåðû P′, òîãäà, íàïðèìåð, â

28Csisz�ar I. Eine Informationstheoretische Ungleichung und ihre Anwendung auf den Beweis der
Ergodizit�at von Marko�schen Ketten. // Magyar Tud. Akad. Mat. Kutat�o Int. K�ozl. 1963. Vol. 8. P.
85�108.
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êà÷åñòâå P ìîæíî âçÿòü ìåðó èç PL,0 ñ òðèïëåòîì (B′
1t, C

′
1t, dtF (dx)), ãäå

F (A) = ν ′((0, 1]× A), äëÿ A ∈ B(Rd).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ýêñïåðè-

ìåíò (Q, Q′), ýêâèâàëåíòíûé (P, P′) è áîëåå èíôîðìàòèâíûé, ÷åì (P, P).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåðû Q è Q′ ìîæíî âûáðàòü èç êëàññîâ PL,0 è PL ñî-

îòâåòñòâåííî íà ïðîñòðàíñòâå D(R).

Áîëüøàÿ èíôîðìàòèâíîñòü ýêñïåðèìåíòà (Q, Q′) ïî ñðàâíåíèþ ñ (P, P)

äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé ëåììû î ñðàâíåíèè (ñì. ðàçäåë

5.4 ñòàòüè25) è âòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ïðîöåññà ïëîòíî-

ñòè èç (2). Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëåììà î ñðàâíåíèè íå âñåãäà

ïðèìåíèìà íåïîñðåäñòâåííî ê ýêñïåðèìåíòàì (P, P′) è (P, P).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ (P, P′) è

(Q, Q′) èñïîëüçóåòñÿ ðåçóëüòàò, äîêàçûâàåìûé â ðàçäåëå 3.2 è èìåþùèé

ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, à èìåííî ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ (P, P′) è (Q, Q′), ãäå ìåðû

P ∈ PL,0, P′ ∈ PI çàäàíû íà D(Rd), à ìåðû Q ∈ PL,0, Q′ ∈ PI çàäàíû íà

D(Rd′
).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåðû P è P′, à òàêæå Q è Q′ íå ñèíãóëÿðíû.

Îáîçíà÷èì äåòåðìèíèðîâàííûå âåðñèè òðèïëåòîâ êàíîíè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ ïî ìåðàì P, P′, Q, Q′ ñîîòâåòñòâåííî

(bt, ct, dtF (dx)), (B′
t, ct, ν

′(dt, dx)),

(bQt, cQt, dtG(dx)), (B′
Q,t, cQt, ν ′Q(dt, dx)).

Îáîçíà÷èì òàêæå ν(dt, dx) = dtF (dx), νQ(dt, dx) = dtG(dx). Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé ìåðû R îáîçíà÷èì R0 = R(X0 = 0). Ââåäåì äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ

(P, P′), (Q, Q′) âñïîìîãàòåëüíûå îáúåêòû β, Y , ν ′2, a′, βQ, Y Q, ν ′Q,2, a′Q,

êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ ôîðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ýêñ-

ïåðèìåíòîâ, ïî àíàëîãèè ñî ââåäåííûìè âûøå ïðè îïèñàíèè ðåçóëüòàòîâ

âòîðîé ãëàâû.

Òåîðåìà 4 (Êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè) Ââåäåííûå âûøå ýêñïåðè-

ìåíòû (P, P′) è (Q, Q′) ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
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ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

1∫
0

β>s cβsds =
1∫
0
(βQ

s )>cQβQ
s ds,

ν(Y ∈ B) = νQ(Y Q ∈ B), B ∈ B(R+ \ {1}),

P′0
∏

0<s61

(1− a′s)

exp(ν′
2{(s,x):0<s61,a′

s=0}) =

Q′
0

∏
0<s61

(1− a′Q,s)

exp(ν′
Q,2{(s,x):0<s61,a′

Q,s=0}) .

(E)

Ñëåäñòâèå 5 Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ, ñîñòàâëåííûõ èç ðàñïðåäåëåíèé ïðî-

öåññîâ Ëåâè, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:
β>cβ = (βQ)>cQβQ,

ν(Y ∈ B) = νQ(Y Q ∈ B), B ∈ B(R+ \ {1}),

ν ′2
{
[0, 1]× Rd

}
= ν ′Q,2

{
[0, 1]× Rd′}

.

(EL)

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå 3.4 ïðèâåäåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,

êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëåçåí äëÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè f -äèâåðãåíöèè,

âîçíèêàþùèõ â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü íà ïðîçâîëüíîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå ñ ôèëü-

òðàöèåé (Ω,F , F) íà èíòåðâàëå [0, 1] çàäàíû d-ìåðíûé ïðîöåññ L ñ íåïðå-

ðûâíûìè ñïðàâà è èìåþùèìè ïðåäåëû ñëåâà òðàåêòîðèÿìè, ìåðà Q,

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé L � ïðîöåññ Ëåâè, è ìåðà Q′ � Q, îòíîñèòåëü-

íî êîòîðîé L � ìàðòèíãàë ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Òîãäà íà

òîì æå ïðîñòðàíñòâå íàéäåòñÿ ìåðà Q, òàêàÿ ÷òî

1) Q � Q,

2) L � ìàðòèíãàë è ïðîöåññ Ëåâè îòíîñèòåëüíî ìåðû Q,

3) Jf(Q, Q) 6 Jf(Q
′, Q) äëÿ âñåõ âûïóêëûõ f : (0,∞) → R.

Åñëè Q′ ∼ Q, òî Q ∼ Q.

Òàê æå êàê è âûøå, õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà L îòíîñèòåëüíî ìåðû

Q ïîëó÷àþòñÿ óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè åãî õàðàêòåðèñòèê îòíîñèòåëüíî

ìåðû Q′.
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Áëàãîäàðíîñòü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ íàóê Àëåêñàíäðà Àëåêñàíäðîâè÷à Ãóùèíà, êîòîðîìó àâòîð âûðàæà-

åò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü çà âûáîð íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ, ïîä-

äåðæêó è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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