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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ýðãîäè÷åñêîé òåî-

ðèè çàíèìàåò õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Áèðêãîôà�Õèí÷èíà, êîòî-
ðàÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ âñÿêîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f íà
èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå X ñ êîíå÷íîé ìåðîé, èíâàðèàíòíîé îòíî-
ñèòåëüíî ïîëóãðóïïû Tt èçìåðèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé X, ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë ñðåäíèõ

1

T

∫ T

0
f(Tsx) ds

ïðè T → +∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X. Èíäèâèäóàëüíàÿ ýðãîäè÷å-
ñêàÿ òåîðåìà áûëà óñòàíîâëåíà Ã. Áèðêãîôîì1 â 1931 ãîäó äëÿ áîëåå
ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ èç äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîå â òåðìèíàõ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ,
ñîïðÿæåííûõ ñ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, áûëî ïîëó÷åíî Äæ. Íåéìà-
íîì2. Â îòëè÷èå îò òåîðåìû Ã. Áèðõãîôà, â ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå
Äæ. Íåéìàíà ðå÷ü èäåò î ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà, à íå î ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó.

Â 2003 ãîäó Â.Â. Êîçëîâûì è Ä.Â. Òðåùåâûì áûëà ïðåäñòàâëå-
íà íîâàÿ ôîðìà ýðãîäè÷åñêèõ òåîðåì Ã. Áèðêãîôà è Äæ. Íåéìà-
íà (ñì. ðàáîòû3,4). Èìè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðû ν íà [0, +∞) ñ ïëîòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà
è âñÿêîé îãðàíè÷åííîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f íà èçìåðèìîì ïðî-
ñòðàíñòâå X ñðåäíèå

∫ +∞

0
f(Ttsx) ν(ds)

ïðè T → +∞ ñõîäÿòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó, ÷òî è ñðåäíèå èç òåîðåìû
Áèðõãîôà-Õèí÷èíà. Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðîäîëæåíî èçó÷å-
íèå ýòîãî âèäà óñðåäíåíèé. Çäåñü âûÿñíåíî, ÷òî äëÿ íåîãðàíè÷åí-
íûõ ôóíêöèé f ýòî óòâåðæäåíèå òåðÿåò ñèëó, îäíàêî ïðè íåêîòîðûõ

1Birkho� G.D. Proof of the ergodic theorem. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 1931. V. 17, N. 12.
P. 656�660.

2Neumann J.V. Proof of the quasi-ergodic hypothesis. Proc. Nat. Acad. Sci. 1932. V. 18, N. 1.
P. 70�82.

3Kozlov V.V., Treschev D.V. On new forms of the ergodic theorem. J. Dynam. Control Syst.
2003. V. 9, N 3. P. 449�453.

4Êîçëîâ Â.Â., Òðåùåâ Ä.Â. Ýâîëþöèÿ ìåð â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåëèíåéíûõ ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì. Òåîð. è ìàòåì. ôèç. 2003. Ò. 136, N 3. C. 496�506.
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ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó õàðàêòåðàìè èíòåãðèðóåìîñòè f è ïëîòíîñòè
ìåðû ν èìåþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Òàêæå çäåñü ââåäåíû
íåêîòîðûå íîâûå îáúåêòû, ñâÿçàííûå ñ óêàçàííûìè óñðåäíåíèÿìè,
ïðèâîäÿùèå ê âîïðîñó î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ìåð íà ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Ñðåäè ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé èíäèâèäóàëüíîé ýðãîäè÷åñêîé òåî-
ðåìû ñëåäóåò îñîáî âûäåëèòü êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Í. Âèíåðà
è À. Âèíòíåðà (ñì. ðàáîòû5,6 è ìîíîãðàôèþ È. Àññàíè7). Ñ ñåðå-
äèíû ïðîøëîãî âåêà âîçíèêëî öåëîå íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ âåñîâûõ
ýðãîäè÷åñêèõ òåîðåì, ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äà-
íî â ìîíîãðàôèÿõ Ó. Êðåíãåëÿ8 è Ê. Ïåòåðñåíà9 (ñì., òàêæå ðàáîòó
À. Áåëîâ è Â. Ëîçåðò10).

Èäåè òåîðèè ïîëóãðóïï îêàçàëèñü âåñüìà ïëîäîòâîðíûìè ïðè
èçó÷åíèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ òàêèõ ïðî-
öåññîâ âïåðâûå èçëîæåíà â ìîíîãðàôèè Äæ. Äóáà11. Cîâðåìåííîå
ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè èçëîæåíî â ðàáîòàõ À.Â. Ñêîðîõîäà12 è Õ.
Êóíèòû13.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîã ýðãîäè÷åñêîé
òåîðåìû â ôîðìå Êîçëîâà�Òðåùåâà äëÿ äèôôóçèé. Â îòëè÷èå îò
äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ, çäåñü íåò ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà ïî
âðåìåíè.

Ðàññìàòðèâàÿ ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó â íîâîé ôîðìå, ïðåäëîæåí-
íîé Â.Â. Êîçëîâûì è Ä.Â. Òðåùåâûì, ñëåäóåò óïîìÿíóòü î äðóãî-
ãî ðîäà îáîáùåíèÿõ, ïîëó÷åííûõ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî. Ðå÷ü èäåò
î ïðîáëåìå óíèôèêàöèè ìàðòèíãàëüíûõ è ýðãîäè÷åñêèõ ñðåäíèõ. Çà-
äà÷à èçó÷åíèÿ èõ îáùåãî ïîâåäåíèÿ ñòàâèëàñü è îáñóæäàëàñü â ðàáî-
òå Ñ. Êàêóòàíè14 è óïîìÿíóòîé âûøå ìîíîãðàôèè Äæ. Äóáà. Ñ òåõ
ïîð áûëî ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ýòîé ïðîáëå-

5Wiener N., Wintner A. On the ergodic dynamics of almost periodic systems. Amer. J. Math.
1941. V. 63. P. 794�824.

6Wiener N., Wintner A. Harmonic analysis and ergodic theory. J. Math. Phys. 1939. V. 63.
P. 415�426.

7Assani I. Wiener Wintner ergodic theorems. World Scienti�c, Singapore, 2003.
8Krengel U. Ergodic theorems. Walter de Gruyter, Berlin, 1985.
9Petersen K. Ergodic theory. Cambridge University Press, 1983.
10Below A., Losert V. The weighted pointwise ergodic theorem and the Individual ergodic theorem

along subsequences. Trans. Amer. Math. Soc. 1985. V. 288, N 1. P. 307�345.
11Äóá Äæ.Ë. Âåðîÿòíîñòíûå ïðîöåññû. Ì., ÈË. 1956.
12Ñêîðîõîä À.Â. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Íàóêîâà Äóìêà, Êèåâ, 1987
13Kunita H. Stochastic �ows and stochastic di�erential equations. Cambridge University Press,

1990.
14Kakutani S. Ergodic theory. Proc. Int. Congr. of Math. 1950. V. 2. P. 128�142
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ìå, îäíàêî â 1998 ãîäó À.Ã. Êà÷óðîâñêèì15 áûëà ïðåäëîæåíà äèñ-
êðåòíàÿ ìàðòèíãàëüíî-ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà, ñîäåðæàùàÿ êîìïîçè-
öèþ îïåðàòîðîâ óñðåäíåíèÿ è óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ,
äàþùàÿ óíèôèöèðóþùóþ ñòðóêòóðó è óíèôèöèðîâàííóþ ôîðìóëè-
ðîâêó òåîðåì ñõîäèìîñòè ìàðòèíãàëîâ è ýðãîäè÷åñêèõ ñðåäíèõ. Àíà-
ëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ ðàññìîòðåí â ðàáîòå16.

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü íåðàâíîìåðíûõ ýðãî-
äè÷åñêèõ ñðåäíèõ â ôîðìå Êîçëîâà�Òðåùåâà äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé. Èññëåäîâàòü ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ìåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýòèì óñðåäíåíèÿì. Îáîáùèòü òåîðåìó Êîçëîâà�Òðåùåâà íà ñëó÷àé
îïåðàòîðíûõ ïîëóãðóïï è äèôôóçèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Äîêàçàíà ïîòî÷å÷íàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà â ôîðìå Êîçëîâà�
Òðåùåâà ñ âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòüþ % äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé f ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó õàðàêòåðàìè èíòåãðèðó-
åìîñòè f è %. Ïîñòðîåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îòêàçàòüñÿ îò
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íåëüçÿ.

2. Äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ñåìåéñòâà ìåð, ïîðîæäåííûõ
óñðåäíåíèÿìè â ôîðìå Êîçëîâà�Òðåùåâà, íà âïîëíå ðåãóëÿðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåòðèçóåìûìè êîìïàêòàìè. Óñòàíîâëåíà ðàâíîìåð-
íàÿ ïëîòíîñòü óêàçàííîãî ñåìåéñòâà ìåð íà ñóñëèíñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

3. Äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû Êîçëîâà�Òðåùåâà äëÿ óñðåäíå-
íèé ñ îïåðàòîðíîé ïîëóãðóïïîé è ïîëó÷åíà ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà
äëÿ íåðàâíîìåðíûõ ñðåäíèõ â Lp. Óñòàíîâëåíà ïîòî÷å÷íàÿ òåîðåìà
ñõîäèìîñòè ýðãîäè÷åñêèõ ñðåäíèõ â ôîðìå Êîçëîâà�Òðåùåâà è ñëà-
áàÿ ñõîäèìîñòü ñâÿçàííûõ ñ íèìè ñåìåéñòâ ìåð äëÿ ñëó÷àÿ äèôôó-
çèîííûõ ïðîöåññîâ. Â îòëè÷èå îò äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ, çäåñü
íåò ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà ïî âðåìåíè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè
ìåðû, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè, ýëåìåíòû

15Êà÷óðîâñêèé À.Ã. Ìàðòèíãàëüíî-ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà. Ìàò. çàìåòêè, 1998. V. 64, N. 2.
Ñ. 311�314

16Ïîäâèãèí È.Â.Ìàðòèíãàëüíî-ýðãîäè÷åñêèå è ýðãîäèêî-ìàðòèíãàëüíûå ïðîöåññû ñ íåïðå-
ðûâíûì âðåìåíåì. Ìàòåì. ñá., 2009. V. 200, N. 5 Ñ. 55�70
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òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, à òàêæå íåêîòîðûå îðèãèíàëüíûå
êîíñòðóêöèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ òåîðèè ìåðû, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíî-
êðàòíî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì
ñåìèíàðå ½Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà� ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì Â.È. Áîãà÷åâà, Í.À. Òîëìà÷åâà è Ñ.Â.Øàïîøíèêîâà (2004�
2009 ãã.), íà ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ½Áåñêîíå÷íîìåðíûé ñòîõà-
ñòè÷åñêèé àíàëèç� â óíèâåðñèòåòå ãîðîäà Áèëåôåëüäà (Ãåðìàíèÿ,
2005�2008 ãã.), íà ñåìèíàðå â óíèâåðñèòåòå ãîðîäà Ëóëåî (Øâåöèÿ,
2010 ã.) è íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç
è ñëó÷àéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ Í.Í. Áîãîëþáîâà (Ëüâîâ, Óêðàèíà, 2009 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû
â 5 ðàáîòàõ àâòîðà (äâå èç íèõ â ñîàâòîðñòâå), èç íèõ 4 â æóðíàëàõ
èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêî-
âàíû â ðàáîòàõ [1]� [3] èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ; ñîîáùåíèÿ ñäåëàíû â ðàáî-
òàõ [4], [5]. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
äâóõ ãëàâ, âêëþ÷àþùèõ 6 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 36
íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 60 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Ãëàâà 1.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà óñðåä-
íåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

∫ ∞

0
f(Ttsx) %(s) ds

äëÿ ýðãîäè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû {Tt}t≥0 íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (X, µ), ãäå % � âåðîÿòíîñòíàÿ ïëîòíîñòü íà [0, +∞),
à f � A-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ðàâíîìåðíîå óñðåäíåíèå èç êëàññè÷å-
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ñêèõ ýðãîäè÷åñêèõ òåîðåì ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà % � èíäèêà-
òîð îòðåçêà [0, 1].

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà. Â ðàáîòàõ Â.Â. Êîçëîâà è Ä.Â. Òðå-
ùåâà3,4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âå-
ðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà [0, +∞) ñ ïëîòíîñòüþ % îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà ôóíêöèè

Ft(x) :=

∫ ∞

0
f(Tts(x)) ν(ds)

äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x ïðè t → +∞ ñòðåìÿòñÿ ê ïðåäåëó f(x), ãäå
f � óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå f îòíîñèòåëüíî T � σ -àë-
ãåáðû Tt -èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ. Ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå
Áèðêãîôà�Õèí÷èíà17 ôóíêöèÿ f òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì, ê êîòî-
ðîìó äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x ïðè t → +∞ ñòðåìÿòñÿ âðåìåíí�ûå ñðåäíèå

1

t

∫ t

0
f(Ts(x)) ds.

Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ýðãîäè÷íà, òî f åñòü
ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ èíòåãðàëó îò f ïî ìåðå µ, ò.å.

lim
t→+∞

∫ +∞

0
f(Tts(x)) ν(ds) =

∫

X

f(y) µ(dy). (1)

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàæíûå ïðèìåðû
óñðåäíåíèé Ft. Ïåðåéäåì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü X � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñ íîðìèðîâàííîé
ìåðîé Ëåáåãà µ è Tt � ïîâîðîò îêðóæíîñòè íà óãîë −t. Ñóùåñòâóåò
òàêàÿ áåçàòîìè÷åñêàÿ ñèíãóëÿðíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà
ν íà [0, 1], ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(z) = z, ãäå z = exp(iθ), θ ∈ [0, 2π),
íè ïðè êàêîì z ∈ X âåëè÷èíû Ft(z) íå èìåþò ïðåäåëà ïðè t →∞.

Ïðèâîäèìûé íèæå ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îòêàçàòüñÿ îò îãðà-
íè÷åííîñòè f áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íåëüçÿ, äàæå åñëè ïëîò-
íîñòü % èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü.
Ïðèìåð 2. Ïóñòü µ è Tt � òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.
Ñóùåñòâóþò òàêèå µ-èíòåãðèðóåìàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f íà X

è àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ν ñ íîñèòåëåì â îò-
ðåçêå [0, 1], ÷òî äëÿ âñåõ z èìååì lim supn→∞ Fn(z) = +∞.

17Êîðíôåëüä È.Ï., Ñèíàé ß.Ã., Ôîìèí Ñ.Â.Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Íàóêà, Ì., 1980.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì, äàþùèì ñõîäè-
ìîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ýðãîäè÷åñêèõ ñðåäíèõ â Lp(µ) íà n-ìåðíîì
òîðå ñ íîðìèðîâàííîé ìåðîé Ëåáåãà è ïîëóãðóïïîé ïîâîðîòîâ.
Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ñèíãóëÿðíûõ áåç-
àòîìè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, äëÿ êîòîðûõ åñòü ñõîäèìîñòü ñðåä-
íèõ Ft â Lp(µ).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü (X, λ) � ïðîèçâåäåíèå n îêðóæíîñòåé ñ íîð-
ìèðîâàííîé ìåðîé Ëåáåãà, à {Ts1,...,sn

} � n-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëó-
ãðóïïà ñäâèãîâ íà X, ò.å. Ts1,...,sn

x := (Ts1
x1, . . . , Tsn

xn), ãäå Tsi
�

ïîâîðîò i-é îêðóæíîñòè íà óãîë −si. Ïóñòü ν � ïðîèçâîëüíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Rn

+, èìåþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ν̂. Ðà-
âåíñòâî

lim
min(t1,...,tn)→+∞

∥∥∥∥
∫

Rn
+

f(Tt1s1,...,tnsn
(x)) ν(ds)−

∫

X

f(x) λ(dx)

∥∥∥∥
Lp(λ)

= 0

âûïîëíåíî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ Lp(λ) ïðè p ∈ [1, +∞] â òî÷íî-
ñòè òîãäà, êîãäà ïðè ‖t‖ → +∞ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ν̂(t) → 0.

Ïðè èññëåäîâàíèè óñðåäíåíèé âèäà Ft, ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì ðàññìîòðåíèå ñåìåéñòâà ìåð νt,x, çàäàííûõ êàê îáðàçû ìåðû ν

ïðè îòîáðàæåíèè
St,x : [0, +∞) → X, St,x(s) := Tts(x).

Öåëüþ âòîðîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå õàðàêòåðà ñõîäèìî-
ñòè ìåð νt,x ê ìåðå µ. Â ÷àñòíîñòè, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî
ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü µ � ðàäîíîâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà âïîëíå
ðåãóëÿðíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, ïðè÷åì âñå êîìïàê-
òû â X ìåòðèçóåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóïîòîê {Tt} ýðãîäè-
÷åí. Ïóñòü ìåðà ν àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëå-
áåãà íà [0, +∞). Òîãäà äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x ìåðû νt,x ñëàáî ñõîäÿòñÿ
ê µ ïðè t →∞.
Òåîðåìà 3.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � ñóñëèíñêîå (èëè ìåòðè÷åñêîå)
ïðîñòðàíñòâî è µ � ðàäîíîâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, ïðè÷åì
ïîëóïîòîê {Tt} ýðãîäè÷åí. Ïóñòü ìåðà ν àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.
Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî
Xε ⊂ X, ÷òî µ(Xε) > 1 − ε è ñåìåéñòâî ìåð νt,x ñ t ≥ ε è x ∈ Xε

ðàâíîìåðíî ïëîòíî.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû î ñõî-

äèìîñòè ñðåäíèõ Ft äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Îñíîâíàÿ òåîðå-
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ìà äàåò ñõîäèìîñòü äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à. Íàïîì-
íèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ M ,
îïðåäåëåííàÿ íà [0, +∞), íàçûâàåòñÿ N-ôóíêöèåé, åñëè ñïðàâåäëè-
âû ðàâåíñòâà

lim
t→0

M(t)/t = 0 è lim
t→+∞

M(t)/t = +∞.

×åðåç LM(µ) îáîçíà÷èì êëàññ Îðëè÷à âñåõ òàêèõ µ-èçìåðèìûõ
ôóíêöèé ϕ íà X, ÷òî

M ◦ |ϕ| ∈ L1(µ).

Ãîâîðÿò, ÷òî N-ôóíêöèÿ M óäîâëåòâîðÿåò ∆2-óñëîâèþ, åñëè ïðè
íåêîòîðûõ k > 0 è t0 > 0 èìååì M(2t) ≤ kM(t) äëÿ âñåõ t ≥ t0.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü f � A-èçìåðèìàÿ µ-èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
M � N-ôóíêöèÿ ñ f ∈ LM(µ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ∆2-óñëîâèþ. Åñëè
ïëîòíîñòü % ìåðû ν èìååò íîñèòåëü â îòðåçêå [a, b] è % ∈ LM∗(λ),
ãäå λ � ìåðà Ëåáåãà íà [a, b], òî äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x ∈ X èìååì

lim
t→+∞

∫ +∞

0
f(Tts(x)) %(s) ds = ET f(x),

ãäå ET � óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî σ-àë-
ãåáðû T , ââåäåííîé âûøå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëóïîòîê {Tt} ýðãî-
äè÷åí, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1).

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé èçìåðèìîé ôóíê-
öèè f ∈ Lp(µ), ïëîòíîñòè % ìåðû ν ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì è
% ∈ Lq(µ) ñðåäíèå Ftf(x) ñõîäÿòñÿ ê ET f(x) äëÿ µ ïî÷òè âñåõ x ∈ X.

Ãëàâà 2.
Â ýòîé ãëàâå óñðåäíåíèÿ Êîçëîâà�Òðåùåâà èññëåäóþòñÿ â áîëåå

îáùèõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà âûïîëíåíà èíäèâèäóàëüíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ
òåîðåìà. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé óñðåäíåíèé
ñ îïåðàòîðíîé ïîëóãðóïïîé, äåéñòâóþùåé íà ïðîñòðàíñòâå L1(µ).
Êðîìå òîãî, çäåñü ïîëó÷åíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, óñèëèâàþùèå
òåîðåìó 1 î ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ èç ïðåäûäóùåé ãëàâû. Ñëó÷àé êëàñ-
ñè÷åñêèõ ðàâíîìåðíûõ óñðåäíåíèé äëÿ ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ áûë
ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ18,19. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà ðàñïðî-
ñòðàíÿåò ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó íà ñëó÷àé óñðåäíåíèé ñ ïëîòíîñòüþ.

18Äàíôîðä Í., Øâàðö Äæ.Ëèíåéíûå îïåðàòîðû.. I. Îáùàÿ òåîðèÿ. ÈË, Ì., 1962.
19Dunford N., Schwartz J.T. Convergence almost everywhere of operator averages. J. Rational

Mech. Anal. 1956. N 1. P. 129�178.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü Tt � ñèëüíî èçìåðèìàÿ ïîëóãðóïïà ïîëîæè-
òåëüíûõ îïåðàòîðîâ íà L1(µ), ïðè÷åì

‖T‖1 ≤ 1 è ‖T‖∞ ≤ 1.

Êðîìå òîãî, ïóñòü % ∈ Lq(λ), ãäå λ � ìåðà Ëåáåãà íà R+, % ≥ 0
è ñóùåñòâóåò íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ β ∈ L1(R+, λ) òàêàÿ, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîãî t0 ≥ 0 èìååì

%(s) ≤ β(s) ïðè s ∈ [t0, +∞).

Òîãäà äëÿ âñÿêîé f ∈ Lp(µ), ãäå p−1 + q−1 < 1 è p, q ∈ (1, +∞],
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∥∥∥∥sup
t

∫ +∞

0
Tts(f(x))%(s) ds

∥∥∥∥
Lp(µ)

≤

≤ C(p)(t
q(q−1)−1

0 ‖%‖Lq([0,t0],λ) + ‖β‖L1(λ))‖f‖Lp(µ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà äîêàçûâàåò-
ñÿ óòâåðæäåíèå î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè óñðåäíåíèé Êîçëîâà�
Òðåùåâà äëÿ ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü Tt � ñèëüíî èçìåðèìàÿ ïîëóãðóïïà ïîëîæè-
òåëüíûõ îïåðàòîðîâ íà L1(µ), ïðè÷åì ‖T‖1 ≤ 1 è ‖T‖∞ ≤ 1. Ïóñòü
f ∈ Lp(µ) è % ∈ Lq(λ) � âåðîÿòíîñòíàÿ ïëîòíîñòü, ãäå λ � ìåðà
Ëåáåãà íà R+, p−1 + q−1 = 1 è p, q ∈ [1, +∞]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

(i) ïëîòíîñòü % èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü â îòðåçêå [a, b];
(ii) p > 1 è ñóùåñòâóåò íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ β íà [0, +∞),

äëÿ êîòîðîé β ≥ 0, β ∈ Lq[0, +∞) è %(t) ≤ β(t) íà [t0,∞) äëÿ
íåêîòîðîãî t0.

Òîãäà äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x ∈ X âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
t→+∞

∫ +∞

0
Ttsf(x) %(s) ds = ET f(x).

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ íåðàâíîìåðíûõ óñðåäíåíèé
è ñâÿçàííîãî ñ íèìè ñåìåéñòâà ìåð, ïîðîæäåííûõ äèôôóçèîííû-
ìè ïðîöåññàìè. Îñíîâíîå îòëè÷èå ñòîõàñòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ îò äåòåð-
ìèíèðîâàííîãî çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà
ïî âðåìåíè. Ïóñòü A = (aij) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íà Rd ñî
çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â Rd, b = (bi) �
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áîðåëåâñêîå âåêòîðíîå ïîëå íà Rd, w(t), t ≥ 0, � d-ìåðíûé âèíåðîâ-
ñêèé ïðîöåññ íà (W,B(W ), P ), ãäå W := C([0, +∞),Rd), P � ìåðà
Âèíåðà.

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dξx
t = A(ξx

t )dwt + b(ξx
t )dt, ξx

0 = x, (2)

ôîðìàëüíûé ãåíåðàòîð äèôôóçèè êîòîðîãî èìååò âèä

Lf =
1

2
trace(AA∗D2f) + (b,∇f).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(i) aij ∈ W p,1

loc (Rd), ãäå W p,1
loc (Rd) � êëàññ Ñîáîëåâà ôóíêöèé èç

Lp
loc(Rd) ñ ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, AA∗ ≥ cI, ãäå p = 2d,

c > 0, îòîáðàæåíèå b ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî;
(ii) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ V ∈ C2(Rd), ÷òî ìíîæåñòâà

{V ≤ c} êîìïàêòíû è

LV (x) → −∞ ïðè |x| → ∞.

Ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû20 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
ñèëüíîå ðåøåíèå ξx

t óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ. Èçâåñòíî òàêæå (ñì., íà-
ïðèìåð21,22,23), ÷òî ïîëó÷åííûé ïðîöåññ îáëàäàåò åäèíñòâåííîé èí-
âàðèàíòíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé µ, êîòîðàÿ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
íåïðåðûâíóþ ïëîòíîñòü êëàññà W p,1

loc (Rd) îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà,
ïðè÷åì ïîðîæäåííàÿ ïðîöåññîì ξx

t ïîëóãðóïïà Tt â L1(µ) ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî ôåëëåðîâñêîé, à ìåðà µ ýðãîäè÷íà îòíîñèòåëüíî Tt. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Px îáðàç ìåðû Âèíåðà ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ Ψx,
çàäàííîãî ôîðìóëîé Ψx(w)(t) = ξx

t (w). Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíóþ
ìåðó Pµ íà (W,B(W )) ðàâåíñòâîì

Pµ(B) :=

∫

X

Px(B)µ(dx),

ãäå X = Rd.
20Âåðåòåííèêîâ À.Þ. Î ñèëüíûõ ðåøåíèÿõ è ÿâíûõ ôîðìóëàõ äëÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷å-

ñêèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìàòåì. ñá. 1980. Ò. 111, N 3. Ñ. 434�452.
21Âåðåòåííèêîâ À.Þ. Î ñèëüíûõ ðåøåíèÿõ è ÿâíûõ ôîðìóëàõ äëÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷å-

ñêèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.Ìàòåì. ñá. 1980. Ò. 111, N 3. Ñ. 434�452.
22Áîãà÷åâ Â.È., Ð�åêíåð Ì. Îáîáùåíèå òåîðåìû Õàñüìèíñêîãî î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðè-

àíòíûõ ìåð äëÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ñíîñîâ. Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. 2000. Ò. 45,
N 3. Ñ. 417�436; èñïðàâëåíèå: ibid., 2001. V. 46, N 3. Ñ. 600.

23Áîãà÷åâ Â.È., Ð�åêíåð Ì., Øòàííàò Â. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé è åäèíñòâåííîñòü èíâàðèàíòíûõ ìåð äèôôóçèé. Ìàòåì. ñá. 2002. Ò. 193, N 7. Ñ. 3�36.
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Îïðåäåëèì àíàëîã óñðåäíåíèé Êîçëîâà�Òðåùåâà äëÿ äåéñòâèÿ
ïðîöåññà ξx

t . Ïóñòü ν � ïðîèçâîëüíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âå-
ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà [0, +∞) ñ ïëîòíîñòüþ % îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ L1(µ) îïðåäåëèì ñðåäíèå

Ft(x,w) :=

∫ ∞

0
f(ξx

ts(w)) ν(ds)

ïðè P -ïî÷òè âñåõ w. Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ óñðåäíåíèé
Ft(x,w), ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Â.Â. Êîçëîâà è Ä.Â. Òðå-
ùåâà äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii). Òîãäà äëÿ âñÿêîé
îãðàíè÷åííîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f íà X ïðè êàæäîì x ∈ X âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
t→+∞

∫ +∞

0
f(ξx

ts(w))%(s) ds =

∫

X

f(y) µ(dy)

äëÿ P -ïî÷òè âñåõ w ∈ W . Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò,
óòâåðæäàþùèé ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ äëÿ ôóíêöèé èç Lp(µ) äëÿ ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i) è (ii). Ïóñòü ξx

t �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), µ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ Tt-èíâàðèàíòíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, f ∈ Lp(µ), ν = % ds, ãäå % ∈ Lq[0, +∞) �
âåðîÿòíîñòíàÿ ïëîòíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç
óñëîâèé:

(1) ïëîòíîñòü % èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü â îòðåçêå [a, b];
(2) p > 1 è ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ β íà [0, +∞),

äëÿ êîòîðîé β ≥ 0, β ∈ Lq[0, +∞) è %(t) ≤ β(t) íà [t0,∞) äëÿ
íåêîòîðîãî t0.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ X äëÿ P -ïî÷òè âñåõ w ∈ W âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

lim
t→+∞

∫ +∞

0
f(ξx

ts(w)) %(s) ds =

∫

X

f dµ.

Êàê è â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííîé ïîëóãðóïïû, ðàññìîòðèì ñå-
ìåéñòâà ìåð νt,x,w íà X , çàäàííûõ êàê îáðàçû ìåðû ν ïðè îòîáðà-
æåíèÿõ

St,x,w : [0, +∞) → X, St,x,w(s) := ξx
ts(w).
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Ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ î ñëàáîé ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé ïëîòíî-
ñòè ñåìåéñòâà ìåð νt,x,w, àíàëîãè÷íûå äåòåðìèíèðîâàííîìó ñëó÷àþ,
ðàññìîòðåííîìó âûøå. Ïðèâåäåì òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè.
Òåîðåìà 9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii), ξx

t �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), µ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ Tt-èíâàðèàíòíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Ïóñòü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ν àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà. Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïðè P -ïî÷òè âñåõ w ìåðû
νt,x,w ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê µ ïðè t →∞.

Â òðåòüåì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ
Ftf(x) â Lp(µ), à òàê æå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäèäóùèõ ðàçäåëàõ. Â ÷àñòíîñòè, ðå÷ü
èäåò îá àíàëîãå ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû Âèíåðà�Âèíòíåðà. Â îòëè-
÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ, â ðÿäå óòâåðæäåíèé ýòîãî ðàçäåëà
íàëîæåíî óñëîâèå ñëàáîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ïîëóãðóïïû. Ïðèâåäåì
òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè.
Òåîðåìà 10. Ïóñòü {Tt}t≥0 � ñëàáî ïåðåìåøèâàþùàÿ ïîëóãðóï-
ïà ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà X, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé
îïåðàòîðíàÿ ïîëóãðóïïà Ut ñèëüíî íåïðåðûâíà, à ν � ïðîèçâîëüíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà [0, +∞), èìåþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ν̂.
Åñëè ν̂(t) → 0 ïðè t → +∞, òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ Lp(λ) ïðè
p ∈ [1, +∞) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
t→+∞

∥∥∥∥
∫ +∞

0
f(Ttsx) ν(ds)−

∫

X

f(x) µ(dx)

∥∥∥∥
Lp(µ)

= 0.

Â ðàáîòàõ Âèíåðà è Âèíòíåðà5,6 áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, îáîáùàþ-
ùèé ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó Áèðêãîôà�Õèí÷èíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó
äëÿ âñÿêîé ýðãîäè÷åñêîé ïîëóãðóïïû Tt è èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè
f ∈ L1(µ) íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ∈ X ñ µ(A) = 1 òàêîå, ÷òî ïðè
x ∈ A è λ ∈ [0, 2π) ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñðåäíèõ

1

T

∫ T

0
eiλsf(Tsx) ds

ïðè T → +∞, ïðè÷åì åñëè ïîëóãðóïïà Tt ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïåðåìå-
øèâàþùåé è λ 6= 0, òî ýòîò ïðåäåë ðàâåí 0.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû íåðàâíîìåðíûå ñðåäíèå

Ft,λ =

∫ +∞

0
eiλtsf(Ttsx) ν(ds),
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äëÿ êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ Ft,λ.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü Tt � ñëàáî ïåðåìåøèâàþùàÿ ïîëóãðóï-
ïà. Òîãäà äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ Lp(µ) è âñÿêîé âåðîÿòíîñòíîé
ïëîòíîñòè % ∈ Lq(λ) ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì íà [0, +∞), ãäå
p−1 + q−1 = 1 è p, q ∈ [1, +∞], íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî A ∈ X,
÷òî µ(A) = 1 è äëÿ âñåõ x ∈ A è λ ∈ (0, 2π) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
t→+∞

∫ +∞

0
eiλtsf(Ttsx)%(s) ds = 0.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ ïðîôåññîðó Â.È. Áîãà÷åâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿí-
íîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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