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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà îäíîìó èç îñíîâíûõ
àêòóàëüíûõ âîïðîñîâ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ íå òîëüêî â òåîðèè, íî è â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðàê-
òè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ýòî âîïðîñ îá óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû, òî åñòü âîçìîæ-
íîñòè èìåòü æåëàåìûé ïðîöåññ èëè âîçìîæíîñòè äîñòè÷ü êîíå÷íîãî ðå-
çóëüòàòà ñ ïîìîùüþ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé. Òàêîå èññëåäîâàíèå, êàê ïðà-
âèëî, ïðåäøåñòâóåò çàäà÷å íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ÷àñò-
íîñòè, ìíîãî÷èñëåííûå ïóáëèêàöèè ïîñâÿùåíû ðàçëè÷íûì ñëó÷àÿì íåîá-
õîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåì, òî åñòü
ñóùåñòâîâàíèþ óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì çà ìàëîå âðåìÿ ñèñòåìà ïåðåõî-
äèò èç íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â áëèçêîå êîíå÷íîå. Ïîäîáíûìè
âîïðîñàìè çàíèìàëèñü êàê êëàññèêè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ Àíäðîíîâ À. À., Ïîíòðÿãèí Ë. Ñ., òàê è ñîâðåìåííûå
èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè Ìûøêèñ À. Ä., Àãðà÷åâ À. À., Ñàðû÷åâ À. Â., Äàâû-
äîâ À. À. è äðóãèå. Â êíèãå Äàâûäîâà ”Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì” 1, âûøåäøåé â 1994 ãîäó, èçó÷àëèñü òèïè÷íûå îñîáåííîñòè ìíî-
æåñòâà óïðàâëÿåìîñòè è ðàçëè÷íûå ñìåæíûå âîïðîñû. Ïî-âèäèìîìó, ýòî
ïåðâàÿ êíèãà ïîñâÿùåííàÿ ñâÿçè òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñ òåîðèåé îñîáåííî-
ñòåé, îñíîâû êîòîðîé çàëîæèë Â. È. Àðíîëüä.

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(x, u),

ãäå x ∈ M, óïðàâëåíèå u ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó B ⊂ Rk,
è f(x, u) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ M ×B â ïðîñòðàíñòâî TM
êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ íà M . Äðóãèìè ñëîâàìè, ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì èíäèêàòðèñ Ix, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ñîáîé äëÿ êàæäîé òî÷êè x ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé

Ix = {f(x, ·)}.
Ïîäìíîæåñòâî B îáû÷íî çàäàåòñÿ ãëàäêèìè óðàâíåíèÿìè è íåðàâåí-

ñòâàìè.
Âàæíûìè ïîíÿòèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòüþ è ðàñ-

ñìîòðåííûìè â âûøåóïîìÿíóòîé êíèãå Äàâûäîâà, ÿâèëèñü ïîíÿòèÿ êðó-
òîãî ìíîæåñòâà, çîíû ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè è çîíû ïîêîÿ. Êðóòîé îá-

1Davydov A.A., Qualitative theory of control systems, Translations of Math. Monographs, AMS R.I.,
1994, ISBN-0-8212-4590-X.
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ëàñòüþ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû íàçûâàëîñü ìíîæåñòâî òî÷åê ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðûõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà (ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ) èíäè-
êàòðèñû íå ñîäåðæèò íóëåâîé ñêîðîñòè. Ìíîæåñòâî ëîêàëüíîé òðàíçèòèâ-
íîñòè áûëî âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòå À. Ä. Ìûøêèñà â çàïèñêàõ ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà â 1964 ãîäó 2. Çî-
íîé ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè áûëî íàçâàíî ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êàæäîé
èç êîòîðûõ ëþáàÿ äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê íåé êîíå÷íàÿ òî÷êà äîñòèæèìà èç
èñõîäíîé òî÷êè çà äîñòàòî÷íî êîðîòêîå âðåìÿ.

Èçâåñòíà òåîðåìà î ãðàíèöå (ñ. 33-34 êíèãè Äàâûäîâà):
Ãðàíèöà âûïóêëîé îáîëî÷êè èíäèêàòðèñû ñêîðîñòåé â êàæäîé òî÷êå

ãðàíèöû êðóòîãî ìíîæåñòâà èëè ñîîòâåòñòâåííî çîíû òðàíçèòèâíîñòè èëè
çîíû ïîêîÿ ñîäåðæàò íóëåâóþ ñêîðîñòü.

Îäíèì èç îòêðûòûõ âîïðîñîâ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â êíèãå Äàâûäîâà,
áûë âîïðîñ îá îñîáåííîñòÿõ ãðàíèöû çîí ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè íà
òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ðåøåíèþ êîòîðîãî è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ
äèññåðòàöèÿ. Îñîáåííîñòè íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ â êíèãå ðàññìîò-
ðåíû ïîäðîáíî.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðèâåäåíà ïîëíàÿ
êëàññèôèêàöèÿ òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé çîíû ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè
äëÿ äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ñèñòåì.

Âî âñåõ îïðåäåëåíèÿõ çîíà òðàíçèòèâíîñòè ñîäåðæèò âûïóêëóþ îáî-
ëî÷êó èíäèêàòðèñû, à êàê õîðîøî èçâåñòíî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê âëî-
æåííûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ñàìè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ â âûïóêëîì àíàëèçå
è ò. ï. Îïèñàíèå îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê ïîäìíîãîîáðàçèé áûëî
íà÷àòî â 70-å ãîäû â ðàáîòàõ Àðíîëüäà è åãî ó÷åíèêîâ. Áûëè ïîëó÷åíû
îñîáåííîñòè êðèâûõ, ïîâåðõíîñòåé, ìíîãîîáðàçèé ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé 3.

Îñíîâíûì ìåòîäîì èõ èçó÷åíèÿ ÿâèëîñü ïðèìåíåíèå ìåòîäà ëàãðàíæå-
âûõ è ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæåíèé è îñîáåííîñòåé ñåìåéñòâ ôóíêöèé, çà-
âèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, òàêæå ñîçäàííîé øêîëîé Àðíîëüäà â 70-å ãîäû.
Óíèâåðñàëüíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü îñîáåííîñòè ôóíêöèè
ìàêñèìóìà 4 5 6. Îäíàêî íà ïðîòÿæåíèè áîëåå 30 ëåò ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðà-

2Ìûøêèñ À.Ä. Î äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ ñ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè, Çàï.
ìåõ.-ìàò. ôàê. è Õàðüê. ìàò. î-âà. 1964. Ò. 30. Ñ. 152-163.

3Robertson S. A. Stabilization of singularities of convex hulls, Math. USSR sb. 63 499-505, 1989.
4Ë. Í. Áðûçãàëîâà, Î ôóíêöèÿõ ìàêñèìóìà ñåìåéñòâà ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, Ôóíêö.

àíàëèç è åãî ïðèë., 12:1 (1978), 66�67.
5Ë. Í. Áðûçãàëîâà, Îñîáåííîñòè ìàêñèìóìà ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ, Ôóíêö. àíàëèç è

åãî ïðèë., 11:1 (1977), 59�60.
6Ìàòîâ Â.È., Îñîáåííîñòè ôóíêöèè ìàêñèìóìà íà ìíîãîîáðàçèè ñ êðàåì, Òðóäû ñåìèíàðà èì. È.
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åì âûïàëè èç ïîëÿ çðåíèÿ àâòîðîâ. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðà-
áîò, èñïîëüçóþùèõ óïðàâëåíèÿ, ïîä÷èíåííûå óñëîâèÿì, çàäàííûì óðàâíå-
íèÿìè íåðàâåíñòâàìè, îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê çîí òðàíçèòèâíî-
ñòè ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì ÿâíî îïèñàíû íå áûëè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àê-
òóàëüíûé ðåçóëüòàò, ñîñòîÿùèé â êëàññèôèêàöèè òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé
âûïóêëûõ îáîëî÷åê è çîí òðàíçèòèâíîñòè äëÿ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé íà
äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íàêîíåö ïîëó÷åí. Îñîáåííîñòè
ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè ïî ñóùåñòâó îïðåäåëÿþòñÿ ñåìåéñòâîì âûïóê-
ëûõ îáîëî÷åê, çàâèñÿùèì îò òàêîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ êàêîâà ðàçìåðíîñòü
îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ñ ïåðâîãî âçãëÿäà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îñîáåí-
íîñòåé ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå ñëîæíîé,
÷åì îïèñàíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê. Âèäèìî, èç-çà ýòîãî äî ñèõ ïîð ýòà çà-
äà÷à, çà èñêëþ÷åíèÿì ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè, íå áûëà ðåøåíà. Îäíàêî, óñëîâèå
ïðèíàäëåæíîñòè íóëåâîé ñêîðîñòè ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè âûäåëÿåò
òîëüêî íåáîëüøóþ ÷àñòü ýòèõ îñîáåííîñòåé.

Â ðàáîòå èññëåäîâàíû òðè êëàññà ñèñòåì.
Â ïåðâîì èç íèõ èíäèêàòðèñà Ix â êàæäîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé çà-

ìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ.
Âî âòîðîì Ix ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé çàìêíóòîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.
Â òðåòüåì ñëó÷àå èíäèêàòðèñà Ix ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì

ñ êðàåì è óãëàìè, âëîæåííûì â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî TxM êàñàòåëüíûõ
âåêòîðîâ â êàæäîé òî÷êå x. Óãîë íà ìíîãîîáðàçèè � ýòî åãî ïîäìíîæå-
ñòâî, äèôôåîìîðôíîå êîîðäèíàòíîìó óãëó ñîîòâåòñòâóþùåãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà. Òàêàÿ ñèñòåìà ìîäåëèðóåò óïðàâëåíèÿ, ïîä÷èíåííûå óñëî-
âèÿì, çàäàííûì óðàâíåíèÿìè è íåðàâåíñòâàìè.

Íàïîìíèì, ÷òî äîïóñòèìûì äâèæåíèåì íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíàÿ êðèâàÿ γ(t) â M , ïàðàìåòðèçîâàííàÿ íåêîòîðûì îòðåçêîì âðåìåíè
t ∈ [0, T ], ñêîðîñòü γ̇ êîòîðîé â ïî÷òè êàæäîé òî÷êå m = γ(t), â êîòîðîé
îíà îïðåäåëåíà, ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíîæåñòâó Im. Äîïóñòè-
ìîìó äâèæåíèþ îòâå÷àåò èíòåãðèðóåìàÿ êðèâàÿ óïðàâëåíèÿ u : [0, T ] → B.
Åñëè ïðè íåêîòîðûõ x èíäèêàòðèñà Ix íå âûïóêëà, òî ïðèìåíÿÿ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûå óïðàâëåíèÿ, òî åñòü óïðàâëåíèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè (bing-
bang, ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå æå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ äâèæåíèé ñèñòå-
ìû, êàê åñëè áû óïðàâëåíèå áûëî íåïðåðûâíûì, à èíäèêàòðèñà áûëà áû
çàìåíåíà ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êîé, òî åñòü ïåðåñå÷åíèåì âñåõ çàìêíóòûõ
ïîëóïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ äàííîå ìíîæåñòâî Ix.
Ã. Ïåòðîâñêîãî, (1981), 195-222.
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Ãðàíèöà âûïóêëîé îáîëî÷êè ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, âëîæåííîãî â
àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Â ïðîñòåé-
øèõ ñëó÷àÿõ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé â R3 èõ òèïè÷íûå îñîáåííîñòè áûëè
êëàññèôèöèðîâàíû â ðàáîòàõ øêîëû Â.È.Àðíîëüäà 7 8. Òàêèå îñîáåííîñòè
âàæíû â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê ïîäìíîãî-
îáðàçèé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé âëîæåííûõ â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ Â.Ä. Ñåäûõ 9. Òàê â ñòàòüå 1981 ãîäà 10 áû-
ëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå íîðìàëüíûõ ôîðì òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ
êðèâûõ, âëîæåííûõ â òðåõìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Â ðàáîòàõ 1982
è 1983 ãîäà 11, 12 ïîêàçàíî, ÷òî íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè n = 5 òèïè÷íûå
îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè
k = 2 èìåþò ôóíêöèîíàëüíûå ìîäóëè. Ïîëó÷åíû îöåíêè íà êîëè÷åñòâî è
ñòðóêòóðû ôóíêöèîíàëüíûõ ìîäóëåé â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè îáú-
åìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà è êîðàçìåðíîñòè k ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Åùå â îäíîé
ñòàòüå 1983 ãîäà 13 ðàçâèòû ìåòîäû îñîáåííîñòåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíä-
ðà äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû âûïóêëûõ îáîëî÷åê. Íàêîíåö, â ðàáîòå 1988 ãî-
äà 14 èçó÷åíû ñòàáèëüíûå îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê, êîòîðûå âñòðå-
÷àþòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé. Ðàññìîòðåíû ñòðàòû íîð-
ìàëüíûõ ôîðì ïðîñòåéøèõ îñîáåííîñòåé ïîäìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè
k 6 2 ïðè n 6 7.

Êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé ãðàíèö âûïóêëûõ îáîëî÷åê êðèâûõ è ïî-
âåðõíîñòåé ñ êðàåì èëè óãëàìè äî ðàáîò àâòîðà, ïî-âèäèìîìó, íå áûëà
îïóáëèêîâàíà. Â äàííîé äèññåðòàöèè îïèñàíû âñå âîçìîæíûå òèïè÷íûå
îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê âëîæåííûõ â R3 ïîäìíîãîîáðàçèé ñ ãðà-
íèöàìè è óãëàìè.

Êàê áûëî ñêàçàíî, îñîáûé èíòåðåñ ïðè èçó÷åíèè îáùèõ ñâîéñòâ óïðàâ-
7Çàêàëþêèí Â. Ì., Îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, Ôóíêöèîíàëüíûé àíà-

ëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, Ò. 11 (1977), âûï. 3, 76-77.
8Sedykh V. D. Stabilization of singularities of convex hulls, Math. USSR sb. 63 499-505, 1989.
9Ñåäûõ Â. Ä., Âûïóêëûå îáîëî÷êè è ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà, Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóð-

íàë, ò. 24 âûï. 6, 122-134, 1983.
10Ñåäûõ Â. Ä., Ñòðîåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, òðóäû ñåìèíàðà èì. È. Ã.

Ïåòðîâñêîãî, âûï. 6 1981 ã., 239-256.
11Ñåäûõ Â. Ä., Ôóíêöèîíàëüíûå ìîäóëè îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê ìíîãîîáðàçèé êîðàçìåð-

íîñòåé 1 è 2, ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, 119(161) N2(10), 233-247, 1982.
12Ñåäûõ Â. Ä., Îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê, Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë, ò. 24 âûï. 3,

158-175, 1983.
13Ñåäûõ Â. Ä., Âûïóêëûå îáîëî÷êè è ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà, Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóð-

íàë, ò. 24 âûï. 6, 122-134, 1983.
14Ñåäûõ Â. Ä., Ñòàáèëèçàöèÿ îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê, ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, 135(177)

N4, 514-519, 1988.
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ëÿåìîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî (çîíà) ëîêàëüíîé òðàíçè-
òèâíîñòè, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ òî÷åê m ∈ M , ÷òî íóëåâàÿ ñêîðîñòü O ïðè-
íàäëåæèò âíóòðåííîñòè âûïóêëîé îáîëî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåé èíäèêàòðè-
ñû Im. Â òî÷êå m èç çîíû òðàíçèòèâíîñòè äîïóñòèìûå êðèâûå âûõîäÿò â
ëþáîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ âñÿêîé ïàðû áëèçêèõ òî÷åê èç ìíîæåñòâà ëîêàëü-
íîé òðàíçèòèâíîñòè ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî êîðîòêàÿ äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷êè. Ãðàíèöà Σ ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè
ñîñòîèò èç òî÷åê m â êîòîðûõ O ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå H(Im) âûïóêëîé
îáîëî÷êè èíäèêàòðèñû (ñì. êíèãó Äàâûäîâà).

Â îáùåì ïîëîæåíèè ïðè áåñêîíå÷íî-ãëàäêîé Im ãðàíèöà âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè H(Im) íå ÿâëÿåòñÿ C∞�ãëàäêîé. Ãðàíèöà Σ ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé
òðàíçèòèâíîñòè òàêæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Îíà ìîæåò
èìåòü è áîëåå ñëîæíûå îñîáåííîñòè, ÷åì âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, ïîñêîëüêó
ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà x îñîáåííîñòè âûïóêëîé îáîëî÷êè ïå-
ðåñòðàèâàþòñÿ.

Öåëü ðàáîòû è îñíîâíûå çàäà÷è. Îñíîâíûå öåëè íàñòîÿùåé ðàáîòû
ñëåäóþùèå:

� êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé ãðàíèöû ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè íà
äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â
êàæäîé òî÷êå êîòîðûõ èíäèêàòðèñû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãëàäêèå ïîâåðõ-
íîñòè èëè ãëàäêèå ïëîñêèå èëè ïðîñòðàíñòâåííûå êðèâûå.

� îïèñàíèå âñåõ òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ãðàíèöû çîíû ëîêàëüíîé òðàí-
çèòèâíîñòè äëÿ äâóõ è òðåõìåðíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Òî åñòü ñ èíäèêàòðèñàìè,
ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé ëèáî ïðîñòûå êðèâûå ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè, ëèáî
ïîâåðõíîñòè ñ ãðàíèöàìè è óãëàìè. Ïîä ñèñòåìîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìû
ïîíèìàåì ñèñòåìó èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà
ïðîñòðàíñòâà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, ñíàáæåííûõ ïîäõîäÿùåé òîïîëîãèåé,
íàïðèìåð, C∞�òîïîëîãèåé â ñëó÷àå êîìïàêòíîãî M .

Èòàê, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èíäèêàòðèñà Im çàâèñèò îò äâóõ- èëè òðåõ-
ìåðíîãî ïàðàìåòðà m è ïðè êàæäîì çíà÷åíèè m ÿâëÿåòñÿ, ëèáî ãëàäêîé
çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ, ëèáî ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé, ëèáî ãëàäêîé
ïîâåðõíîñòüþ ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé è óãëàìè èëè ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé ñ
ãðàíèöåé (òî åñòü ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè). Çàìåòèì, ÷òî ïîëíàÿ êëàññèôèêà-
öèÿ âñåõ ëîêàëüíûõ îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè
îòäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â ñåìåéñòâàõ, ñëèøêîì îáøèðíà. Îäíàêî,
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãðàíèöû çîíû ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè íóæíà òîëüêî
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èõ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøàÿ ÷àñòü, êîòîðàÿ èç ñîîáðàæåíèé êîðàçìåðíîñòè
âûðîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè íà-
÷àëà êîîðäèíàò O ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè.

Âïåðâûå çàäà÷ó î êëàññèôèêàöèè îñîáåííîñòåé ãðàíèöû ìíîæåñòâà
òðàíçèòèâíîñòè ïîñòàâèë À. À. Äàâûäîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè
îñîáåííîñòåé äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé 15, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê, ðàçðàáîòàííûå â óïîìÿíóòûõ âûøå ðà-
áîòàõ Â. Ä. Ñåäûõ. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé äâîéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà 16 17. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âëîæåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ êàê îãèáàþùàÿ îïîðíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ê ïîäìíîãîîáðà-
çèþ. Îñîáåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
îñîáåííîñòåé ëåæàíäðîâîãî îòîáðàæåíèÿ, ââåäåííîãî Àðíîëüäîì. Â 70-å
ãîäû ýòè ìåòîäû óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ: â äèôôåðåí-
öèàëüíîé ãåîìåòðèè, â ôèçèêå. Íàì óäàëîñü ðàçâèòü óêàçàííûå ìåòîäû
â ïðèìåíåíèè ê äîñòàòî÷íî ñëîæíîìó ñëó÷àþ äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëåæàíäðà, ïîñëóæèâøåãî îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà âñåõ îñíîâíûõ òåîðåì
äèññåðòàöèè. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòè ìåòîäû îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè â äðóãèõ
çàäà÷àõ ïðèëîæåíèé òåîðèè îñîáåííîñòåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû:

1. Èññëåäîâàíû ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê êðèâûõ è
ïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ.

2. Ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ãðàíèöû ìíîæå-
ñòâà ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè, óêàçàííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîðìîð-
ôèçìà, äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè
óïðàâëåíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, âûïóêëîì àíàëèçå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìè-
íàðå ïî òåîðèè îñîáåííîñòåé (ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ðóêîâîäèòåëü

15Àðíîëüä Â.È., Âàð÷åíêî À.Í., Ãóñåéí-Çàäå Ñ.Ì., Îñîáåííîñòè äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé,
Èçä.2 Ì.:ÌÖÍÌÎ, 2004 ã., 672 ñ.

16Goryunov V.V., Zakalyukin V.M., Simple symmetric matrix singularities and the subgroups of Weyl
groups A,D, E, Moscow Math. Journal, 3(2003), n.2, 507-532.

17Ãîðþíîâ Â.Â., Çàêàëþêèí Â.Ì., Îá óñòîé÷èâîñòè îñîáûõ ëåæàíäðîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé, "Ôóíêö.
àíàëèç è åãî ïðèëîæ. ò.38 (2004), âûï. 4, 66-75.
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- àêàä. Àðíîëüä Â. È.) (2008 ã.), íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì (ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ðóêîâîäèòåëü - àêàä. Àíîñîâ Ä. Â.) (2010
ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è
äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì â Ñóçäàëå (2008 ã.), íà ïÿòîé ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíûì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì â Ìîñêâå (2008 ã.), íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè îñîáåííîñòåé (Óíè-
âåðñèòåò ãîðîäà Ëèâåðïóëÿ, Âåëèêîáðèòàíèÿ, ðóêîâîäèòåëü - ïðîô. Ãîðþ-
íîâ Â. Â.) (2008 ã.), íà ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè ”Ëîìîíîñîâ-2009” (2009
ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ
è ìåõàíèêå â Ñóçäàëå (2009 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè îïóáëèêîâàíû â 8 ðàáî-
òàõ, èç íèõ 3 èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò â äèññåðòàöèþ âîøëè
òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî äèññåðòàíòó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
3 ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû èç 33
íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 75 ñòð.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíû âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè îá îñîáåííîñòÿõ ãðàíèö âûïóêëûõ îáîëî÷åê è çîí òðàíçèòèâíîñòè äëÿ
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñèñòåì.

Òåîðåìà 1. Ðîñòîê âî âñÿêîé òî÷êå ãðàíèöû âûïóêëîé îáîëî÷êè ãëàä-
êîé ïëîñêîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè äèôôåî-
ìîðôèçìîì ïëîñêîñòè ïðèâîäèòñÿ ëèáî ê ðîñòêó ãëàäêîé êðèâîé, ëèáî
ê ðîñòêó â íóëå ãðàôèêà îäíîé èç äâóõ ôóíêöèé (ðèñ.1)

f(x) =

{
0 ïðè x 6 0,
x2 ïðè x > 0;

èëè g(x) = |x|.

 

ðèñ. 1



8

Òåîðåìà 2. Ñïèñîê òèïè÷íûõ ëîêàëüíûõ îñîáåííîñòåé ãðàíèöû çîíû
òðàíçèòèâíîñòè äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè,
èíäèêàòðèñû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè êðèâûìè ñ êîíöåâûìè òî÷êà-
ìè, ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàåò ñî ñïèñ-
êîì òåîðåìû 1.

Äëÿ îïèñàíèÿ îñîáåííîñòåé ãðàíèö âûïóêëûõ îáîëî÷åê ïðîñòðàícòâåí-
íûõ êðèâûõ ñ êîíöàìè, ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:

Çàìêíóòóþ âûïóêëóþ ïðîñòóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ γ , ëåæàùóþ
â ïëîñêîñòè z = 1 ïðîñòðàíñòâà R3 = {(x, y, z)} íàçîâåì ïðîñòîé îáðà-
çóþùåé, åñëè îíà ñîñòîèò èç ïåðåìåæàþùèõñÿ îòðåçêîâ ïðÿìûõ è ñòðîãî
âûïóêëûõ äóã, è â èõ îáùèõ òî÷êàõ èìååò êëàññ C1. Êðèâóþ γ íàçîâåì
îáðàçóþùåé ñ k óãëàìè, åñëè îíà ñîäåðæèò ñòîðîíû k óãëîâ ìåíüøèõ π,
ñîåäèíåííûìè ìåæäó ñîáîé âûïóêëûìè ÷àñòÿìè, ñîñòîÿùèå èç îòðåçêîâ è
äóã, è èìååò êëàññ C1 âî âñåõ îáùèõ êîíöàõ ãëàäêèõ ÷àñòåé, çà èñêëþ÷åíè-
åì âåðøèí óãëîâ. Íåêîòîðûå ñòîðîíû ìîãóò áûòü îáùèìè äëÿ äâóõ óãëîâ.
Çàìåíèâ â ýòîì îïðåäåëåíèè îäíó èç ïðÿìîëèíåéíûõ ñòîðîí óãëà íà äóãó
âûïóêëîé êðèâîé, ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå îáðàçóþùåé ñ k óãëàìè è îäíîé
îñîáîé ñòîðîíîé.

Êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííóþ îòðåçêàìè, îäèí êîíåö êîòîðûõ
íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à äðóãîé ïðîáåãàåò ëèáî ïðîñòóþ îáðàçóþ-
ùóþ (k = 0), ëèáî îáðàçóþùóþ ñ k = 1, 2, . . . óãëàìè, îäíà èç ñòîðîí
êîòîðûõ ìîæåò áûòü îñîáîé, íàçîâåì k-êîíóñîì.

Çàìåòèì, ÷òî ðîñòêè â íà÷àëå êîîðäèíàò òàêèõ êîíóñîâ èìåþò ôóíêöèî-
íàëüíûå èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ, ïîñêîëü-
êó êàñàòåëüíûå âåêòîðû â âåðøèíå îáðàçóþò êàñàòåëüíûé êîíóñ, çàäàííûé
âûïóêëîé êðèâîé íà ñôåðå íàïðàâëåíèé, êîòîðûé ïîäâåðãàåòñÿ ëèøü ëè-
íåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ïðè äåéñòâèè äèôôåîìîðôèçìîâ.

Òåîðåìà 3. Ðîñòîê â ëþáîé òî÷êå ãðàíèöû âûïóêëîé îáîëî÷êè ñâÿç-
íîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè ñ
ïîìîùüþ äèôôåîìîðôèçìà R3 ïðèâîäèòñÿ ê ðîñòêó â íóëå ãðàôèêà îäíîé
èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé z = fi(x, y), ãäå i = 1, . . . , 7 (ðèñ. 2�4):

f1 = 0 (ðîñòîê ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè); (1)

f2(x, y) = |x| (ðåáðî); (2)
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f3(x, y) =

{
0 ïðè x 6 0
x2 ïðè x > 0

(ñîïðÿæåíèå); (3)

f4(x, y) =





x2 ïðè y 6 x, x > 0;
y2 ïðè y > 0, y > x;
0 ïðè y 6 0, x 6 0;

(íîñ); (4)

f5(x, y) =





0 ïðè y 6 0, x 6 0;
x2 ïðè y 6 −x, x > 0;
y2 ïðè y > 0, y 6 −x;
1
2(x

2 + y2)− y − x ïðè x + y > 0.

(êîðìà); (5)

 

D A 
E 

F 

C 

B 

ðèñ.2

f6(x, y) = min
z∈R

{z4+xz2+yz} (óñå÷åííûé ëàñòî÷êèí õâîñò) (ðèñ.3); (6)

 

J 

ðèñ.3

f7(x, y) =





y2 + x ïðè x > 0;
y2 ïðè y 6 0, x 6 0;
(1− x)y2 ïðè y > 0, x 6 0;

(èçãèá) (ðèñ. 4);

(7)
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ðèñ.4

ëèáî ê ðîñòêó â íóëå k-êîíóñà ïðè k = 0, 1, 2 (ðèñ.5).

 

K 

ðèñ.5

Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü (1) ìîæåò áûòü ëèáî ñòðîãî âûïóêëîé, ëèáî ðàç-
âåðòûâàþùåéñÿ (ðèñ. 2, òî÷êà B), ëèáî ïëîñêîé (ðèñ. 2, òî÷êà A ); "ðåá-
ðî"(2) âîçíèêàåò â òèïè÷íîé òî÷êå ñàìîé èñõîäíîé êðèâîé (ðèñ. 2, òî÷êà
C); îñîáåííîñòü 3 ïîÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â òî÷êàõ ñîïðÿæåíèÿ ðàçâåðòû-
âàþùåéñÿ ïîâåðõíîñòè è ÷àñòè ïëîñêîñòè, (ðèñ. 2, òî÷êà D); ðîñòêè (4), (5)
îòâå÷àþò âåðøèíàì E è F ïëîñêèõ òðåóãîëüíèêîâ, âîçíèêàþùèõ íåóñòðà-
íèìûì îáðàçîì íà ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè. Âåðøèíà êîíóñà ñîâïàäàåò
ñ êîíöåâîé òî÷êîé (ðèñ. 5, òî÷êà K).

Óñå÷åííûé ëàñòî÷êèí õâîñò âîçíèêàåò â òî÷êå, êàñàòåëüíàÿ â êîòîðîé
ïåðåñåêàåò êðèâóþ åùå â îäíîé òî÷êå (ðèñ.3, òî÷êà J).

Ñïèñîê òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ãðàíèöû ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ èíäèêàòðèñîé, ÿâëÿ-
þùåéñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé ñ êîíöàìè, äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé:

Òåîðåìà 4. Äëÿ ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñâÿçíûõ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ êðèâûõ ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè, çàâèñÿùåãî îò òðåõ ïàðàìåò-
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ðîâ, ðîñòêè âî âñÿêîé òî÷êå ãðàíèöà Σ ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè
äèôôåîìîðôèçìîì R3 ïðèâîäèòñÿ ëèáî ê îäíîìó èç ðîñòêîâ 1 � 7 ïî-
âåðõíîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê òèïè÷íûõ êðèâûõ â R3, ïåðå÷èñëåííûõ â
òåîðåìå 3, ëèáî ê ðîñòêó â íóëå ãðàôèêà îäíîé èç ôóíêöèé

f8(x, y) =





0 ïðè x 6 0, y 6 0;
y2 ïðè y2 > x, y > 0;
x ïðè y2 6 x, x > 0;

(ñðåç) (ðèñ. 6); (8)

 

ðèñ.6

f9(x, y) =





0 ïðè y 6 0, x + αy 6 0;
(x+αy)2

1+α2 ïðè y 6 αx, x + αy > 0, α 6= 0;

y2 ïðè y > 0, x 6 0;
x2 + y2 ïðè x > 0, y > αx.

(9)

(ñîïðÿæåíèå ÷åòûðåõ ïîâåðõíîñòåé � âàçà) (ðèñ. 7);

 

z 

x 

y 

ðèñ.7

f10(x, y) =




−y ïðè y > 0;
0 ïðè y 6 0, x > y;
y(x− y)2 ïðè y 6 0, x 6 y.

(10)
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(øëåì) (ðèñ. 8);

 
ðèñ. 8

f11(x, y) =

{ |x| ïðè y > 0;
|x|+ y2 ïðè y < 0;

(11)

(áàáî÷êà) (ðèñ.9);

 

z 

x 

y 

ðèñ.9
ëèáî ê ðîñòêó â íóëå îáúåäèíåíèÿ òðåõ ïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì (ðèñ.10),
çàäàííûõ óñëîâèÿìè:





z = 0, y ≤ 0,
y = x2, z ≤ −4x2,

z = −t2, y = 1
4z + tx, 0 6 t

2x
6 1.

(12)

(ñîïðÿæåíèå ñ çîíòèêîì);
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y 

x 

z 

b 

a 

III 

II 

I 

III 

ðèñ.10
ëèáî ê ðîñòêó â íóëå äâóõ ïîâåðõíîñòåé ñ îáùèì êðàåì (ðèñ.11), çàäàííûõ
óñëîâèÿìè

{
z = 0 ïðè y, x > 0 èëè ïðè x ≤ 0, y ≥ 1

4x
2

z = 2t3 + xt2 ïðè 3t2 + 2tx + y = 0, t > max{0,−x
2}

(13)

(òåòðàäü)

 

ðèñ. 11
ëèáî ê ðîñòêó áîêîâîé ïîâåðõíîñòè n-óãîëüíîé ïèðàìèäû â åå âåðøèíå
(ðèñ 12.) ïðè n = 3, 4, 5, òî åñòü ê ðîñòêó ãðàíèöû îáëàñòè, çàäàííîé
íåðàâåíñòâàìè:

x, y, z > 0 ïðè n = 3,
x, y, z > 0, z − x + y > 0 ïðè n = 4,
x, y, z > 0, z − x + y > 0, z − αx− βy > 0 ïðè n = 5

(14)
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(ïðè n = 5 íîðìàëüíàÿ ôîðìà èìååò äâà ÷èñëîâûõ èíâàðèàíòà α è β);

                                            

y 

z 

x 

y 

z 

x 

y 

z 

x 

ðèñ.12
ëèáî, íàêîíåö, ê ðîñòêó k-êîíóñà ñ k = 0, 1, 2.

Êðàÿ a, b ïîâåðõíîñòåé I è II ðîñòêà (12) çàäàíû óðàâíåíèÿìè z = 0,
y = 0 è y = x2, z = −4x2. Ýòè êðèâûå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â åäèíñòâåííîé
îáùåé òî÷êå - íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîâåðõíîñòü III ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü
çîíòèêà Óèòíè, îãðàíè÷åííîãî ýòèìè æå êðàÿìè è êàñàþùåãîñÿ âäîëü íèõ
ïîâåðõíîñòåé I è II (ðèñ. 10).

Òåîðåìà 5. Ñïèñîê òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ãðàíèöû âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé â R3, ñ òî÷íîñòüþ äî äèô-
ôåîìîðôèçìà, ñîñòîèò èç îñîáåííîñòåé 1 - 7, 9, 11.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé
ñ ãëàäêèì êðàåì, çàâèñÿùåãî îò òðåõìåðíîãî ïàðàìåòðà, ñïèñîê ëîêàëü-
íûõ îñîáåííîñòåé ãðàíèöû Σ ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè, ñ
òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà R3, ñîñòîèò èç îñîáåííîñòåé 1 - 14.

Òåîðåìà 7. Òèïè÷íûå îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê ãëàäêèõ ïî-
âåðõíîñòåé ñ ãðàíèöåé è óãëàìè â R3 ýòî ëèáî îñîáåííîñòè 1 - 7, 9, 10;
ëèáî k-êîíóñû ñ ëþáûì k.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé
ñ êðàåì è óãëàìè, çàâèñÿùåãî îò òðåõ ïàðàìåòðîâ m = (x, y, z) ∈ R3, ñïè-
ñîê ëîêàëüíûõ îñîáåííîñòåé ãðàíèöû çîíû ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè, ñ
òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà R3, ñîñòîèò èç âñåõ îñîáåííîñòåé: 1 - 14
è k-êîíóñîâ ñ ïðîèçâîëüíûì k = 1, 2, . . ..

Òåîðåìà 9. Äëÿ ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé
áåç êðàÿ â R3, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà m = (x, y, z) ∈ R3, ëîêàëüíûå
îñîáåííîñòè ãðàíèöû Σ ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî
äèôôåîìîðôèçìà R3, ñëåäóþùèå: ðîñòêè 1 - 6, 9, 12, 14 .
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Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ðîñòêè 1 � 3, 9 îáðàçóþò ñïèñîê íîðìàëü-
íûõ ôîðì òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ãðàíèö âûïóêëîé îáîëî÷êè ïîâåðõíîñòè
áåç êðàÿ.

Òåîðåìà 10. Äëÿ ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ êðèâûõ Im â R2, çà-
âèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà m = (x, y) ∈ R2, ñïèñîê ëîêàëüíûõ îñîáåííîñòåé
ãðàíèöû Σ ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî äèô-
ôåîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ñëåäóþùèé:

� ðîñòîê ëèáî âûïóêëîé êðèâîé, ëèáî ïðÿìîé;
� ðîñòîê êðèâîé, êîòîðûé äèôôåîìîðôèçìîì ïëîñêîñòè ìîæíî ïåðå-

âåñòè â ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x), ãäå

f(x) =

{
0 ïðè x 6 0;
x2 ïðè x > 0.

� ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ôóíêöèè y = −|x|.
Òåîðåìà 11. Äëÿ ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ êðèâûõ Im : S1 → R3

çàâèñÿùåãî îò òðåõìåðíîãî ïàðàìåòðà m = (x, y, z) ∈ R3, ëîêàëüíûå
îñîáåííîñòè ãðàíèöû Σ ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî
äèôôåîìîðôèçìà R3, ñëåäóþùèå: ðîñòêè 1 - 6, 9, 12, 14.

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ðîñòêè 1 - 6 îáðàçóþò ïîëíûé ñïèñîê íîð-
ìàëüíûõ ôîðì ðîñòêîâ ãðàíèöû âûïóêëîé îáîëî÷êè òèïè÷íîé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé êðèâîé áåç ãðàíèöû.

Âî âòîðîé ãëàâå ââåäåíû îñíîâíûå êîíñòðóêöèè è äîêàçàíû âñïîìî-
ãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîäðîáíîìó äîêàçàòåëüñòâó âñåõ ïåðå÷èñëåí-
íûõ òåîðåì èç ïåðâîé ãëàâû.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð äèññåðòàöèè âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàð-
íîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
óê, ïðîôåññîðó Çàêàëþêèíó Âëàäèìèðó Ìèõàéëîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷,
ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è âñÿ÷åñêóþ ïîääåðæêó.
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