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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîá-
ðàçîâàíèé, òåîðèè îòêðûòûõ ýêâèâàðèàíòíûõ âëîæåíèé îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñîâðå-
ìåííîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì îáðàçóþùèõ àëãåáðû èíâàðè-
àíòîâ, èçó÷åíèåì îðáèò äåéñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû è èõ çàìûêàíèé, êëàññèôè-
êàöèåé äåéñòâèé òîãî èëè èíîãî òèïà, âîñõîäÿò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì ìàòåìàòèêîâ
XIX âåêà (Êýëè, Ñèëüâåñòð, Ãîðäàí, Ãèëüáåðò è äðóãèå). Â òî æå âðåìÿ èññëåäîâà-
íèå ãåîìåòðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ äåéñòâèåì àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû,
ïîñòðîåíèå ôàêòîðîâ ïî òàêèì äåéñòâèÿì è êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ôàêòîðïðî-
ñòðàíñòâ ìîòèâèðîâàíî ñîâðåìåííûìè ïðîáëåìàìè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (òåîðèÿ îñîáåííîñòåé àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé, ïîñòðîåíèå ìíîãîîáðàçèé ìîäóëåé, ïàðàìåòðèçóþùèõ êëàññû èçîìîð-
ôèçìà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îïèñàíèå è ðåàëèçàöèÿ ïðåäñòàâëåíèé ðàçëè÷íûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð).
Âñþäó äàëåå îñíîâíîå ïîëå K ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì íó-

ëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. ÏóñòüG� àôôèííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä ïîëåìK èX
� àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå ðåãóëÿðíûì äåéñòâèåìG×X → X ãðóï-
ïû G. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ G-ìíîãîîáðàçèåì. Àôôèííàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ðåäóêòèâíîé, åñëè G íå ñîäåðæèò íåòðèâèëü-
íûõ íîðìàëüíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï èëè, ýêâèâàëåíòíî, êàæäûé ðàöèîíàëüíûé
G-ìîäóëü âïîëíå ïðèâîäèì.
Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Ñîãëàñíî

òåîðåìåØåâàëëå, îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâîG/H íåñåò êàíîíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êâà-
çèïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, äëÿ êîòîðîé òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå ãðóïïû G ëåâû-
ìè ñäâèãàìè ðåãóëÿðíî. Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèÿ
G/H â òåðìèíàõ òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ ïàðû (G,H). Èçâåñòíî, ÷òî îäíîðîä-
íîå ïðîñòðàíñòâî G/H ïðîåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H � ïàðàáîëè÷å-
ñêàÿ ïîäãðóïïà â G. Êðèòåðèé Ìàöóñèìû, äîêàçàííûé íåçàâèñèìî Þ. Ìàöóñèìîé1

è À.Ë. Îíèùèêîì2 â êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîé êàòåãîðèè, à çàòåì À. Áÿëûíèöêèì-
Áèðóëåé â àëãåáðàè÷åñêîé ñèòóàöèè, óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G
îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H àôôèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîäãðóïïàH ðå-
äóêòèâíà. Ïîçæå Ä. Ëóíà íàøåë ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ Ìàöóñèìû, îñíî-
âàííîå íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Ìîðîçîâà-Äæåêîáñîíà. Êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå
îáîçðèìûõ ïîäãðóïï H, ò.å ïîäãðóïï, äëÿ êîòîðûõ îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H
êâàçèàôôèííî, ïîëó÷åíî À.À. Ñóõàíîâûì3. Îòìåòèì, ÷òî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè
íåèçâåñòíû êðèòåðèé àôôèííîñòè îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H â ñëó÷àå ïðîèç-
âîëüíîé ãðóïïû G, à òàêæå òåîðåòèêî-ãðóïïîâàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ýïèìîðôíûõ ïîä-
ãðóïï, ò.å. ïîäãðóïïH ⊆ G, äëÿ êîòîðûõ êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà îäíîðîäíîì
ïðîñòðàíñòâå G/H ïîñòîÿííà. Åùå îäèí âàæíûé êëàññ ïîäãðóïï îáðàçóþò ïîäãðóï-
ïû Ãðîññõàíñà. Òàê íàçûâàþò îáîçðèìûå ïîäãðóïïû H ⊆ G, äëÿ êîòîðûõ àëãåáðà
ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé K[G/H] êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Â ñëó÷àå ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G

1Y.Matsushima: Espaces homog�enes de Stein des groupes de Lie complexes. Nagoya Math. J. 16 (1960),
205�218.

2À.Ë.Îíèùèê: Êîìïëåêñíûå îáîëî÷êè êîìïàêòíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ
130:4 (1960), 726�729.

3À.À.Ñóõàíîâ: Îïèñàíèå íàáëþäàåìûõ ïîäãðóïï ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Ìàò. ñáîðíèê
137:1 (1988), 90�102.
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òåîðåìà Ô. Ãðîññõàíñà4 ñâÿçûâàåò òàêèå ïîäãðóïïû ñ 14-é ïðîáëåìîé Ãèëüáåðòà: äëÿ
îáîçðèìîé ïîäãðóïïû H êîíå÷íàÿ ïîðîæäåííîñòü àëãåáðû K[G/H] ðàâíîñèëüíà êî-
íå÷íîé ïîðîæäåííîñòè àëãåáð èíâàðèàíòîâ K[V ]H , ãäå V ïðîáåãàåò âñå êîíå÷íîìåð-
íûå ðàöèîíàëüíûå G-ìîäóëè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî ïîäãðóïïàìè Ãðîññ-
õàíñà ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû èç îïðåäåëåííûõ êëàññîâ (íàïðèìåð, ðåäóêòèâíûå ïîä-
ãðóïïû èëè óíèïîòåíòíûå ðàäèêàëû ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï), à òàêæå ïîñòðîåíî
íåñêîëüêî ñåðèé óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîäãðóïïàìè Ãðîññõàíñà.
Ïåðâàÿ ñåðèÿ áûëà ïîëó÷åíà Ì. Íàãàòîé è çàòåì óñîâåðøåíñòâîâàíà Ð. Ñòåéíáåðãîì,
äðóãàÿ îñíîâàíà íà êîíñòðóêöèè Ï. Ðîáåðòñà. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ òåîðèè àëãåáðàè-
÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî íàéòè â êíèãå Ô. Ãðîññõàíñà5.
Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî ñëîæíîñòü. Ïîíÿòèå ñëîæíîñòè

îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà âîçíèêëî â ðàáîòå Ä. Ëóíû è T. Âóñòà6, à äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî äåéñòâèÿ áûëî ââåäåíî â ðàáîòå Ý.Á. Âèíáåðãà7. Êàê ïîêàçàëè èññëåäîâàíèÿ
ïîñëåäóþùèõ äåñÿòèëåòèé, ñëîæíîñòü àäåêâàòíî îòðàæàåò ñòåïåíü òðóäíîñòåé, âîç-
íèêàþùèõ â êëàññèôèêàöèîííûõ çàäà÷àõ, è èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè
ãåîìåòðèè îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà, â òåîðèè åãî ýêâèâàðèàíòíûõ îòêðûòûõ âëî-
æåíèé, â òåîðèè èíâàðèàíòíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè
è äðóãèõ îáëàñòÿõ, ñâÿçàííûõ ñ îäíîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè è äåéñòâèÿìè.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòè. Ïóñòü àôôèííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G

äåéñòâóåò íà íåïðèâîäèìîì ìíîãîîáðàçèè X, è B � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà â G.
Ñëîæíîñòüþ c(X) = cG(X) G-ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâàþò ìèíèìàëüíóþ êîðàçìåð-
íîñòü B-îðáèòû íà X äëÿ èíäóöèðîâàííîãî B-äåéñòâèÿ. Ïî òåîðåìå Ðîçåíëèõòà
ñëîæíîñòü äåéñòâèÿ ðàâíà ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ K(X)B ðàöèîíàëüíûõ
B-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé íà X. Íîðìàëüíîå G-ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàþò ñôåðè÷å-
ñêèì, åñëè c(X) = 0, èëè, ýêâèâàëåíòíî, íà X èìååòñÿ îòêðûòàÿ B-îðáèòà. Îäíî-
ðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G è ïîäãðóïïà H ⊆ G íàçûâàþòñÿ
ñôåðè÷åñêèìè, åñëè G/H ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G
ëåâûìè ñäâèãàìè. Òåîðèÿ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå
ðàçðàáîòàííûõ ðàçäåëîâ òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. Íèæå ìû
ðàññìîòðèì åå â êîíòåêñòå áîëåå îáùåé òåîðèè âëîæåíèé îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Çàôèêñèðóåì àôôèííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó G è åå çàìêíóòóþ ïîäãðóïïó H.

Âëîæåíèåì îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H íàçûâàåòñÿ ïàðà (X, x), ãäå X � àëãåá-
ðàè÷åñêîå G-ìíîãîîáðàçèå è x ∈ X � òî÷êà, îðáèòà Gx êîòîðîé îòêðûòà è ïëîòíà
â X, à ñòàáèëèçàòîð Gx ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé H. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âëîæåíèÿ
îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H � ýòî G-ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïðåäïèñàííîé îòêðûòîé G-
îðáèòîé. Â ÷àñòíîñòè, êàæäîå ñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
âëîæåíèå íåêîòîðîãî ñôåðè÷åñêîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èñòîðè÷åñêè òåîðèÿ
âëîæåíèé îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ âîçíèêëà èç çàäà÷ ïåðå÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè:
÷èñëî òåõ èëè èíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ èíòåðïðåòèðîâàëîñü êàê èíäåêñ ïåðå-
ñå÷åíèÿ äèâèçîðîâ íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå, è äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàêîãî èíäåêñà
ïðîñòðàíñòâî óäîáíî ïîïîëíèòü è ó÷èòûâàòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ �íà áåñêîíå÷íîñòè�.
Ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî â òåðìèíàõ âëîæåíèé ìîæíî îïèñûâàòü ñâîéñòâà èñõîäíîãî

4F.D.Grosshans: Observable groups and Hilbert's fourteenth problem. Amer. J. Math. 95 (1973), no. 1,
229�253.

5F.D.Grosshans: Algebraic Homogeneous Spaces and Invariant Theory. Lecture Notes Math. 1673,
Springer-Verlag, Berlin, 1997.

6D.Luna, Th.Vust: Plongements d'espaces homog�enes. Comment. Math. Helv. 58 (1983), 186�245.
7Ý.Á.Âèíáåðã: Ñëîæíîñòü äåéñòâèé ðåäóêòèâíûõ ãðóïï. Ôóíê. àíàëèç è ïðèë. 20:1 (1986), 1�13.
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îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H. Âîò çàìå÷àòåëüíûé ïðèìåð: îäíîðîäíîå ïðîñòðàí-
ñòâî G/H ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå åãî âëîæåíèå
ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî G-îðáèò. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàáîò íåñêîëüêèõ
àâòîðîâ, à èìåííî, Ô. Ñåðâåäèî8 äîêàçàë êîíå÷íîñòü ÷èñëà G-îðáèò íà àôôèííîì
ñôåðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, Ä. Ëóíà è Ò. Âóñò6 îáîáùèëè ýòî íà ïðîèçâîëüíûå ñôå-
ðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, è Ä.Í. Àõèåçåð9 äîêàçàë îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ. Áîëåå îáùî,
ñëîæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü â òåð-
ìèíàõ âëîæåíèé. Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòàìè Â.È. Àðíîëüäà ïî òåîðèè îñîáåííîñòåé,
ìîäàëüíîñòüþ äåéñòâèÿ ñâÿçíîé àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû F íà ìíîãîîá-
ðàçèè X íàçûâàþò öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî

modF (X) = max
Y⊆X

min
y∈Y

codimY Fy,

ãäå Y ïðîáåãàåò âñå F -èíâàðèàíòíûå íåïðèâîäèìûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â X. Òåì ñà-
ìûì, ìîäàëüíîñòü äåéñòâèÿ � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ â íåïðåðûâíîì
ñåìåéñòâå îðáèò íà ìíîãîîáðàçèè. Â ÷àñòíîñòè, äåéñòâèÿ ìîäàëüíîñòè íóëü � ýòî
äåéñòâèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îðáèò. Ý.Á. Âèíáåðã7 ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ X ñ äåéñòâèåì ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G ìîäàëüíîñòü modB(X) ñîâïà-
äàåò ñî ñëîæíîñòüþ äåéñòâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìîäàëüíîñòü modG(X) âëîæåíèÿ (X, x)
îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H íå ïðåâîñõîäèò åãî ñëîæíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Ä.Í. Àõèåçåð10 ïîñòðîèë ïðîåêòèâíîå âëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà G/H, ìîäàëüíîñòü êîòîðîãî ðàâíà cG(G/H). Èòàê, ñëîæíîñòü îäíîðîä-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ðåäóêòèâíîé ãðóïïû � ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäàëüíîñòè
ïî âñåì åãî âëîæåíèÿì.
Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòðîåíà çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðèÿ âëî-

æåíèé, ñì.6,11,12, îáîáùàþùàÿ òåîðèþ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Çäåñü âëîæåíèÿ
çàäàþòñÿ òàê íàçûâàåìûìè öâåòíûìè êîíóñàìè è âååðàìè. Ðàçâèâàÿ ðåçóëüòàòû
Ä. Ëóíû è Ò. Âóñòà6, Ä.À. Òèìàøåâ13 ïîëó÷èë àíàëîãè÷íîå (íî ñóùåñòâåííî áî-
ëåå ñëîæíîå) îïèñàíèå âëîæåíèé îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñëîæíîñòè îäèí. Îäíàêî
äëÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñëîæíîñòè > 2 îïèñàíèå âñåõ âëîæåíèé â ðàìêàõ òåî-
ðèè Ëóíû-Âóñòà åäâà ëè âîçìîæíî. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî èññëåäîâàòü ñïåöèàëüíûå
êëàññû âëîæåíèé äàííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Áóäåì íàçûâàòü âëîæåíèå (X, x) îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H àôôèííûì, åñ-

ëè X ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îäíîðîäíîå ïðî-
ñòðàíñòâî äîïóñêàåò àôôèííîå âëîæåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êâàçèàô-
ôèííî. Âàæíûì äîïîëíèòåëüíûì ñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ àôôèííûõ âëîæåíèé ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïðîåêòèâíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ G-ìîäóëüíàÿ ñòðóêòóðà íà àëãåáðå ðåãóëÿð-
íûõ ôóíêöèé K[X] è âçàèìîäåéñòâèå ýòîé ñòðóêòóðû ñ óìíîæåíèåì â àëãåáðå. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, àôôèííûå âëîæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷àòü èç ïðîåêòèâíûõ, ïåðåõîäÿ îò
ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ê êîíóñó íàä íèì. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ
â äèññåðòàöèè.

8F.Servedio: Prehomogeneous vector spaces and varieties. Trans. Amer. Math. Soc. 176 (1973), 421-444
9Ä.Í.Àõèåçåð: Î äåéñòâèÿõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îðáèò. Ôóíê. àíàëèç è ïðèë. 19:1 (1985), 1�5.
10Ä.Í.Àõèåçåð: Î ìîäàëüíîñòè è ñëîæíîñòè äåéñòâèé ðåäóêòèâíûõ ãðóïï. ÓÌÍ 43:2 (1988),

129�130.
11F.Knop: The Luna-Vust theory of spherical embeddings. Proc. Hyderabad Conf. on Algebraic Groups

(S. Ramanan, ed.), pp. 225�249, Manoj Prakashan, Madras, 1991.
12D.A.Timashev: Homogeneous spaces and equivariant embeddings. To appear in Encyclopaedia Math.

Sci. 138, Springer-Verlag, 2010.
13Ä.À.Òèìàøåâ: Êëàññèôèêàöèÿ G-ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè 1. Èçâåñòèÿ ÐÀÍ, Ñåð. ìàò. 61:2

(1997), 127�162.
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Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, âïåðâûå àôôèííûå âëîæåíèÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ
àôôèííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå Ì. Ðîçåíëèõòà 14. ×å-
ðåç íåñêîëüêî ëåò â ðàáîòàõ Ã. Õîõøèëüäà è Ã. Ìîñòîâà áûë ââåäåí êîìïëåêñíî-
àíàëèòè÷åñêèé âàðèàíò ýòîãî ïîíÿòèÿ. Âàæíûìè ïðèìåðàìè îïèñàíèÿ âñåõ àô-
ôèííûõ âëîæåíèé äàííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ êëàññèôèêàöèÿ S-
ìíîãîîáðàçèé (Ý.Á. Âèíáåðã è Â.Ë. Ïîïîâ15) è ïîñòðîåííàÿ Â.Ë. Ïîïîâûì16 òåîðèÿ
SL(2)-âëîæåíèé. Àêòèâíî ðàçâèâàþùàÿñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ òåîðèÿ àôôèííûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ìîíîèäîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ òåîðèè àôôèííûõ âëîæåíèé, òàê êàê
êàæäûé àôôèííûé ìîíîèä ñ ãðóïïîé îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ G ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì
âëîæåíèåì îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà (G×G)/G, è îáðàòíî, êàæäîå òàêîå âëîæåíèå
èìååò ñòðóêòóðó ìîíîèäà. Ê òåîðèè àôôèííûõ âëîæåíèé ñëåäóåò îòíåñòè ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ðåçóëüòàòû î çàìûêàíèÿõ îðáèò àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íà àôôèííûõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ. Ñðåäè íèõ � êðèòåðèé Ä. Ëóíû17 çàìêíóòîñòè îðáèò, êîòîðûé ïîñëó-
æèë ìîòèâèðîâêîé äëÿ ââåäåíèÿ àâòîðîì â ðàáîòå [16] ïîíÿòèÿ àôôèííî çàìêíóòîãî
ïðîñòðàíñòâà, ò.å. àôôèííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå äîïóñêàåò òîëüêî
òðèâèàëüíîå àôôèííîå âëîæåíèå. Â äèññåðòàöèè ìû îïèñûâàåì àôôèííî çàìêíóòûå
ïðîñòðàíñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû è èñïîëüçóåì ýòî
ïîíÿòèå ïðè ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷. Ñðåäè ïðî÷åãî, ìû îïèñûâàåì (ñîâì. ñ Ä.À. Òè-
ìàøåâûì) àôôèííûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ðåäóêòèâíîé ãðóïïû, êàæäîå àô-
ôèííîå âëîæåíèå êîòîðûõ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò, è íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå ìîäàëüíîñòè ïî âñåì àôôèííûì âëîæåíèÿì äàííîãî àôôèííîãî îäíîðîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Îáîáùàÿ ðåçóëüòàò Â.Ë. Ïîïîâà16 î ãðóïïå ýêâèâàðèàíòíûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ SL(2)-âëîæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
åäèíèöû ãðóïïû ýêâèâàðèàíòíûõ àâòîìîðôèçìîâ àôôèííîãî âëîæåíèÿ.
Ïóñòü H � ïîäãðóïïà Ãðîññõàíñà â ãðóïïå G. Òîãäà îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H

äîïóñêàåò àôôèííîå âëîæåíèå â ñïåêòð SpecK[G/H] àëãåáðû ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé
íà ïðîñòðàíñòâå G/H. Â ðàáîòå [10] ìû íàçâàëè ýòî âëîæåíèå êàíîíè÷åñêèì è îáî-
çíà÷èëè åãî CE(G/H). Èç ðåçóëüòàòîâ Ô. Ãðîññõàíñà ñëåäóåò, ÷òî CE(G/H) � íîð-
ìàëüíîå àôôèííîå âëîæåíèå, â êîòîðîì äîïîëíåíèå ê îòêðûòîé îðáèòå èìååò êî-
ðàçìåðíîñòü > 2. Ýòè ñâîéñòâà îïðåäåëÿþò êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå îäíîçíà÷íî, è
èç ñóùåñòâîâàíèÿ ó îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H àôôèííîãî âëîæåíèÿ ñ òàêèìè
ñâîéñòâàìè ñëåäóåò, ÷òî H � ïîäãðóïïà Ãðîññõàíñà â G. Â äèññåðòàöèè êàíîíè÷å-
ñêîå âëîæåíèå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü: ñ åãî ïîìîùüþ ìû îñóùåñòâëÿåì ïåðåõîä îò
àôôèííûõ âëîæåíèé ê âëîæåíèÿì ñ ìàëîé ãðàíèöåé.
Ìû ðàññìàòðèâàåì íåñêîëüêî ïðèëîæåíèé òåîðèè àôôèííûõ âëîæåíèé. Ïåðâîå

îòíîñèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè àëãåáð ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè èíâàðèàíòíûìè ïîäàë-
ãåáðàìè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ ïîäàëãåáðà â àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ K[x] íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì K êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî
âûïîëíåíî è â ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé öåëîñòíîé àëãåáðå, ðàçìåðíîñòü Êðóë-
ëÿ êîòîðîé ðàâíà 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â àëãåáðå K[x, y] ëåãêî óêàçàòü íå êîíå÷íî
ïîðîæäåííóþ ìîíîìèàëüíóþ ïîäàëãåáðó. Èñïîëüçóÿ ëåììó Íåòåð î íîðìàëèçàöèè,
ìîæíî âëîæèòü òàêóþ ïîäàëãåáðó â ëþáóþ àëãåáðó ñ ðàçìåðíîñòüþ Êðóëëÿ > 2.
Â äèññåðòàöèè íàéäåíû âñå àôôèííûå G-àëãåáðû, â êîòîðûõ êàæäàÿ èíâàðèàíòíàÿ

14M.Rosenlicht: On quotient varieties and the a�ne embedding of certain homogeneous spaces. Trans.
Amer. Math. Soc. 101 (1961), 211�223.

15Ý.Á.Âèíáåðã, Â.Ë.Ïîïîâ: Îá îäíîì êëàññå êâàçèîäíîðîäíûõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé. Èçâ. ÀÍ
ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàò. 36:4 (1972), 749�763.

16Â.Ë.Ïîïîâ: Êâàçèîäíîðîäíûå àôôèííûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïïû SL2. Èçâ. ÀÍ
ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàò. 37:4 (1973), 792�832.

17D.Luna: Adh�erences d'orbite et invariants. Invent. Math. 29 (1975), 231�238.
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ïîäàëãåáðà êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Íàïîìíèì, ÷òî àôôèííîé G-àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ êî-
íå÷íî ïîðîæäåííàÿ K-àëãåáðà A ñ çàäàííûì äåéñòâèåì àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé
ãðóïïû G àâòîìîðôèçìàìè, ïðè÷åì ýòî äåéñòâèå îïðåäåëÿåò íà A ñòðóêòóðó ðàöèî-
íàëüíîãî G-ìîäóëÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîìèìî îäíîìåðíûõ àëãåáð èíòåðåñóþùèì íàñ
ñâîéñòâîì îáëàäàþò òîëüêî àëãåáðû ôóíêöèé íà S-ìíîãîîáðàçèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ
ïîëóãðóïïîé ðàíãà îäèí, è àëãåáðû ôóíêöèé íà àôôèííî çàìêíóòûõ îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Âòîðîå ïðèëîæåíèå êàñàåòñÿ èíâàðèàíòíûõ àëãåáð íà îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè. Çàäà÷à îïèñàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ïîäàëãåáð â
áàíàõîâîé àëãåáðå âñåõ íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà îäíîðîäíîì
ïðîñòðàíñòâå K/L êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè K èçó÷àëàñü íà÷èíàÿ ñ 60-õ ãîäîâ XX
âåêà ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñì. íàïðèìåð18,19. Â ðàáîòàõ Â.Ì. Ãè÷åâà
è È.À. Ëàòûïîâà íàìå÷åí àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è. Â äèññåð-
òàöèè, îñíîâûâàÿñü íà èäåÿõ Ý.Á. Âèíáåðãà, ìû ïðåâðàùàåì ýòîò ïîäõîä â ñòðîãî
îáîñíîâàííîå ñîîòâåòñòâèå.
Íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèå ðåäóêòèâíîé ãðóïïû íà àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè íàçû-

âàåòñÿ ñòàáèëüíûì, åñëè òèïè÷íàÿ îðáèòà ýòîãî äåéñòâèÿ çàìêíóòà20. Ñòàáèëüíûå
äåéñòâèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ, ïîñêîëüêó
óñëîâèþ ñòàáèëüíîñòè óäîâëåòâîðÿåò äåéñòâèå ãðóïïû íà èíâàðèàíòíûõ àôôèííûõ
êàðòàõ ìíîæåñòâà ñòàáèëüíûõ òî÷åê ëèíåàðèçîâàííîãî ðàññëîåíèÿ. Êëàññ ñòàáèëü-
íûõ äåéñòâèé óäîáåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòîäàìè ñîâðåìåííîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ,
òàê êàê ñòàáèëüíûå äåéñòâèÿ � ýòî äåéñòâèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñëîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ìîðôèçìà ôàêòîðèçàöèè ñîñòîèò èç îäíîé îðáèòû. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî äåéñòâèÿ ïîëóïðîñòîé ãðóïïû G íà àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè X äèàãîíàëü-
íîå G-äåéñòâèå íà äåêàðòîâîé ñòåïåíè Xm ñòàíîâèòñÿ ñòàáèëüíûì ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m. Ýòî ïîäòâåðæäàåò îáùèé òåçèñ î òîì, ÷òî òèïè÷íîå äåéñòâèå
ïîëóïðîñòîé ãðóïïû ñòàáèëüíî; â ñëó÷àå ëèíåéíûõ äåéñòâèé ýòî ñëåäóåò èç êðèòå-
ðèÿ ñòàáèëüíîñòè Â.Ë. Ïîïîâà20 è òàáëèö À.Ã. Ýëàøâèëè. Òåîðåìà Ä. Ëóíû21 óòâåð-
æäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðåäóêòèâíûõ ïîäãðóïï F è H ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G ëåâîå
äåéñòâèå ïîäãðóïïû F íà àôôèííîì îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå G/H ñòàáèëüíî. Â
äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ñòàáèëüíîñòü äåéñòâèÿ ðåäóêòèâíûõ ïîäãðóïï íà àôôèííûõ
âëîæåíèÿõ íåêîòîðûõ íåàôôèííûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ G/H.
Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ.

Îñíîâó ýòîé òåîðèè ñîñòàâëÿåò êîíñòðóêöèÿ Ä. Ìàìôîðäà22. Ïóñòü X � íîðìàëü-
íîå ïðîåêòèâíîé ìíîãîîáðàçèå ñ äåéñòâèåì ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G, è L � îáèëüíîå
ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññëîåíèå L G-ëèíåàðèçîâàíî, ò.å.
çàäàíî òàêîå ðåãóëÿðíîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ L, ÷òî ïðî-
åêöèÿ L → X G-ýêâèâàðèàíòíà è äåéñòâèå ëèíåéíî íà ñëîÿõ. Ëèíåàðèçàöèÿ îïðå-
äåëÿåò ñòðóêòóðó ðàöèîíàëüíîãî ìîäóëÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ ñå÷åíèé Γ(X,L⊗m) òåí-
çîðíûõ ñòåïåíåé ðàññëîåíèÿ L. Ñ êàæäûì èíâàðèàíòíûì ñå÷åíèåì f ∈ Γ(X,L⊗m)G

ñâÿæåì îòêðûòîå àôôèííîå èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî Xf = {x ∈ X; f(x) ̸= 0}.

18R.Gangolli: Invariant function algebras on compact semisimple Lie groups. Bull. Amer. Math. Soc.
71 (1965), 634�637.

19J.Wolf: Translation-invariant function algebras on compact groups, Pacif. J. Math. 15 (1965), 1093�
1099.

20Â.Ë.Ïîïîâ: Êðèòåðèé ñòàáèëüíîñòè äåéñòâèÿ ïîëóïðîñòîé ãðóïïû íà ôàêòîðèàëüíîì ìíîãîîá-
ðàçèè. Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàò. 34:3 (1970), 523�531.

21D.Luna: Sur les orbites ferm�ees des groupes alg�ebriques reductifs. Invent. Math. 16 (1972), 1�5.
22D.Mumford, J.Fogarty, F.Kirwan: Geometric invariant theory. Third edition. Ergebnisse der

Mathematik und ihrer Grenzgebiete 34, Springer-Verlag, Berlin, 1994.
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Òîãäà ìíîæåñòâîì ïîëóñòàáèëüíûõ òî÷åê Xss(L) íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ïîäìíî-
æåñòâ Xf ïî âñåì íàòóðàëüíûì m è âñåì f ∈ Γ(X,L⊗m)G. Ìíîæåñòâî ïîëóñòàáèëü-
íûõ òî÷åê äîïóñêàåò ôàêòîð Xss(L) → Xss(L)//G, êîòîðûé ïîëó÷åí ñêëåéêîé êà-
òåãîðíûõ ôàêòîðîâ äëÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé Xf → Xf//G. Çàôèêñèðóåì ïî-
ñëåäíåå ñâîéñòâî â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü U � íîðìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå ñ äåéñòâèåì ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G. Èíâàðèàíòíûé àôôèííûé ìîð-
ôèçì p : U → Y â àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Y íàçûâàåòñÿ õîðîøèì ôàêòîðîì,
åñëè èíäóöèðîâàííûé èì ãîìîìîðôèçì ïó÷êîâ àëãåáð p∗ : OY → OG

U ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì. Òåðìèí �good quotient� âïåðâûå áûë èñïîëüçîâàí â ðàáîòå Ê.Ñ. Øåøàä-
ðè23. Õîðîøèé ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðíûì â êàòåãîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé, ïîýòîìó äëÿ äàííîãî äåéñòâèÿ ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî òàêîãî ôàêòîðà, è
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Y ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü U//G. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôàêòîðà Ìàì-
ôîðäà Xss(L) → Xss(L)//G ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Xss(L)//G ïðîåêòèâíî. Êîíñòðóê-
öèþ Ìàìôîðäà ìîæíî îáîáùèòü íà ïðîèçâîëüíîå íîðìàëüíîå G-ìíîãîîáðàçèå X è
ïðîèçâîëüíîå G-ëèíåàðèçîâàííîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L, èñïîëüçóÿ â îïðåäåëåíèè
Xss(L) òîëüêî àôôèííûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà Xf . Çäåñü ôàêòîðïðîñòðàíñòâà
Xss(L)//G êâàçèïðîåêòèâíû.
Îïðåäåëåíèå õîðîøåãî ôàêòîðà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûì, è äàëåêî íå

êàæäîå G-ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò òàêîé ôàêòîð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà äàííîì G-
ìíîãîîáðàçèè ìîæåò áûòü ìíîãî èíâàðèàíòíûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ, îáëàäà-
þùèõ õîðîøèì ôàêòîðîì. Òàêèå ïîäìíîæåñòâà ïðèíÿòî íàçûâàòü õîðîøèìè G-
ïîäìíîæåñòâàìè. Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ õîðîøèõ G-ïîäìíîæåñòâ íà äàííîì G-ìíîãîîáðàçèè
X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V õîðîøåãî G-ïîäìíîæåñòâà U íà-
ñûùåíî â U , åñëè V = p−1(W ) äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà W ⊆ U//G.
ßñíî, ÷òî ïðè îïèñàíèè õîðîøèõ G-ïîäìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ìàêñè-
ìàëüíûìè îòíîñèòåëüíî íàñûùåííûõ âêëþ÷åíèé. Èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü õîðî-
øèå G-ïîäìíîæåñòâà äëÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ôàêòîðïðîñòðàíñòâ. Ïîìèìî êâàçè-
ïðîåêòèâíûõ ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå øèðîêèé êëàññ A2-ìíîãîîáðàçèé, ò.å. ìíîãî-
îáðàçèé, ëþáûå äâå òî÷êè êîòîðûõ èìåþò îáùóþ àôôèííóþ îêðåñòíîñòü. Ïî àíà-
ëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì êâàçèïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êàê ëîêàëüíî çàìêíóòîãî
ïîäìíîæåñòâà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, òåîðåìà ß. Âëîäàð÷èêà õàðàêòåðèçóåò
A2-ìíîãîîáðàçèÿ êàê çàìêíóòûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ìàêñè-
ìàëüíûå õîðîøèå G-ïîäìíîæåñòâà ñðåäè âñåõ õîðîøèõ G-ïîäìíîæåñòâ ñ êâàçèïðî-
åêòèâíûì (ñîîòâåòñòâåííî A2-) ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò qp-ìàêñèìàëüíûìè
(ñîîòâåòñòâåííî (G, 2)-ìàêñèìàëüíûì). Èçâåñòíî, ÷òî íà ãëàäêîì G-ìíîãîîáðàçèè X
êàæäîå qp-ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî èìååò âèä Xss(L) äëÿ íåêîòîðîãî ëèíåàðèçî-
âàííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L. Þ. Õàóçåí24 äîêàçàë, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåä-
ëèâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî G-ìíîãîîáðàçèÿ, åñëè çàìåíèòü ëèíåàðèçîâàí-
íûå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íà ïîäõîäÿùèì îáðàçîì îïðåäåëåííûå ëèíåàðèçîâàííûå
äèâèçîðû Âåéëÿ.
Äâà ëèíåàðèçîâàííûõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèÿ L1 è L2 íà G-ìíîãîîáðàçèè X íàçûâà-

þòñÿ GIT-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè Xss(L1) = Xss(L2). Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ25,26,27,

23C.S.Seshadri: Quotient spaces modulo reductive algebraic groups. Ann. Math. 95 (1972), 511�556.
24J.Hausen: Geometric invariant theory based on Weil divisors. Compos. Math. 140 (2004), no. 6,

1518�1536.
25I.V.Dolgachev, Y.Hu: Variation of geometric invariant theory quotients. (With an appendix: �An

example of a thick wall� by N.Ressayre). Publ. Math., Inst. Hautes Etud. Sci. 87 (1998), 5�56.
26M.Thaddeus: Geometric invariant theory and �ips. J. Amer. Math. Soc. 9 (1996), 691�723.
27N.Ressayre: The GIT-equivalence for G-line bundles. Geom. Dedicata 81 (2000), no. 1�3, 295�324.
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äëÿ ïðîåêòèâíîãî G-ìíîãîîáðàçèÿ îòíîøåíèå GIT-ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò íà
êîíóñå ëèíåàðèçîâàííûõ îáèëüíûõ ðàññëîåíèé ñòðóêòóðó âååðà. Áóäåì íàçûâàòü
ýòîò âååð GIT-âååðîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà è âû÷èñëåíèÿ GIT-
âååðà â óêàçàííûõ ðàáîòàõ èñïîëüçîâàëñÿ ÷èñëåííûé êðèòåðèé Ìàìôîðäà. Íàïðè-
ìåð, È.Â. Äîëãà÷åâ è Þ. Õó25 âû÷èñëèëè ýòèì ìåòîäîì GIT-âååð äëÿ äèàãîíàëüíîãî
äåéñòâèÿ ãðóïïû SL(n) íà (Pn−1)m.
Â ðàáîòå Ô. Áåðõòîëüäà è Þ. Õàóçåíà28 â ñëó÷àå äåéñòâèÿ òîðà íà àôôèí-

íîì ìíîãîîáðàçèè Z áûë ïðåäëîæåí ýëåìåíòàðíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ GIT-âååðà,
êîòîðûé îïèñûâàåò GIT-ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ðàçëè÷íûõ ëèíåàðèçàöèé òðèâèàëü-
íîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ. Çäåñü GIT-êîíóñà ïîëó÷àþòñÿ âñåâîçìîæíûìè ïåðå-
ñå÷åíèÿìè îðáèòíûõ êîíóñîâ. Åñëè Z ôàêòîðèàëüíî, òî òàê ïîëó÷àþòñÿ âñå qp-
ìàêñèìàëüíûå ïîäìíîæåñòâà. Â äèññåðòàöèè ìû îáîáùàåì ýòîò ïîäõîä è îïèñûâàåì
âñå qp-ìàêñèìàëüíûå è (G, 2)-ìàêñèìàëüíûå ïîäìíîæåñòâà íà àôôèííîì ôàêòîðè-
àëüíîì ìíîãîîáðàçèè ñ äåéñòâèåì ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G. Íàøè ðåçóëüòàòû
âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå À. Áÿëûíèöêèì-Áèðóëåé è É. Ñâèöèöêîé îïèñà-
íèÿ ìàêñèìàëüíûõ õîðîøèõ ïîäìíîæåñòâ äëÿ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé òîðîâ è äëÿ
äåéñòâèé ïîäòîðîâ íà òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîìáèíà-
òîðíîå îïèñàíèå ìàêñèìàëüíûõ õîðîøèõ G-ïîäìíîæåñòâ, ôàêòîðïðîñòðàíñòâà äëÿ
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, èëè, áîëåå îá-
ùî, àëãåáðàè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè, íåèçâåñòíî. Ïðèìåð, ðàçîáðàííûé â ðàáîòå29,
ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîå îïèñàíèå åäâà ëè âîçìîæíî.
Îäíîé èç îñíîâíûõ èäåé, èñïîëüçîâàííûõ â äèññåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñ ðå-

çóëüòàòîâ ñ àôôèííûõ íà ïðîèçâîëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé
êîíñòðóêöèè Êîêñà. Â èçâåñòíîé ðàáîòå30 Ä. Êîêñ ñâÿçàë ñ êàæäûì íåâûðîæäåííûì
òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðîå ïîçæå ñòàëè íàçûâàòü êîëü-
öîì Êîêñà òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Þ. Õó è C. Êèë31 çàìåòèëè, ÷òî êîëüöî Êîêñà
ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé, è îõàðàêòåðèçîâàëè
ìíîãîîáðàçèÿ ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì êîëüöîì Êîêñà â òåðìèíàõ ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè èíâàðèàíòîâ. Ãðóáî ãîâîðÿ, êîëüöî Êîêñà íîðìàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ñ
êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ Cl (X) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

R(X) :=
⊕

D∈Cl (X)

Γ(X,OX(D)).

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå, îñîáåííî â ñëó÷àå íàëè÷èÿ êðó÷åíèÿ â ãðóïïå Cl (X), òðå-
áóåò äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé, ñì.32,33 è [4]. Âàæíûì ñâîéñòâîì êîëüöà Êîêñà ïðè
óñëîâèè ñâîáîäíîñòè ãðóïïû Cl (X) ÿâëÿåòñÿ åãî ôàêòîðèàëüíîñòü32,34. Åñëè â ãðóï-
ïå Cl (X) åñòü êðó÷åíèå, ìû îïðåäåëÿåì ãðàäóèðîâàííóþ âåðñèþ ôàêòîðèàëüíîñòè
è äîêàçûâàåì, ÷òî êîëüöî R(X) åþ îáëàäàåò, à òàêæå ïðèâîäèì ïðèìåðû íåôàêòî-
ðèàëüíûõ êîëåö Êîêñà.

28F.Berchtold, J.Hausen: GIT-equivalence beyond the ample cone. Michigan Math. J. 54 (2006), 483�
515.

29J.�Swi�ecicka: A combinatorial construction of sets with good quotients by an action of a reductive
group. Colloq. Math. 87 (2001), no. 1, 85�102.

30D.A.Cox: The homogeneous coordinate ring of a toric variety. J. Alg. Geom. 4 (1995), 17�50.
31Y.Hu, S.Keel: Mori dream spaces and GIT. Michigan Math. J. 48 (2000), 331�348.
32F.Berchtold, J.Hausen: Homogeneous coordinates for algebraic varieties. J. Algebra 266 (2003), no. 2,

636�670.
33J.Hausen: Cox rings and combinatorics II. Mosc. Math. J. 8 (2008), no. 4, 711�757.
34E.J.Elizondo, K.Kurano, K.Watanabe: The total coordinate ring of a normal projective variety. J.

Algebra 276 (2004), no. 2, 625�637.
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Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X èìååò êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ãðóï-
ïó Cl (X) è êîíå÷íî ïîðîæäåííîå êîëüöî Êîêñà R(X). Òîòàëüíûì êîîðäèíàòíûì
ïðîñòðàíñòâîì X ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâàþò àôôèííîå (îäíîðîäíî ôàêòîðèàëü-
íîå) ìíîãîîáðàçèå SpecR(X). Îïðåäåëèì êâàçèòîð Íåðîíà-Ñåâåðè HX ìíîãîîáðàçèÿ
X êàê äèàãîíàëèçóåìóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó, ãðóïïà õàðàêòåðîâ êîòîðîé îòîæ-
äåñòâëåíà ñ Cl (X). Òîãäà Cl (X)-ãðàäóèðîâêà íà R(X) îïðåäåëÿåò äåéñòâèå êâàçè-
òîðà HX íà ìíîãîîáðàçèè X. Èìååòñÿ îòêðûòîå HX-èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî
X̂ ⊆ X, äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó èìååò êîðàçìåðíîñòü > 2, è ìíîãîîáðàçèå X ðåàëè-
çóåòñÿ êàê õîðîøèé ôàêòîð X̂ ïî äåéñòâèþ êâàçèòîðà HX . Ìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè
q : X̂ → X íàçûâàþò óíèâåðñàëüíûì òîðñîðîì èëè ðåàëèçàöèåé Êîêñà äëÿ ìíîãî-
îáðàçèÿ X. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåðû ðåàëèçàöèé Êîêñà âîçíèêàëè â ðàçíûõ
ðàáîòàõ äî èëè îäíîâðåìåííî ñ ïóáëèêàöèåé ñòàòüè Ä. Êîêñà. Íàïðèìåð, ïîñòðîåí-
íàÿ Ý.Á. Âèíáåðãîì35 îáåðòûâàþùàÿ ïîëóãðóïïà â íàøåé òåðìèíîëîãèè ÿâëÿåòñÿ
òîòàëüíûì êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ÷óäåñíîé êîìïàêòèôèêàöèåé ïîëóïðî-
ñòîé ãðóïïû ïðèñîåäèíåííîãî òèïà â ñìûñëå äå Êîí÷èíè�Ïðî÷åçè.
Â ðàáîòå Ô. Áåðõòîëüäà è Þ. Õàóçåíà36 ïðåäëîæåí ñïîñîá êîäèðîâàòü ðåàëèçàöèþ

Êîêñà ìíîãîîáðàçèÿ X ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ äàííûõ, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìîé
îáðàçóþùèõ ôàêòîðèàëüíîãî êîëüöà R(X). Àâòîðû íàçâàëè ýòè äàííûå êîëüöîì
ñî ñâÿçêîé (a bunched ring). Èñïîëüçóÿ êîëüöî ñî ñâÿçêîé, ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü
ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
Ðåàëèçàöèÿ Êîêñà îêàçûâàåòñÿ óäîáíîé äëÿ çàäàíèÿ ìíîãîîáðàçèé òîãî èëè èíîãî

òèïà. Íàïðèìåð, â ðàáîòå Â.Â. Áàòûðåâà è Ô. Õàääàä37 íà ýòîì ïóòè áûëî íàéäå-
íî åäèíîîáðàçíîå îïèñàíèå âñåõ àôôèííûõ SL(2)-âëîæåíèé êàê ôàêòîðîâ ÷åòûðåõ-
ìåðíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êîëüöî Êîêñà òîðè÷åñêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ, íî äëÿ íåïîëíûõ ìíîãîîáðàçèé îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Òåì íå ìåíåå, âû÷èñëåíèå êîëüöà Êîêñà ÷àñòî ïîçâîëÿåò íàéòè
âñå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ â äàííîì êëàññå ìíîãîîáðàçèé, ñì.38,37, [6], [12] è [13].
Â äèññåðòàöèè îñíîâíîå ïðèìåíåíèå êîíñòðóêöèè Êîêñà ñâÿçàíî ñ êëàññèôèêàöè-

åé âëîæåíèé ñ ìàëîé ãðàíèöåé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âëîæåíèå (X, x) îäíîðîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà G/H èìååò ìàëóþ ãðàíèöó39, åñëè ìíîãîîáðàçèå X íîðìàëüíî è äî-
ïîëíåíèå ê îòêðûòîé G-îðáèòå â X èìååò êîðàçìåðíîñòü > 2. Åñëè H � ïîäãðóïïà
Ãðîññõàíñà â G, òî åäèíñòâåííûì àôôèííûì âëîæåíèåì ñ ìàëîé ãðàíèöåé îäíî-
ðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H ÿâëÿåòñÿ åãî êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå CE(G/H). Ïðèìåð
ïðîåêòèâíîãî âëîæåíèÿ ñ ìàëîé ãðàíèöåé îïðåäåëÿåò äèàãîíàëüíîå äåéñòâèå ãðóïïû
SL(n) íà (Pn−1)m ïðèm < n. Äëÿ âëîæåíèé ñ ìàëîé ãðàíèöåé êîëüöî Êîêñà R(X) ñîâ-
ïàäàåò ñ êîëüöîì Êîêñà îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà R(G/H), êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü
èçîìîðôíî K[G/H1], ãäå H1 � ïåðåñå÷åíèå ÿäåð âñåõ õàðàêòåðîâ ïîäãðóïïû H. Óíè-
âåðñàëüíûì òîðñîðîì ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ G/H1 → G/H, è
äëÿ îïèñàíèÿ âëîæåíèé ñ ìàëîé ãðàíèöåé è îïðåäåëåííûìè óñëîâèÿìè ìàêñèìàëüíî-
ñòè (ïðîåêòèâíîñòü, A2-ìàêñèìàëüíîñòü, 2-ïîëíîòà) ìû èñïîëüçóåì êîìáèíàòîðíîå
îïèñàíèå ìàêñèìàëüíûõ õîðîøèõ HX-ïîäìíîæåñòâ íà àôôèííîì (ôàêòîðèàëüíîì)

35E.B.Vinberg: On reductive algebraic semigroups. In �Lie Groups and Lie Algebras: E.B.Dynkin
Seminar� (S.Gindikin, E. Vinberg Eds.), AMS Transl. 169 (1995), 145�182.

36F.Berchtold, J.Hausen: Cox rings and combinatorics. Trans. Amer. Math. Soc. 359 (2007), no. 3,
1205�1252.

37V.Batyrev, F.Haddad: On the geometry of SL(2)-equivariant �ips. Moscow Math. J. 8 (2008), no. 4,
621�646.

38Ñ.À.Ãàéôóëëèí: Àôôèííûå òîðè÷åñêèå SL(2)-âëîæåíèÿ. Ìàò. ñáîðíèê 199:3 (2008), 3�24.
39F.Bien, A.Borel: Sous-groupes �epimorphiques de groupes lin�eaires alg�ebriques II. C. R. Acad. Sci.

Paris. S�erie I. 315 (1992), 1341�1346.



9

ìíîãîîáðàçèè CE(G/H1). Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó êîíå÷íîñòè äëÿ òàêèõ
âëîæåíèé. Ïîñêîëüêó âëîæåíèÿ ñ ìàëîé ãðàíèöåé âîçíèêàþò ó íàñ âìåñòå ñî ñâîåé
ðåàëèçàöèåé Êîêñà, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé êîëåö ñî ñâÿçêàìè è îïèñàòü
âñå ëîêàëüíî ôàêòîðèàëüíûå è Q-ôàêòîðèàëüíûå âëîæåíèÿ, à òàêæå âû÷èñëèòü ðàç-
ëè÷íûå êîíóñà äèâèçîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå âëîæåíèÿ.
Òàêæå ðåàëèçàöèÿ Êîêñà èñïîëüçîâàíà â äèññåðòàöèè äëÿ îïèñàíèÿ qp-ìàêñèìàëü-

íûõ è (G, 2)-ìàêñèìàëüíûõ õîðîøèõ G-ïîäìíîæåñòâ íà ïðîèçâîëüíîì íîðìàëüíîì
G-ìíîãîîáðàçèè X ñî ñâîáîäíîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé Cl (X) è êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûì êîëüöîì R(X). Äëÿ ýòîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó õîðîøè-
ìè G-ïîäìíîæåñòâàìè íà X è õîðîøèìè (G×HX)-ïîäìíîæåñòâàìè íà X. Â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ äàííîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé ìû ïîëó÷àåì ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ
À. Áÿëûíèöêîãî-Áèðóëè40 î êîíå÷íîñòè ÷èñëà qp-ìàêñèìàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàíèå äåéñòâèé àôôèííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íà àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ; èçó÷åíèå ñâîéñòâ àôôèííûõ âëîæåíèé îäíîðîäíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ; èññëåäîâàíèå âàæíîãî èíâàðèàíòà íîðìàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ � êîëüöà Êîêñà; ïðèìå-
íåíèå êîíñòðóêöèè Êîêñà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîá-
ðàçîâàíèé, ðàçâèòèå êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ
ïðèìåíèòåëüíî ê îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ ýòîé òåîðèè � çàäà÷å ýôôåêòèâíî-
ãî îïèñàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ, äîïóñêàþùèõ õîðîøèé ôàêòîð;
êëàññèôèêàöèÿ âëîæåíèé ñ ìàëîé ãðàíèöåé äëÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ; èçó÷åíèå
ãåîìåòðèè òàêèõ âëîæåíèé è GIT-ôàêòîðîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ñîâðåìåííîé òåîðèè èí-
âàðèàíòîâ, ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé àôôèííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï, ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è êîììóòàòèâíîé àëãåáðû, òåîðèè ãðóïï è
àëãåáð Ëè, âûïóêëîé è êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè, êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ãåîìåòðè-
÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþ-
ùåì.
1. Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ àôôèííûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñëîæíîñòè

îäèí ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Ýòîò ðåçóëüòàò çàâåðøàåò êëàññèôèêà-
öèþ àôôèííûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï ìàëîé ñëîæíîñòè è
ïîäòâåðæäàåò ïðåäïîëîæåíèå, âûñêàçàííîå Ý.Á. Âèíáåðãîì â 1986 ã. Êëàññèôè-
öèðîâàíû ëèíåéíûå ðåäóêòèâíûå ãðóïïû ñî ñôåðè÷åñêèìè îðáèòàìè.

2. Ïîëó÷åíî ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå íîðìàëüíûõ ñòÿãèâàíèé àôôèííûõ ñôåðè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèé, äàíà õàðàêòåðèçàöèÿ òîòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ òàêèõ ñòÿãèâà-
íèé.

3. Íàéäåíû âñå àôôèííûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ðåäóêòèâíîé ãðóïïû, êàæäîå
àôôèííîå âëîæåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò (ñîâì. ñ Ä.À. Òè-
ìàøåâûì); âû÷èñëåíî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäàëüíîñòè ïî âñåì àôôèííûì
âëîæåíèÿì àôôèííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà.

4. Ðåøåíà çàäà÷à êëàññèôèêàöèè àôôèííûõ G-àëãåáð, â êîòîðûõ êàæäàÿ èíâàðè-
àíòíàÿ ïîäàëãåáðà êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

40A. Bia lynicki-Birula: Finiteness of the number of maximal open subsets with good quotients.
Transform. Groups 3 (1998), no. 4, 301�319.
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5. Äîêàçàíà ñòàáèëüíîñòü äèàãîíàëüíîãî äåéñòâèÿ ïîëóïðîñòîé ãðóïïû G íà äåêàð-
òîâîé ñòåïåíè Xm àôôèííîãî G-ìíîãîîáðàçèÿ X ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷å-
íèÿõ m. Íàéäåíû âñå ïðîñòûå è ïîëóïðîñòûå íåïðèâîäèìûå ïîäãðóïïû ïðîñòîé
ãðóïïû G, êîòîðûå ñòàáèëüíî äåéñòâóþò íà ãëàâíîì àôôèííîì îäíîðîäíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ãðóïïû G.

6. Èññëåäîâàí íîâûé èíâàðèàíò àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ � êîëüöî Êîêñà. Äî-
êàçàíà îäíîðîäíàÿ ôàêòîðèàëüíîñòü êîëåö Êîêñà, âû÷èñëåíî êîëüöî Êîêñà îä-
íîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû, íàéäåíû ïðèìåðû êîëåö Êîêñà,
íå ÿâëÿþùèõñÿ ôàêòîðèàëüíûìè.

7. Ðàçâèò íîâûé ìåòîä ïðèìåíåíèÿ êîëåö Êîêñà â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï
ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçîâàí ïðè ðåøåíèè îäíîé èç öåíòðàëüíûõ
çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ: çàäà÷è îïèñàíèÿ îòêðûòûõ èíâàðè-
àíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, äîïóñêàþùèõ õîðîøèé ôàêòîð. Äëÿ äåéñòâèÿ ðåäóêòèâ-
íîé ãðóïïû íà ìíîãîîáðàçèè ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì êîëüöîì Êîêñà îïèñàíû
òàêèå ïîäìíîæåñòâà ñ êâàçèïðîåêòèâíûì è A2-ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì, äîêàçàíà
êîíå÷íîñòü ÷èñëà ìàêñèìàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè, íàéäåíà ðå-
àëèçàöèÿ Êîêñà ãëóáîêèõ GIT-ôàêòîðîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü
âàæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ôàêòîðïðîñòðàíñòâ â êîìáèíàòîðíûõ
òåðìèíàõ.

8. Ðåøåíà çàäà÷à êîìáèíàòîðíîãî îïèñàíèÿ âëîæåíèé ñ ìàëîé ãðàíèöåé äëÿ îä-
íîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï; îïèñàíû ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ ñ
ìàëîé ãðàíèöåé, äîêàçàíà òåîðåìà êîíå÷íîñòè äëÿ òàêèõ âëîæåíèé. Ýòè ðåçóëü-
òàòû îñíîâàíû íà ïðåäëîæåííîì äèññåðòàíòîì ìåòîäå ðåäóêöèè ê àôôèííîìó
êàíîíè÷åñêîìó âëîæåíèþ.

9. Ðåøåíà èçâåñòíàÿ çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé è ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèè ñþðú-
åêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ óìíîæåíèÿ íà îäíîðîäíûõ êîìïîíåíòàõ ìóëüòèãðàäóè-
ðîâàííîé àëãåáðû. Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Ò. Îäà
â 1997 ã.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàê-
òåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè èí-
âàðèàíòîâ, òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òåîðèè ïðåä-
ñòàâëåíèé. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ñïåöèàëüíûõ êóðñàõ
äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè ìàòåìàòèêà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, à òàêæå íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ è ðîññèéñêèõ
êîíôåðåíöèÿõ.
1. I-é êîëëîêâèóì ïî òåîðèè Ëè è åå ïðèëîæåíèÿì (Âèãî, Èñïàíèÿ, 17�22 èþëÿ

2000 ã.).
2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Geometry and Topology of Quotients¿ (Àðèçîíà,

ÑØÀ, 5�8 äåêàáðÿ 2002 ã.).
3. Ñåìèíàð ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì è òåîðèè èíâàðèàíòîâ (Ìàí÷åñòåð,

Âåëèêîáðèòàíèÿ, 12�15 ìàðòà 2003 ã.).
4. Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 250-ëåòèþ Ìîñêîâ-

ñêîãî óíèâåðñèòåòà è 75-ëåòèþ êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû (Ìîñêâà, 27 ìàÿ � 2
èþíÿ 2004 ã.).

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 60-ëåòèþÞ.À. Äðîç-
äà (Êèåâ, Óêðàèíà, 23�24 äåêàáðÿ 2004 ã.).
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6. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè (Îñàêà, ßïîíèÿ, 29 ìàÿ
� 3 èþíÿ 2006 ã.).

7. Ñåìèíàð ïî ãðóïïàì Ëè, àëãåáðàè÷åñêèì ãðóïïàì è ãðóïïàì ïðåîáðàçîâàíèé
(Áèëåôåëüä, Ãåðìàíèÿ, 15�16 èþëÿ 2006 ã.).

8. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ðàäèêàëàì ¾ICOR-2006¿ (Êèåâ, Óêðàèíà, 1�5
àâãóñòà 2006 ã.).

9. Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð ¾Group Embeddings: Geometry and Representations¿
(Áàíôô, Êàíàäà, 16�21 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.).

10. Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ
Ä.Ê. Ôàääååâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 24�29 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.).

11. Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ À.Ã. Êó-
ðîøà (Ìîñêâà, 28 ìàÿ � 3 èþíÿ 2008 ã.).

12. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾New Horizons in Toric Topology¿ (Ìàí÷åñòåð,
Âåëèêîáðèòàíèÿ, 7�11 èþëÿ 2008 ã.).

13. Êîíôåðåíöèÿ ¾Ìîëîäàÿ Ìàòåìàòèêà Ðîññèè¿ (Ìîñêâà, 12�13 ÿíâàðÿ 2009 ã.).
14. Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð ¾Cox Rings¿ (Òþáèíãåí, Ãåðìàíèÿ, 10�11 èþëÿ 2009 ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà çàñåäàíèè Ìîñêîâñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî Îáùåñòâà 19 ôåâðàëÿ 2008 ã., ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ìàëüöåâñêèå ×òå-
íèÿ¿ â èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ (Íîâîñèáèðñê) â 2004, 2006 è 2008 ã., íà àë-
ãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå èíñòèòóòà Àíðè Ïóàíêàðå (Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ, 19 ìàÿ 2003 ã.),
íà ñåìèíàðå ïî àëãåáðå è ãåîìåòðèè èíñòèòóòà Ôóðüå (Ãðåíîáëü, Ôðàíöèÿ) â 1999,
2001 è 2003 ã., íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñåìèíàðàõ Êèåâñêîãî Íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Ò.Ã. Øåâ÷åíêî è èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû â 2004, 2007 è 2009 ã., è
íà ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè Ýäèíáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà (Ýäèíáóðã, Âåëèêîáðèòàíèÿ,
5 íîÿáðÿ 2009 ã.). Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàëèñü â ïðîãðàììàõ ñïåöèàëü-
íûõ êóðñîâ ïî òåîðèè èíâàðèàíòîâ è òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íà ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, â èíñòèòóòå Ôóðüå (Ãðåíîáëü, Ôðàíöèÿ, àïðåëü�
èþíü 2003 ã.) è â Òþáèíãåíñêîì óíèâåðñèòåòå (Òþáèíãåí, Ãåðìàíèÿ, àïðåëü�èþíü
2007 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 19 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ
ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è 6 ãëàâ, ãëàâû
äåëÿòñÿ íà ðàçäåëû. Îáú¼ì äèññåðòàöèè � 244 ñòð., ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò
139 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè äàíà îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, èçëîæåíà êðàòêàÿ èñòîðèÿ ðåøà-
åìûõ çàäà÷ è èõ ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäî-
âàíèÿ è êðàòêî îïèñûâàåòñÿ ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Çäåñü æå çàôèêñèðîâàíû îñíîâíûå
ñîãëàøåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Â ãëàâe 1 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðå-
îáðàçîâàíèé àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ðàçäåëå 1.1 ìû íàïîìèíàåì íåîáõîäèìûå
ñâåäåíèÿ îá àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ ïðåîáðàçîâàíèé è îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Â ðàçäåëå 1.2 ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ àôôèííûõ îäíîðîä-
íûõ ïðîñòðàíñòâ ñëîæíîñòè îäèí ïîëóïðîñòûõ ãðóïï. Îäíèì èç âàæíåéøèõ êëàñ-
ñèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ
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êëàññèôèêàöèÿ Ì. Êðàìåðà41 ñôåðè÷åñêèõ àôôèííûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðî-
ñòûõ ãðóïï. Ñîñòàâëåííûå â ðàáîòå41 òàáëèöû, êîòîðûå ïîìèìî ïåðå÷íÿ îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâ ñîäåðæàò îáðàçóþùèå âåñîâîé ïîëóãðóïïû äëÿ êàæäîãî èç ïðîñòðàíñòâ,
ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ ïî òåîðèè èíâàðèàíòîâ, òåîðèè ïðåäñòàâëå-
íèé, òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêå. Êëàññèôèêàöèÿ ñôåðè÷åñêèõ àôôèííûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëóïðî-
ñòûõ ãðóïï áûëà ïîëó÷åíà È.Â. Ìèêèòþêîì42 è, íåçàâèñèìî, Ì. Áðèîíîì43. Íàêîíåö,
âñå àôôèííûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ñëîæíîñòè îäèí ïðîñòûõ ãðóïï áûëè íàé-
äåíû Ä.È. Ïàíþøåâûì44. Â äèññåðòàöèè ìû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå çàâåðøàåì ýòîò
êëàññèôèêàöèîííûé öèêë è ïîëó÷àåì ñïèñîê àôôèííûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ
ñëîæíîñòè îäèí ïîëóïðîñòûõ ãðóïï. Ýòî ðåçóëüòàò ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñ Î.Â. ×ó-
âàøîâîé [7]. Çäåñü æå ìû íàïîìèíàåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ñèìïëåêòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè è òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è îáúÿñíÿåì çíà÷åíèå
îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñëîæíîñòè îäèí äëÿ ýòèõ îáëàñòåé. Èñïîëüçîâàííûé íà-
ìè ìåòîä êëàññèôèêàöèè áëèçîê ê ìåòîäó ðàáîòû È.Â. Ìèêèòþêà42. Â ÷àñòíîñòè,
îïåðàöèÿ, êîòîðóþ ìû íàçûâàåì ñöåïêîé, â42 íàçûâàëàñü "ðàñøèðåíèåì ïàð". Îò-
ìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ñöåïêè äâóõ ïàð àëãåáðà-ïîäàëãåáðà ïîçâîëÿåò èç-
áåæàòü ðàññìîòðåíèÿ ãëóáèíû ïîäàëãåáðû (Ì. Áðèîí) è ïðîâîäèòü èíäóêöèþ ëèøü
ïî ÷èñëó ïðîñòûõ êîìïîíåíò îáúåìëþùåé àëãåáðû. Âû÷èñëåíèå ñëîæíîñòè îäíîðîä-
íîãî ïðîñòðàíñòâà îñíîâàíî íà èçó÷åíèè ñòàöèîíàðíîé ïîäàëãåáðû îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èçîòðîïèè è ïðèìåíåíèè ôîðìóë Ïàíþøåâà (òåîðåìû 1.11 è
1.12). Êàê ïîêàçûâàåò íàøà êëàññèôèêàöèÿ, ñïèñêè îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñëîæ-
íîñòè 6 1 èìåþò ðàçóìíûé îáúåì. Ýòî ïîäòâåðæäàåò ïðåäïîëîæåíèå, âûñêàçàííîå
â ðàáîòå7, ãäå çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâ ñëîæíîñòè îäèí áûëà ïîñòàâëåíà
âïåðâûå.
Ðàçäåë 1.3 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ êîíñòðóêöèè ñòÿãèâàíèÿ äåé-
ñòâèÿ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G íà àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè Y , îïðåäåëåííîé â ðàáîòå
Â.Ë. Ïîïîâà45, è õàðàêòåðèçàöèè ìíîãîîáðàçèé, âîçíèêàþùèõ â êà÷åñòâå òîòàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ ñòÿãèâàíèÿ. Ñòÿãèâàíèå äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðó-
ìåíòîâ, èñïîëüçóåìûõ â ñîâðåìåííîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ. Åãî ýôôåêòèâíîñòü îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñòÿãèâàíèå ñîõðàíÿåò ìíîãèå ñâîéñòâà äåéñòâèÿ, íî ïðèâîäèò ê
äåéñòâèÿì, êîòîðûå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïðîùå. Ìû ïðèìåíÿåì ýòó êîíñòðóêöèþ
ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè äåéñòâèé ñ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì òèïè÷íûõ îð-
áèò. Èíâàðèàíòíûå ôèëüòðàöèè, ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ ñòÿãèâàíèå, ìîæíî çàäà-
âàòü âûïóêëûìè êîíóñàìè, è â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Y êàæäîå íîð-
ìàëüíîå ñòÿãèâàíèå òàê ðåàëèçóåòñÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê àôôèííûì àëãåáðàè÷åñêèì
ìîíîèäàì òàêîé ïîäõîä èñïîëüçîâàí â ðàáîòå Ý.Á. Âèíáåðãà35.
Â ðàçäåëå 1.4 ìû êëàññèôèöèðóåì âñå êîíå÷íîìåðíûå ðàöèîíàëüíûå G-ìîäóëè
ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G, â êîòîðûõ âñå G-îðáèòû ñôåðè÷íû. Äîêàçàíî, ÷òî êàæäûé
òàêîé ìîäóëü ñòàíîâèòñÿ ñôåðè÷åñêèì ïîñëå ðàñøèðåíèÿ ãðóïïû G öåíòðàëèçóþ-
ùèì åå òîðîì. Êëàññèôèêàöèÿ ñôåðè÷åñêèõ ìîäóëåé ïîëó÷åíà â ðàáîòå Ê. Áåíñîíà

41M.Kr�amer: Sph�arische Untergruppen in kompakten zusammenh�angenden Liegruppen. Composit.
Math. 38 (1979), 129�153.

42È.Â.Ìèêèòþê: Îá èíòåãðèðóåìîñòè èíâàðèàíòíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ îäíîðîäíûìè êîí-
ôèãóðàöèîííûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ìàò. ñáîðíèê 129:4 (1986), 514�534.

43M.Brion: Classi�cation des espaces homog�enes sph�eriques. Compositio Math. 63 (1987), 189�208.
44D.I.Panyushev: Complexity of quasia�ne homogeneous varieties, t-decompositions, and a�ne

homogeneous spaces of complexity 1. Advances in Soviet Math. 8 (1992), 151�166.
45Â.Ë.Ïîïîâ: Ñòÿãèâàíèå äåéñòâèé ðåäóêòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Ìàò. ñáîðíèê 130:3

(1986), 310�334.
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è Ã. Ðàòêëèôôà è, íåçàâèñèìî, À.Ñ. Ëåõè. Ðåçóëüòàòû êëàññèôèêàöèè ñîáðàíû â òàá-
ëèöàõ 5�7. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî àëãåáðû Gs- è U -èíâàðèàíòîâ äëÿ òàêèõ G-ìîäóëåé
ñâîáîäíû. Êëàññèôèöèðîâàíû äåéñòâèÿ ñî ñôåðè÷åñêèìè îðáèòàìè íà ïðîåêòèâèçà-
öèÿõ P(V ) êîíå÷íîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ G-ìîäóëåé V . Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâà-
íû â ðàáîòå [9]. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ
Ê. Êàâåõà, À. Ãîðè è Ô. Ïîäåñòû.
Â ðàçäåëå 1.5 äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèÿ ïîëóïðîñòîé ãðóïïû G íà
àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè X íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî äèàãîíàëüíîå
äåéñòâèå ãðóïïû G íà äåêàðòîâîé ñòåïåíè X × X × · · · × X (m êîïèé) ñòàáèëüíî
äëÿ ëþáîãî m > n. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïèðàþòñÿ íà ðàáîòó Ý.Á. Âèíáåðãà46

è îïóáëèêîâàíû â [3].
Â ðàçäåëå 1.6 äàíî íîâîå ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî íåòðèâèàëüíîé èìïëèêà-
öèè â êðèòåðèè Ìàöóñèìû: åñëè îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H ðåäóêòèâíîé ãðóïïû
G ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì, òî ïîäãðóïïà H ðåäóêòèâíà. Â îòëè÷èå îò
äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâ, ãäå ðåäóêòèâíîñòü H âûâîäèòñÿ èç îòñóòñòâèÿ â H íåòðè-
âèàëüíûõ íîðìàëüíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî âñå êîíå÷íî-
ìåðíûå ðàöèîíàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû H âïîëíå ïðèâîäèìû. Äëÿ ýòîãî ìû
ðàññìàòðèâàåì èíâàðèàíòíûå èäåàëû â àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé K[G/H] è ïî-
êàçûâàåì, ÷òî àôôèííîñòü G/H ðàâíîñèëüíà òðèâèàëüíîñòè èäåàëà, îïðåäåëåííîãî
â ðàáîòå Ý.Á. Âèíáåðãà46. Ïîìèìî äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ Ìàöóñèìû, èíôîðìàöèÿ
îá èíâàðèàíòíûõ èäåàëàõ â àëãåáðå K[G/H] ìîæåò áûòü ïîëåçíà è â äðóãèõ ñèòóà-
öèÿõ. Â ñëó÷àå, êîãäà àëãåáðà K[G/H] êîíå÷íî ïîðîæäåíà, îíà ñîäåðæèò íàèìåíü-
øèé íåíóëåâîé ðàäèêàëüíûé èíâàðèàíòíûé èäåàë (ìû íàçûâàåì åãî ãðàíè÷íûì),
êîòîðûé ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ íà äîïîëíåíèè ê îòêðûòîé îðáèòå â êà-
íîíè÷åñêîì âëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà G/H. Åñëè G ðåäóêòèâíà, òî â K[G/H] åñòü è
íàèáîëüøèé ñîáñòâåííûé èíâàðèàíòíûé èäåàë Im; îí ñîîòâåòñòâóåò (åäèíñòâåííîé)
çàìêíóòîé G-îðáèòå â êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè. Åñëè íå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àëãåáðà
K[G/H] êîíå÷íî ïîðîæäåíà, òî íàèáîëüøèé èíâàðèàíòíûé èäåàë âñå ðàâíî ñóùå-
ñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ èäåàëîì, îïðåäåëåííûì Ý.Á. Âèíáåðãîì. Ìû îïðåäåëÿåì â ýòîé
ñèòóàöèè àíàëîã ãðàíè÷íîãî èäåàëà è ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ îáîçðèìîé ïîäãðóïïû
H óñëîâèå àôôèííîñòè îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ãðà-
íè÷íûé èäåàë àëãåáðû K[G/H] ñîâïàäàåò ñî âñåé àëãåáðîé. Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 1.6
îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [11].
Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà àôôèííûì âëîæåíèÿì îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ïåðâîì ðàç-
äåëå ìû ðàññìàòðèâàåì àôôèííî çàìêíóòûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà. Â ñëó÷àå
ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G èç ðåçóëüòàòîâ Ä. Ëóíû17 ñëåäóåò, ÷òî îäíîðîäíîå ïðîñòðàí-
ñòâî G/H àôôèííî çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîäãðóïïà H ðåäóêòèâ-
íà è èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â ñâîåì íîðìàëèçàòîðå NG(H). Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ
Í.À. Òåííîâîé [18] ìû îáîáùàåì òåîðåìó Ëóíû è îïèñûâàåì àôôèííî çàìêíóòûå
îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G.
Òåîðåìà 2.3 Ïóñòü G = LGu � ðàçëîæåíèå Ëåâè àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóï-
ïû G â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðåäóêòèâíîé ïîäãðóïïû L è óíèïîòåíòíîãî ðàäè-
êàëà Gu, φ : G→ G/Gu ∼= L è K := φ(H). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H àôôèííî çàìêíóòî;
(2) îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî L/K àôôèííî çàìêíóòî.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ìû ïåðåõîäèì ê êëàññèôèêàöèè àôôèííûõ îäíîðîäíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï, êàæäîå àôôèííîå âëîæåíèå êîòîðûõ èìååò êîíå÷íîå

46E.B.Vinberg: On stability of actions of reductive algebraic groups. �Lie Algebras, Rings and Related
Topics�, Fong Yuen, A.A.Mikhalev, E.Zelmanov Eds, Springer-Verlag Hong-Kong (2000), 188�202.
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÷èñëî G-îðáèò. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýòîìó òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿþò âñå ñôå-
ðè÷åñêèå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà. Èç ÿâíîãî îïèñàíèÿ àôôèííûõ âëîæåíèé ãðóï-
ïû SL(2), ïîëó÷åííîãî Â.Ë. Ïîïîâûì16, ñëåäóåò, ÷òî çäåñü òàêæå ÷èñëî îðáèò âñåãäà
êîíå÷íî. Çàìåòèì, ÷òî SL(2)-âëîæåíèÿ èìåþò ñëîæíîñòü îäèí. Íàêîíåö, î÷åâèäíî,
÷òî èíòåðåñóþùåìó íàñ óñëîâèþ êîíå÷íîñòè óäîâëåòâîðÿþò àôôèííî çàìêíóòûå îä-
íîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìàòðèâàÿ àôôèííî çàìêíóòîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî
G/T , ãäå T � ìàêñèìàëüíûé òîð ãðóïïû G, ìû çàìå÷àåì, ÷òî ñëîæíîñòü àôôèííî
çàìêíóòîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Ïîýòîìó,
â îòëè÷èå îò ïðîåêòèâíûõ âëîæåíèé, êîíå÷íîñòü ÷èñëà îðáèò â àôôèííûõ âëîæå-
íèÿõ íå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà òîëüêî â òåðìèíàõ ñëîæíîñòè. Ïîëó÷åííàÿ
â ñîâìåñòíîé ñ Ä.À. Òèìàøåâûì ðàáîòå [16] êëàññèôèêàöèÿ ïî ñóùåñòâó çàäàåò
åñòåñòâåííîå îáúåäèíåíèå óêàçàííûõ âûøå òðåõ êëàññîâ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ
(òåîðåìà 2.9). Â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà â ðàáîòå [2] íàéäåíî ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäàëüíîñòè ïî âñåì àôôèííûì âëîæåíèÿì äàííîãî àôôèííîãî
îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàæäîìó êâàçèàôôèííîìó îäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâó
G/H ñîïîñòàâèì öåëîå ÷èñëî

aG(G/H) = max
X

modG(X),

ãäå X ïðîáåãàåò âñå àôôèííûå âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà G/H.

Òåîðåìà 2.16 Ïóñòü H � ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà â G.
(1) Åñëè ãðóïïà NG(H)/H êîíå÷íà, òî aG(G/H) = 0.
(2) Åñëè NG(H)/H áåñêîíå÷íà, òî

aG(G/H) = max
H′

c(G/H ′),

ãäå H ′ ïðîáåãàåò âñå íåòðèâèàëüíûå ðàñøèðåíèÿ H ïðè ïîìîùè îäíîìåðíîãî ïîä-
òîðà èç NG(H). Â ÷àñòíîñòè, aG(G/H) = c(G/H) èëè c(G/H)− 1.

Ñðåäè ïðî÷åãî, ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè çàìûêàíèå SL(3)-îðáèòû íà
ïðîèçâîëüíîì SL(3)-ìíîãîîáðàçèè ìîæåò ñîäåðæàòü (íå áîëåå ÷åì) òðåõïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî îðáèò, òî íà àôôèííîì SL(3)-ìíîãîîáðàçèè â çàìûêàíèè îðáèòû
ìîæåò ëåæàòü (íå áîëåå ÷åì) äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îðáèò. Ïðèìåíèòåëü-
íî ê îäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâó G/{e} òåîðåìà 2.16 äîïóñêàåò àëãåáðàè÷åñêóþ ïå-
ðåôîðìóëèðîâêó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G ñâÿçíà è ïîëóïðîñòà, è ðàññìîòðèì
äåéñòâèå G íà àëãåáðå K[G] ëåâûìè ñäâèãàìè àðãóìåíòà. Ïóñòü A ⊆ K[G] � êîíå÷-
íî ïîðîæäåííàÿ ïîäàëãåáðà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ïðîñòîãî èíâàðèàíòíîãî èäåàëà I ▹ A èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî íà ñòåïåíü
òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîäïîëÿ èíâàðèàíòîâ ïîëÿ ÷àñòíûõ ôàêòîðàëãåáðû A/I:

td(Quot(A/I))G 6 1

2
(dimG− rkG)− 1,

ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïîäàëãåáðà A è èäåàë I, äëÿ êîòîðûõ ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî (ñëåäñòâèå 2.18).
Â ðàçäåëå 2.3 ìû íàïîìèíàåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ïîäãðóïïàõ Ãðîññõàíñà
è èçó÷àåì êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå CE(G/H), ãäå H � ïîäãðóïïà Ãðîññõàíñà â G.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåäóêòèâíàÿ îáîëî÷êà ïîäãðóïïû è èññëåäóåòñÿ, ñëåäóÿ ðàáîòå [10],
íàëè÷èå G-íåïîäâèæíîé òî÷êè â êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè. Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå ìû
ïåðå÷èñëÿåì ñâîéñòâà êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/P u, ãäå
G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà è P u � óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ïàðàáîëè÷åñêîé
ïîäãðóïïû P ãðóïïû G. Ýòè ñâîéñòâà ïîòðåáóþòñÿ íàì â ãëàâå 5. Îíè â îñíîâíîì
áûëè ïîëó÷åíû Ä.À. Òèìàøåâûì è âîøëè â ñîâìåñòíóþ ðàáîòó [19].
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Â ðàçäåëå 2.4 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ïîíÿòèþ ñòàáèëüíîãî äåéñòâèÿ è íàõîäèì âñå
ïðîñòûå è ïîëóïðîñòûå íåïðèâîäèìûå ïîäãðóïïû H ïðîñòîé ãðóïïû G, êîòîðûå
äåéñòâóþò ñòàáèëüíî íà ãëàâíîì àôôèííîì îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ãðóïïû G.
Ïîñëåäíèé òåðìèí âîñõîäèò ê ðàáîòàì È.Ì. Ãåëüôàíäà; â íàøåé òåðìèíîëîãèè ãëàâ-
íîå àôôèííîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå îäíîðîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà G/U , ãäå U � ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ðå-
çóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà èñïîëüçóþò è ðàçâèâàþò ìåòîäû ðàáîòû Ý.Á. Âèíáåðãà46 è
îòâå÷àþò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé â ýòîé ðàáîòå. Îíè îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [8].
Ðàçäåë 2.5 ïîñâÿùåí ýêâèâàðèàíòíûì àâòîìîðôèçìàì àôôèííûõ âëîæåíèé. Ïî-
ñêîëüêó ãðóïïà ýêâèâàðèàíòíûõ àâòîìîðôèçìîâ îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ôàêòîðãðóïïîé NG(H)/H íîðìàëèçàòîðà NG(H), äëÿ êàæäîãî
âëîæåíèÿ G/H ↪→ X ãðóïïà AutG(X) åãî ýêâèâàðèàíòíûõ àâòîìîðôèçìîâ ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîäãðóïïà â NG(H)/H. Ìû èçó÷àåì âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî
ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ãðóïïû NG(H)/H è AutG(X). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà
(òåîðåìà 2.50) óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ àôôèííîãî âëîæåíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîìG-îðáèò
è G-íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû AutG(X)0 ãðóïïû ýêâèâàðè-
àíòíûõ àâòîìîðôèçìîâ ðàçðåøèìà. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí àâòîðîì è îïóáëèêîâàí
â ñîâìåñòíîé ñ Ä.À. Òèìàøåâûì ðàáîòå [19].
Â ðàçäåëå 2.6 êëàññèôèöèðîâàíû àôôèííûå G-àëãåáðû, êàæäàÿ èíâàðèàíò-
íàÿ ïîäàëãåáðà â êîòîðûõ êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Ìû ðàçäåëèëè èõ íà òðè òèïà
(òåîðåìà 2.66): îäíîìåðíûå (â ñìûñëå Êðóëëÿ) àëãåáðû, àëãåáðû ôóíêöèé íà S-
ìíîãîîáðàçèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ ïîëóãðóïïîé ðàíãà îäèí, è àëãåáðû ôóíêöèé íà àô-
ôèííî çàìêíóòûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ âñåõ ïðî÷èõ àôôèííûõ G-àëãåáð
èìååòñÿ åäèíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê íå êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííîé èíâàðèàíòíîé ïîäàëãåáðå (ëåììà 2.60). Äëÿ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G ýòè
ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáîòå [10]. Ñëó÷àé íåðåäóêòèâíîé ãðóïïû G â íåêîòîðîì
ñìûñëå ïðîùå, çäåñü îòñóòñòâóåò âòîðîé èç ïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ. Êëàññèôèêàöèÿ
â ýòîì ñëó÷àå îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòàõ ðàçäåëà 2.1 è îïóáëèêîâàíà â ñîâìåñòíîé ñ
Í.À. Òåííîâîé ðàáîòå [18].
Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ðàçäåë âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåí ïðèìåíåíèþ òåîðèè àôôèííûõ
âëîæåíèé ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè èíâàðèàíòíûõ àëãåáð íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè. Ìû ñèñòåìàòèçèðóåì èçâåñòíûå ðàíåå ôàêòû îá èíâà-
ðèàíòíûõ àëãåáðàõ, óñòàíàâëèâàåì áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûìè èíâàðèàíòíûìè àëãåáðàìè è àôôèííûìè âëîæåíèÿìè, ðàññìàòðèâàåìûìè
ñ òî÷íîñòüþ äî îïðåäåëåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè (òåîðåìà 2.75), à òàêæå óêàçûâàåì
èíòåðïðåòàöèè âûøåèçëîæåííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåðìèíàõ èíâàðèàíòíûõ àëãåáð. Íà-
ïðèìåð, èç òåîðåìû 2.9 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîé ðåàëèçàöèè ñôåðû â êà÷åñòâå îäíî-
ðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè êàæäàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ èíâàðè-
àíòíàÿ àëãåáðà ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàäèêàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ èäåàëîâ.
Âñå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ñîäåðæàòñÿ â [17, Section 5].

Â ãëàâå 3 ðàçðàáàòûâàþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïèñàíèÿ
îòêðûòûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî G-ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùèõ õîðî-
øèé ôàêòîð. Â ïåðâîì ðàçäåëå ìû íàïîìèíàåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î õîðîøèõ
ôàêòîðàõ ïî äåéñòâèþ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû. Â ðàçäåëå 3.2 èçëàãàåòñÿ êîíñòðóê-
öèÿ Ä. Ìàìôîðäà22, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ëèíåàðèçîâàííîìó ðàññëîåíèþ íà
ìíîãîîáðàçèè ìíîæåñòâî åãî ïîëóñòàáèëüíûõ òî÷åê è õîðîøèé ôàêòîð äëÿ ýòîãî
ìíîæåñòâà. Çäåñü æå äàíî áîëåå îáùåå ïîíÿòèå ëèíåàðèçîâàííîãî äèâèçîðà Âåéëÿ è
ïðèâåäåíà òåîðåìà Þ. Õàóçåíà24 î òîì, ÷òî ìíîæåñòâà ïîëóñòàáèëüíûõ òî÷åê ëèíåà-
ðèçîâàííûõ äèâèçîðîâ Âåéëÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ âñå ìàêñèìàëüíûå qp-ïîäìíîæåñòâà.
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Äâà ñëåäóþùèå ðàçäåëà ïîñâÿùåíû êîìáèíàòîðíîìó îïèñàíèþ qp- è (G, 2)-ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ äëÿ äåéñòâèÿ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G íà àôôèííîì ôàêòîðè-
àëüíîì ìíîãîîáðàçèè Z. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, MQ := M ⊗Z Q �
ðàöèîíàëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ðåøåòêîé õàðàêòåðîâ ãðóïïû G
è Z � íåïðèâîäèìîå àôôèííîå G-ìíîãîîáðàçèå.
(1) Âåñîâîé êîíóñ G-ìíîãîîáðàçèÿ Z � ýòî âûïóêëûé êîíóñ ω(Z) ⊆MQ, ïîðîæäåí-
íûé âñåìè õàðàêòåðàìè χ ∈M , äëÿ êîòîðûõ Γ(Z,O)χ ̸= 0.
(2) Äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ Z îïðåäåëèì åå îðáèòíûé êîíóñ êàê âûïóêëûé êîíóñ
ω(z) ⊆MQ, ïîðîæäåííûé âñåìè õàðàêòåðàìè χ ∈M , äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ïîëóèí-
âàðèàíò f ∈ Γ(Z,O)χ ñ f(z) ̸= 0.
(3) Îïðåäåëèì GIT-êîíóñ λ(χ) ⊆MQ õàðàêòåðà χ ∈M êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ îðáèò-
íûõ êîíóñîâ ñîäåðæàùèõ χ:

λ(χ) :=
∩

χ∈ω(z)

ω(z).

(4) Íàçîâåì GIT-âååðîì G-ìíîãîîáðàçèÿ Z ìíîæåñòâî Λ(Z) âñåõ GIT-êîíóñîâ λ(χ),
ãäå χ ∈M .

Òåîðåìà 3.28 Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà è Z � íåïðèâîäèìîå
àôôèííîå G-ìíîãîîáðàçèå.
(1) Âåñîâîé êîíóñ, îðáèòíûå êîíóñà è GIT-êîíóñà äëÿ G-äåéñòâèÿ íà Z ÿâëÿþòñÿ
ïîëèýäðàëüíûìè; ÷èñëî îðáèòíûõ êîíóñîâ è GIT-êîíóñîâ êîíå÷íî.
(2) Äëÿ êàæäîãî õàðàêòåðà χ ∈M ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ïîëóñòàáèëüíûõ
òî÷åê Zss(χ) ⊆ Z ìîæåò áûòü çàäàíî êàê

Zss(χ) = {z ∈ Z; χ ∈ ω(z)}.
(3) GIT-âååð Λ(Z) ÿâëÿåòñÿ âååðîì â ïðîñòðàíñòâå MQ, è îáúåäèíåíèå êîíóñîâ
λ(χ) ∈ Λ(Z) ñîâïàäàåò ñ âåñîâûì êîíóñîì ω(Z).
(4) Äëÿ õàðàêòåðà χ ∈ M ìíîæåñòâî Zss(χ) ⊆ Z íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà χ ∈ ω(Z). Äëþ ëþáûõ äâóõ õàðàêòåðîâ χ, χ′ ∈ ω(Z) ∩M èìååì

Zss(χ) ⊆ Zss(χ′) ⇐⇒ λ(χ) ≽ λ(χ′).

(5) Åñëè ìíîãîîáðàçèå Z ôàêòîðèàëüíî, òî Λ(Z) áèåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ íà ìíî-
æåñòâî qp-ìàêñèìàëüíûõ õîðîøèõ G-ïîäìíîæåñòâ â Z ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ
λ 7→ Zss(χ), ãäå χ � ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð èç îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè êî-
íóñà λ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(Z) ìíîæåñòâî âñåõ îðáèòíûõ êîíóñîâ ω(z), ãäå z ∈ Z.
(1) Íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî Ψ ⊆ Ω(Z) 2-ñâÿçíûì íàáîðîì, åñëè τ ◦1∩τ ◦2 ̸= ∅ äëÿ ëþáûõ
τ1, τ2 ∈ Ψ.
(2) Íàçîâåì 2-ñâÿçíûé íàáîð 2-ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì
äðóãîì 2-ñâÿçíîì íàáîðå.
(3) Ñêàæåì, ÷òî 2-ñâÿçíûé íàáîð Ψ ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ 2-ñâÿçíîãî íàáîðà Ψ′ (îáîçíà-
÷åíèå: Ψ ≼ Ψ′), åñëè äëÿ ëþáîãî êîíóñà ω′ ∈ Ψ′ íàéäåòñÿ òàêîé êîíóñ ω ∈ Ψ, ÷òî
ω ≼ ω′.
(4) Ñ êàæäûì íàáîðîì êîíóñîâ Ψ ⊆ Ω(Z) ìû ñâÿçûâàåì G-èíâàðèàíòíîå ïîäìíî-
æåñòâî U(Ψ) ⊆ Z :

U(Ψ) := {z ∈ Z; ω0 ≼ ω(z) äëÿ íåêîòîðîãî ω0 ∈ Ψ}.
(5) Ñ êàæäûì G-èíâàðèàíòíûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì U ⊆ Z ñâÿæåì íàáîð
îðáèòíûõ êîíóñîâ

Ψ(U) := {ω(z); z ∈ U, G · z çàìêíóòà â U}.
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Òåîðåìà 3.38 Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà è Z � àôôèííîå ôàê-
òîðèàëüíîå G-ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
âçàèìíî îáðàòíû:

{2-ìàêñèìàëüíûå íàáîðû â Ω(Z)} ←→ {(G, 2)-ìàêñ. õîðîøèå ïîäìíîæåñòâà â Z},
Ψ → U(Ψ),

Ψ(U) ← Ψ.

Ýòè áèåêöèè ñîõðàíÿþò ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè:

Ψ ≼ Ψ′ ⇔ U(Ψ) ⊇ U(Ψ′).

Óñëîâèå 2-ìàêñèìàëüíîñòè íàáîðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáûå äâà êîíóñà èç íàáî-
ðà èìåþò îáùóþ âíóòðåííþþ òî÷êó. Òàêèå íàáîðû îïèñûâàþò (G, 2)-ìàêñèìàëüíûå
ïîäìíîæåñòâà. Â ñâîþ î÷åðåäü, óñëîâèå êâàçèïðîåêòèâíîñòè ôàêòîðà ñîñòîèò â òîì,
÷òî îáùàÿ âíóòðåíÿÿ òî÷êà èìååòñÿ ó âñåõ êîíóñîâ íàáîðà. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
ñîâìåñòíî ñ Þ. Õàóçåíîì è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [15]. Èõ äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî
íà ôàêòîðèçàöèè ïî äåéñòâèþ ìàêñèìàëüíîé ïîëóïðîñòîé ïîäãðóïïû â ãðóïïå G è
ðåäóêöèè îáùåãî ñëó÷àÿ ê èçâåñòíîìó ðàíåå ñëó÷àþ äåéñòâèÿ òîðà.
Â ðàçäåëå 3.5 ïîëó÷åíà àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ GIT-âååðà äëÿ äåéñòâèÿ
àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T íà àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè Z. Òàêîå äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóåò
ìóëüòèãðàäóèðîâêå íà àôôèííîé àëãåáðå A ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà Z ðåøåòêîé
õàðàêòåðîâ M òîðà T . Íàçîâåì ïàðó âåñîâ u, v ∈ M ïîðîæäàþùåé, åñëè íàéäåòñÿ
òàêîå m > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > 0 îòîáðàæåíèå óìíîæåíèÿ îïðåäåëÿåò ñþðúåêöèþ

µkm : Akmu ⊗K Akmv → Akm(u+v), f ⊗ g 7→ fg.

Òåîðåìà 3.43 Ïóñòü Λ(A) � ýòî GIT-âååð àôôèííîé M -ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû
A áåç äåëèòåëåé íóëÿ.
(1) Åñëè u, v ∈M � ïîðîæäàþùàÿ ïàðà, òî âåñà u è v ëåæàò â îäíîì GIT-êîíóñå
λ ∈ Λ(A).
(2) Åñëè u, v ∈ M ëåæàò â îäíîì GIT-êîíóñå λ ∈ Λ(A) è âåñ u ïîïàäàåò â îòíî-
ñèòåëüíóþ âíóòðåííîñòü λ◦, òî ïàðà u, v ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé.

Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Ò. Îäà â 1997 ã. Åñëè äâà âåñà
u, v ∈M ëåæàò íà ãðàíèöå GIT-êîíóñà λ ∈ Λ(A), òî îõàðàêòåðèçîâàòü ïîðîæäàþùèå
ïàðû â òåðìèíàõ GIT-âååðà íå óäàåòñÿ: ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ïàðà ìîæåò áûòü
ïîðîæäàþùåé, à ïðèìåð 3.44 äåìîíñòðèðóåò îáðàòíóþ âîçìîæíîñòü. Òåîðåìà 3.47
äîñòàâëÿåò êðèòåðèé ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ óìíîæåíèÿ íà îäíîðîäíûõ êîì-
ïîíåíòàõ â òåðìèíàõ íîðìàëüíîñòè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìåæäó GIT-ôàêòîðàìè. Òàê-
æå ìû ïðèâîäèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ GIT-âååðà ìóëüòèãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû,
çàäàííîé îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïî-
ëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Þ. Õàóçåíîì è îïóáëèêîâàíû â [14].
Ãëàâà 4 íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ êîëüöà Êîêñà R(X) íîðìàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ X ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ Cl (X). Äëÿ
óäîáñòâà èçëîæåíèÿ â ïåðâîì ðàçäåëå ìû îïðåäåëÿåì äèâèçîðèàëüíûå àëãåáðû⊕

D∈K

Γ(X,OX(D)), ãäå Γ(X,OX(D)) = {f ∈ K(X)× : div(f) +D > 0} ∪ {0},

êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïå K â ãðóïïå äè-
âèçîðîâ ÂåéëÿWDiv (X) íà ìíîãîîáðàçèèX. Åñëè ãðóïïà Cl (X) ñâîáîäíà, òî êîëüöî
Êîêñà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê äèâèçîðèàëüíóþ àëãåáðó, ïîñòðîåííóþ ïî ïîäãðóïïå
K, êîòîðàÿ ïðîåêòèðóåòñÿ íà Cl (X) èçîìîðôíî. Ìû ïðîâåðÿåì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà êîëüöî Êîêñà íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîäãðóïïû K. Åñëè ãðóïïà Cl (X)
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èìååò êðó÷åíèå, òî ìîæíî âûáðàòü ïîäãðóïïó K òàê, ÷òîáû åå ïðîåêöèÿ íà Cl (X)
áûëà ñþðúåêòèâíîé. Òîãäà êîëüöî Êîêñà ïîëó÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé äèâèçîðèàëü-
íîé àëãåáðû, ïîñòðîåííîé ïî K, ïî èäåàëó, êîòîðûé îïðåäåëÿåò îòîæäåñòâëåíèå îä-
íîðîäíûõ êîìïîíåíò äèâèçîðèàëüíîé àëãåáðû, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûì
äèâèçîðàì èç K, ñì. ðàçäåë 4.3. Ñëåäóÿ ðàáîòå [4], ìû ïðîâåðÿåì êîððåêòíîñòü
îïðåäåëåíèÿ êîëüöà Êîêñà è äîêàçûâàåì îäíîðîäíóþ ôàêòîðèàëüíîñòü ýòîãî ìóëü-
òèãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà (ïðåäëîæåíèå 4.31), ò.å. îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ íåíó-
ëåâîãî îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà íà îäíîðîäíûå ïðîñòûå ìíîæèòåëè (îïðåäåëåíèå 4.22).
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðàäóèðóþùåé ãðóïïû Cl (X) îäíîðîäíàÿ ôàê-
òîðèàëüíîñòü ðàâíîñèëüíà ôàêòîðèàëüíîñòè, è òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì ïðîñòîå äî-
êàçàòåëüñòâî èçâåñòíîé ðàíåå òåîðåìû î ôàêòîðèàëüíîñòè êîëåö Êîêñà. Åñëè æå
ãðóïïà Cl (X) èìååò êðó÷åíèå, òî êîëüöî R(X) ìîæåò íå áûòü ôàêòîðèàëüíûì. ×òî-
áû ïðèâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð, ìû âû÷èñëÿåì êîëüöî Êîêñà îäíîðîäíîãî
ïðîñòðàícòâà G/H ñâÿçíîé ãðóïïû G ñ òðèâèàëüíîé ãðóïïîé Ïèêàðà è òðèâèàëüíû-
ìè õàðàêòåðàìè. Çäåñü êîëüöî Êîêñà R(G/H) èçîìîðôíî êîëüöó K[G/H1], ãäå H1

� ïåðåñå÷åíèå ÿäåð âñåõ õàðàêòåðîâ ïîäãðóïïû H (òåîðåìà 4.41). Â ÷àñòíîñòè, åñ-
ëè N � ýòî íîðìàëèçàòîð ìàêñèìàëüíîãî òîðà T â ãðóïïå SL(2), òî êîëüöî Êîêñà
R(SL(2)/N) èçîìîðôíî K[SL(2)/T ], è ïîýòîìó ôàêòîðèàëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ. Äðó-
ãîé ïðèìåð òàêîãî ñîðòà ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî K2

ïî ëèíåéíîìó äåéñòâèþ ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q8, ñì. ïðèìåð 4.47. Áîëåå òîãî, äëÿ
ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïû A ñ êðó÷åíèåì íàéäåòñÿ îäíîðîäíîå
ïðîñòðàíñòâî G/H, äëÿ êîòîðîãî Cl (G/H) èçîìîðôíà A è êîëüöî R(G/H) íå ôàê-
òîðèàëüíî, ñì. ïðèìåð 4.42.
Íàðÿäó ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè êîëåö Êîêñà, â ãëàâå 4 ìû èçó÷àåì êàíîíè÷å-
ñêóþ ðåàëèçàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ X â êà÷åñòâå õîðîøåãî ôàêòîðà îòêðûòîãî ïîäìíî-
æåñòâà X̂ òîòàëüíîãî êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà X ìíîãîîáðàçèÿ X ïî äåéñòâèþ
êâàçèòîðà Íåðîíà-Ñåâåðè HX . Òàêóþ ðåàëèçàöèþ q : X̂ → X ìû íàçûâàåì ðåàëèçà-
öèåé Êîêñà ìíîãîîáðàçèÿ X. Àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ X õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì
X̂ = X. Â ðàçäåëå 4.5 ìû ïîëó÷àåì õàðàêòåðèçàöèþ ðåàëèçàöèè Êîêñà â òåðìèíàõ
äåéñòâèÿ êâàçèòîðà íà îäíîðîäíî ôàêòîðèàëüíîì àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè (ïðåäëî-
æåíèå 4.44), îïèñûâàåì ðåàëèçàöèþ Êîêñà äëÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâ âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ïî ëèíåéíîìó äåéñòâèþ êîíå÷íîé ãðóïïû (òåîðåìà 4.45) è äëÿ îäíîðîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà G/H àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, åñëè ïîäãðóïïà
H1 îêàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé Ãðîññõàíñà â G, òî òîòàëüíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî
G/H èçîìîðôíî êàíîíè÷åñêîìó âëîæåíèþ îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H1. Òàêæå
ìû ïðèâîäèì ïðèìåð àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîëüöî Êîêñà êîòîðîãî íå êîíå÷íî
ïîðîæäåíî.
Â ðàçäåëå 4.6 ìû ïîëó÷àåì àíàëîã òåîðåìû Êîêñà30 î ïîäúåìå àâòîìîðôèçìîâ
äëÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü R = ⊕u∈MRu � êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ
àëãåáðà ñ åäèíèöåé, ãðàäóèðîâàííàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé M . Îïðåäåëèì
ïîäãðóïïó Ãut(R) ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû R êàê

Ãut(R) = {φ ∈ Aut(R) | ∃φ0 ∈ Aut(M) : φ(Ru) = Rφ0(u) ∀ u ∈M}.

Òåîðåìà 4.52 óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ íåïðèâîäèìîãî íîðìàëüíîãî àôôèííîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé Cl (X), êâàçèòîðîì Íåðîíà-Ñåâåðè HX è
óñëîâèåì K[X]× = K× èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

1→ HX → Ãut(R(X))→ Aut(X)→ 1.
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Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè ïîíÿòèÿ ðó÷íîãî è äèêîãî àâòîìîðôèçìîâ ñ àô-
ôèííîãî ïðîñòðàíñòâà íà ëþáîå àôôèííîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå: äëÿ ýòîãî íàäî
ïîäíÿòü àâòîìîðôèçì àôôèííîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà åãî êîëüöî Êîêñà,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ.

Â ãëàâå 5 èçó÷àþòñÿ ýêâèâàðèàíòíûå îòêðûòûå âëîæåíèÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ
ñ ìàëîé ãðàíèöåé. Â ïåðâîì ðàçäåëå äîêàçàíî, ÷òî ïðîåêòèâíûå âëîæåíèÿ ñ ìàëîé
ãðàíèöåé îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H â ñëó÷àå ýïèìîðôíîé ïîäãðóïïû H îòâå-
÷àþò òåì õàðàêòåðàì H, ÿäðà êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè Ãðîññõàíñà â G. Ýòîò
ðåçóëüòàò áûë èçâåñòåí ñïåöèàëèñòàì, íåêîòîðûé åãî âàðèàíò ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå39.
Çàòåì ìû íàõîäèì õàðàêòåðèçàöèþ òåõ õàðàêòåðîâ, ÿäðà êîòîðûõ îáîçðèìû. Ãàðàí-
òèðîâàòü óñëîâèå Ãðîññõàíñà ñëîæíåå, ïîýòîìó âñå ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ýòîé
ãëàâû ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãðîññ-
õàíñà, ò.å. H ñâÿçíà è îòâå÷àþùàÿ åé ïîäãðóïïà H1 åñòü ïîäãðóïïà Ãðîññõàíñà â G.
Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïîñòðîåííîå ïî õàðàêòåðó ïðîåêòèâíîå âëîæåíèå ñ ìàëîé ãðà-
íèöåé çàâèñèò òîëüêî îò GIT-êîíóñà, â êîòîðûé ïîïàäàåò õàðàêòåð. Îòñþäà âûòåêà-
åò êîíå÷íîñòü ÷èñëà êëàññîâ èçîìîðôèçìà ïðîåêòèâíûõ âëîæåíèé ñ ìàëîé ãðàíèöåé
(òåîðåìà 5.12). Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H, ãäå G = (SL(2))9,
à H � ýïèìîðôíàÿ ïîäãðóïïà, óêàçàííàÿ â ðàáîòå 39, íå äîïóñêàåò ïîïîëíåíèé ñ ìà-
ëîé ãðàíèöåé (òåîðåìà 5.10). Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [5].
Ðàçäåë 5.2 íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåì ñîáðàíû ðåçóëüòàòû èç [13,
Section 2], êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî îòêðûòûå âëîæåíèÿ V → X ñ ìàëîé ãðàíèöåé
àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ V áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóþò ïðîìåæóòî÷íûì õîðî-
øèì HV -ïîäìíîæåñòâàì WX , ãäå V̂ ⊆ WX ⊆ V . Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì WX ïî äåéñòâèþ òîðà HV , à ìîðôèçìû V -âëîæåíèé ñîîòâåò-
ñòâóþò âêëþ÷åíèÿì ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè WX ìíîãîîáðàçèÿ X.
Â ðàçäåëå 5.3 ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïðèìåíåíû ê îïèñàíèþ A2-ìàêñèìàëüíûõ âëîæå-
íèé ñ ìàëîé ãðàíèöåé îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H, ãäå H � ðàñøèðåíèå Ãðîññ-
õàíñà. Çäåñü V = G/H, V̂ = G/H1, à V � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâàG/H1.
Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.38, ïðîìåæóòî÷íûå ïîäìíîæåñòâà WX , îòâå÷àþùèå A2-
ìàêñèìàëüíûì âëîæåíèÿì ñ ìàëîé ãðàíèöåé, çàäàþòñÿ 2-ìàêñèìàëüíûìè íàáîðàìè
îðáèòíûõ êîíóñîâ, ïðè÷åì äëÿ òîãî, ÷òîáû îòêðûòàÿ îðáèòà íà ïðîñòðàíñòâå âëî-
æåíèÿ áûëà èçîìîðôíà G/H, íóæíî, ÷òîáû íàáîð áûë âíóòðåííèì (òåîðåìà 5.30).
Îòñþäà ñëåäóåò êîíå÷íîñòü ìàêñèìàëüíûõ âëîæåíèé. Âñå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà
ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Þ. Õàóçåíîì â ðàáîòå [13].
Â ðàçäåëå 5.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû âëîæåíèé îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìà-
ëîé ãðàíèöåé. Ñðåäè ïðî÷åãî, ïðèâîäèòñÿ ïîëó÷åííàÿ â [5, �5] êëàññèôèêàöèÿ ïðî-
åêòèâíûõ âëîæåíèé ñ ìàëîé ãðàíèöåé äëÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ãðóïïû SL(3), à
òàêæå îïèñàíèå âëîæåíèé ñ ìàëîé ãðàíèöåé îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðîñòûõ ãðóïï
â òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ (ïðåäëîæåíèå 5.41).
Ðàçäåë 5.5 ïîñâÿùåí ãåîìåòðèè âëîæåíèé ñ ìàëîé ãðàíèöåé. Èñïîëüçóÿ òåîðèþ
êîëåö ñî ñâÿçêàìè, ìû îïèñûâàåì êîíóñà ýôôåêòèâíûõ, ïîäâèæíûõ, ïîëóîáèëüíûõ
è îáèëüíûõ äèâèçîðîâ âëîæåíèÿ ñ ìàëîé ãðàíèöåé, õàðàêòåðèçóåì ëîêàëüíî ôàê-
òîðèàëüíûå è Q-ôàêòîðèàëüíûå âëîæåíèÿ è, ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà
êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà G/H1, îïèñûâàåì ãëàäêèå âëîæåíèÿ è âû÷èñ-
ëÿåì êàíîíè÷åñêèé êëàññ âëîæåíèÿ.
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Â ãëàâå 6 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê çàäà÷å îïèñàíèÿ õîðîøèõ G-ïîäìíîæåñòâ. Íà ýòîò
ðàç ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå íîðìàëüíîå G-ìíîãîîáðàçèå ñî ñâîáîäíîé êîíå÷-
íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ Cl (X) è êîíå÷íî ïîðîæäåííûì êîëü-
öîì Êîêñà R(X). Ìû ðàáîòàåì ñ ýêâèâàðèàíòíîé ðåàëèçàöèåé Êîêñà, ò.å. ñ ïîäú-
åìîì äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà òîòàëüíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî X, êîììóòèðó-
þùèì ñ äåéñòâèåì òîðà Íåðîíà-Ñåâåðè, ñì. [15] è [12]. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 äàþò
ïîëíîå îïèñàíèå ìàêñèìàëüíûõ õîðîøèõ ïîäìíîæåñòâ äëÿ äåéñòâèÿ ðåäóêòèâíîé
ãðóïïû íà àôôèííîì ôàêòîðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè ñ êâàçèïðîåêòèâíûìè è A2-
ôàêòîðïðîñòðàíñòâàìè. Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ýòî îïèñàíèå ê òîòàëüíîìó
êîîðäèíàòíîìó ïðîñòðàíñòâó X, ðàññìàòðèâàåìîìó êàê àôôèííîå ôàêòîðèàëüíîå
(G×HX)-ìíîãîîáðàçèå. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò êàê ïîëó÷èòü èç ýòîãî îïè-
ñàíèÿ âñå õîðîøèå G-ïîäìíîæåñòâà íà ìíîãîîáðàçèèX. ÏóñòüX � G-ìíîãîîáðàçèå ñ
ýêâèâàðèàíòíîé ðåàëèçàöèåé Êîêñà q : X̂ → X = X̂//HX è òîòàëüíûì êîîðäèíàòíûì
ïðîñòðàíñòâîì X. Äëÿ ëþáîãî õîðîøåãî (G×HX)-ïîäìíîæåñòâà W ⊆ X ïîëîæèì

W ⊓G X̂ :=

{
x ∈ W ∩ X̂; lim

G×HX

(x,W ) ⊆ X̂ èHXx0 çàìêíóòà â X̂ ∀x0 ∈ lim
G×HX

(x,W )

}
.

Çäåñü ñèìâîëîì limG×HX
(x,W ) îáîçíà÷åíà (åäèíñòâåííàÿ) çàìêíóòàÿ (G × HX)-

îðáèòà â çàìûêàíèè (G×HX)-îðáèòû òî÷êè x íà W .

Òåîðåìà 6.5 Äëÿ ëþáîãî õîðîøåãî (G×HX)-ïîäìíîæåñòâà W ⊆ X ïîäìíîæå-

ñòâî W ⊓G X̂ ÿâëÿåòñÿ (G × HX)-íàñûùåííûì â W è HX-íàñûùåííûì â X̂. Ýòî
îïðåäåëÿåò ñþðúåêöèþ{

õîðîøèå (G×HX)-ïîäìíîæåñòâà â X
}
−→ {õîðîøèå G-ïîäìíîæåñòâà â X} ,

W 7→ q(W ⊓G X̂),

äëÿ êîòîðîé îòîáðàæåíèå U 7→ q−1(U) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì. Äàëåå, ëþáîå
ìàêñèìàëüíîå ((G, 2)-ìàêñèìàëüíîå, qp-ìàêñèìàëüíîå) õîðîøåå G-ïîäìíîæåñòâî

U ⊆ X èìååò âèä U = q(W ⊓G X̂) äëÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî ((G × HX , 2)-
ìàêñèìàëüíîãî, qp-ìàêñèìàëüíîãî) õîðîøåãî (G×HX)-ïîäìíîæåñòâà W ⊆ X.

Ñîîòâåòñòâèå èç òåîðåìû 6.5 ïðèìåíèìî ê î÷åíü øèðîêîìó êëàññó G-ìíîãîîáðàçèé.
Òåì íå ìåíåå îíî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì äàæå â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å î âàðèàöèè ôàê-
òîðà ìíîæåñòâà ïîëóñòàáèëüíûõ òî÷åê ïðè ðàçëè÷íûõ âûáîðàõ îáèëüíîãî ëèíåàðè-
çîâàííîãî ðàññëîåíèÿ íà ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè. Ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ òàêàÿ âàðèàöèÿ îïèñûâàåòñÿ GIT-âååðîì äëÿ (G × HX)-äåéñòâèÿ íà
X, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ñòåíêàìè, ò.å. îðáèòíûìè êîíóñàìè êîðàçìåðíîñòè
îäèí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G ïîëóïðîñòà. Òîãäà ñòåíêè � ýòî îðáèòíûå êîíóñà
òî÷åê êàòåãîðíîãî ôàêòîðà X//G, ñòàáèëèçàòîðû êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
òîðà HX îäíîìåðíû. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èçâåñòíîé èíôîðìàöèè îá îáðàçóþùèõ àë-
ãåáðû G-èíâàðèàíòîâ è ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó íèìè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÿâíî âûïèñàòü
óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ñòåíêè GIT-âååðà. Ìû èëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä, âû÷èñëÿÿ
GIT-âååð äëÿ äèàãîíàëüíîãî äåéñòâèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp(2n) íà ïðîèçâå-
äåíèè P(K2n)m íåñêîëüêèõ êîïèé ïðîåêòèâèçàöèè åå òàâòîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
(òåîðåìà 6.12). Äðóãàÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ � ýòî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîåêòèâèçàöèé íåïðè-
âîäèìûõ êîìïîíåíò ïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G, àëãåáðà èíâàðèàíòîâ êî-
òîðûõ ñâîáîäíà. Âîçíèêàþùèå çäåñü ôàêòîðïðîñòðàíñòâà îêàçûâàþòñÿ òîðè÷åñêèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè.
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Èçâåñòíîå ñîîòâåòñòâèå Ãåëüôàíäà-Ìàêôåðñîíà47 ñâÿçûâàåò òèïè÷íûå îðáèòû äèà-
ãîíàëüíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû SL(n) íà (Pn−1)m è òèïè÷íûå îðáèòû åñòåñòâåííîãî
äåéñòâèÿ òîðà íà ãðàññìàíèàíå G(n,m). Ýòî ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçìû
ìåæäó îïðåäåëåííûìè ôàêòîðïðîñòðàíñòâàìè äëÿ îáîèõ äåéñòâèé. Â ðàìêàõ íàøåãî
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó õîðîøèìè ïîäìíîæåñòâàìè íà G-ìíîãîîáðàçèè è åãî òîòàëüíîì
êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâèå Ãåëüôàíäà-Ìàêôåðñîíà ìîæíî îáîáùèòü
íà ìíîãèå êëàññû äåéñòâèé è äîêàçàòü èçîìîðôèçì îáðàòíûõ ïðåäåëîâ ñèñòåìû GIT-
ôàêòîðîâ äëÿ äåéñòâèÿ ïîëóïðîñòîé ãðóïïû è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó äåéñòâèÿ òîðà
(òåîðåìà 6.17).
Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ìû îïèñûâàåì ðåàëèçàöèþ Êîêñà äëÿ GIT-ôàêòîðîâ. Åñòå-
ñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ôàêòîðèçàöèè îòíîñè-
òåëüíî äåéñòâèÿ òîðà Íåðîíà-Ñåâåðè ïîäõîäÿùåãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà â ôàê-
òîðïðîñòðàíñòâå X//G. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåàëèçàöèè Êîêñà (èëè
âû÷èñëåíèÿ êîëüöà Êîêñà) GIT-ôàêòîðà íàäî ïðîôàêòîðèçîâàòü òîòàëüíîå êîîðäè-
íàòíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ X ïî äåéñòâóþùåé ïîëóïðîñòîé ãðóïïå G. Îêà-
çûâàåòñÿ, òàêîå ïðåäïîëîæåíèå âåðíî íå äëÿ âñåõ GIT-ôàêòîðîâ, à òîëüêî äëÿ òåõ èç
íèõ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå GIT-êîíóñà ðàñïîëîæåíû â îïðåäåëåííîì ñìûñ-
ëå äàëåêî îò ãðàíèöû íîñèòåëÿ GIT-âååðà (òåîðåìà 6.22). Çíàÿ ðåàëèçàöèþ Êîêñà,
ìû âíîâü ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé êîëåö ñî ñâÿçêàìè è îïèñàòü êîíóñà äè-
âèçîðîâ äëÿ GIT-ôàêòîðîâ, à òàêæå îõàðàêòåðèçîâàòü ëîêàëüíî ôàêòîðèàëüíûå è
Q-ôàêòîðèàëüíûå GIT-ôàêòîðû. Âñå ðåçóëüòàòû øåñòîé ãëàâû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî
ñ Þ. Õàóçåíîì è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [15].

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó ó÷èòåëþ ïðî-
ôåññîðó Ýðíåñòó Áîðèñîâè÷ó Âèíáåðãó çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó, ïîëåçíûå ñîâåòû
è îáñóæäåíèÿ. Áîëüøóþ ðîëü â ðàáîòå ñûãðàëè êîíñóëüòàöèè ïðîôåññîðà Ìèøå-
ëÿ Áðèîíà (Ãðåíîáëü, Ôðàíöèÿ). Î÷åíü âàæíûì äëÿ àâòîðà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîëåòíåå
ñîòðóäíè÷åñòâî ñ äîöåíòîì Äìèòðèåì Àíäðååâè÷åì Òèìàøåâûì è ïðîôåññîðîì Þð-
ãåíîì Õàóçåíîì (Òþáèíãåí, Ãåðìàíèÿ). Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí âñåì ñîòðóäíèêàì
êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà òâîð÷å-
ñêóþ àòìîñôåðó, êîòîðàÿ ñïîñîáñòâóåò çàíÿòèÿì íàó÷íîé ðàáîòîé.

47I.M.Gelfand, R.W.MacPherson: Geometry in Grassmanians and a generalization of the dilogarithm.
Adv. Math. 44 (1982), 279�312.
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