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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà äëÿ êîììóòàòèâíûõ ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíûõ ãðóïï1 ñ ìîìåíòà ñâîåãî ïîÿâëåíèÿ íà ñâåò â 1930-õ ãîäàõ ìíîãî ðàç

áûëà îáúåêòîì îáîáùåíèÿ íà íåêîììóòàòèâíûé ñëó÷àé. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé

îáëàñòè ïðîäîëæàþòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ, è òåïåðü èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà

äâà ãëàâíûõ íàïðàâëåíèÿ:

1. Ïðåæäå âñåãî, ýòî ïîäõîä, ïðîäîëæàþùèé ëèíèþ Ò. Òàííàêè2 è Ì. Ã. Êðåé-

íà3, ñîãëàñíî êîòîðîìó äâîéñòâåííîñòü â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå ñëåäóåò

ïîíèìàòü, êàê âçàèìíóþ ñâÿçü ìåæäó ãðóïïîé è âñåâîçìîæíûìè åå ïðåä-

ñòàâëåíèÿìè. Ýâîëþöèÿ ýòîé èäåè ïðèâåëà íûíå ê èíòåðïðåòàöèè äâîé-

ñòâåííîñòè, êàê ñâÿçè ìåæäó àëãåáðîé Õîïôà (ñîâðåìåííûì àíàëîãîì ãðóï-

ïû) è òåíçîðíîé êàòåãîðèåé åå ìîäóëåé (àíàëîãîì êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé

ãðóïïû)4. Ýòî íàïðàâëåíèå ðàçâèâàëîñü â ðàáîòàõ Í. Òàöóóìû5, À. Ë. Ðî-

çåíáåðãà6, Í. Ñààâåäðû Ðèâàíî7, Ï. Äåëèíÿ8, Äæ. Ìèëíà9, À. Äæîéàëà,

Ð. Ñòðèòà10, Ä. Í. Èåòòåðà11, Ê.-Õ. Óëüáðèõà12, Ï. Øàóýíáóðãà13 è äðóãèõ.

1L. Pontrjagin. The theory of topological commutative groups, Ann. Math. 35(2): 361-388, 1934.
2T. Tannaka, Uber den Dualitatssatz der nichtkommutativen topologischen Gruppen, Tohoku Math. J. 45:1-12,

1939.
3Ì. Ã. Êðåéí. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ áèêîìïàêòíîé ãðóïïû è êâàäðàòíîé áëîê-àëãåáðû. Äîêë. Àêàä.

Íàóê ÑÑÑÐ 69:725-728, 1949.
4Ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîì ïîäõîäå ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ãëàâå �Representations and quasitensor

categories� â ìîíîãðàôèè V. Chari, A. Pressley, A guide to quantum groups. Cambridge university press, 1995.,

èëè ïî ãëàâå �Fiber functors and Tanaka-Krein duality� â ìîíîãîðàôèè P. Etingof, O. Schi�mann, Lectures on

quantum groups, Hardcover, 1998.
5N. Tatsuuma. A duality theorem for locally compact groups. J. Math., Kyoto Univ. 6 (1967), 187-293.
6 A. L. Rosenberg. Duality theorems for groups and Lie algebras. Russian Math. Surveys 26, 36 (1971), 253-254;

A. L. Rosenberg. Reconstruction of groups, Sel. math., New ser. 9:101-118, 2003.
7N. Saavedra Rivano. Cat�egories Tannakiennes, Lecture Notes in Mathematics, no. 265, Springer, 1972.
8P. Deligne, Cateries Tannakiennes, in Grothendieck Festschrift, Vol.2, P. Cartier et al. (eds), pp.111-195,

Birkhauser, 1991.
9P. Deligne, J. S. Milne, Tannakian categories, in Hodge Cycles, Mtives and Shimura Varieties, P. Deligne,

J. S. Milne, A. Ogus & K. Shih (eds), Lecture notes in Mathematics 900, pp.101-228, Springer, 1982.
10A. Joyal, R. Street, Braided monoidal categories, Macquarie Mathematical Reports, no.860081, 1986; A. Joyal,

R. Street, �An introduction to Tannaka duality and quantum groups�, Lecture Notes in Math. 1488 (Springer-Verlag

Berlin, Heidelberg 1991) 411-492.
11D. N. Yetter, Quantum groups and representations of monoidal categories, Math. Proc. Camb. Phil. Soc.,

108:261-290, 1990.
12K.-H. Ulbrich, On Hopf algebras and rigid monoidal categories, Israel J. Math. 72:252-256, 1990
13P. Schauenburg, Tannaka duality for arbitrary Hopf algebras, Algebra Berichte 66 (1992).
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2. Âòîðîå íàïðàâëåíèå ðîäèëîñü, íàîáîðîò, êàê àëüòåðíàòèâà ðåçóëüòàòàì Òàí-

íàêè è Êðåéíà. Åãî äâèæóùèì ìîòèâîì ÿâèëàñü íåóäîâëåòâîðåííîñòü òåì,

÷òî â òåîðèè Òàííàêè-Êðåéíà íàðóøàåòñÿ ïîíòðÿãèíñêàÿ ñèììåòðèÿ ìåæ-

äó ãðóïïîé G è äâîéñòâåííûì åé îáúåêòîì Ĝ (êîòîðûé ïåðåñòàåò áûòü

ãðóïïîé), à öåëüþ îáúÿâëÿëàñü íàõîæäåíèå òàêîãî îáîáùåíèÿ äâîéñòâåí-

íîñòè, ïðè êîòîðîì äâîéñòâåííûé îáúåêò ñîõðàíÿë áû òó æå ïðèðîäó,

÷òî è èñõîäíûé (áîëåå ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä

ýòîé ñèììåòðèåé, äàåò ïðèâîäèìàÿ íèæå äèàãðàììà êàòåãîðèé (2), àíàëî-

ãè êîòîðîé äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ ãðóïï è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåêò

ïîèñêà ïðè ýòîì ïîäõîäå). Ïèîíåðàìè â ýòîé îáëàñòè ñëåäóåò ñ÷èòàòü äâóõ

ñîâåòñêèõ ìàòåìàòèêîâ, Ë. È. Âàéíåðìàíà è Ã. È. Êàöà14,15,16, è äâóõ ìà-

òåìàòèêîâ èç Ôðàíöèè, Ì. Ýíîêà è Æ.-Ì. Øâàðöà17,18,19, êîòîðûå â 1973

ãîäó, ðàáîòàÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ãðóïïàìè, ïîêàçàëè, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à â

ïðèíöèïå ðàçðåøèìà. Èìè áûëî ïîñòðîåíî èñòîðè÷åñêè ïåðâîå îáîáùåíèå

ïîíòðÿãèíñêîé òåîðèè, ñîõðàíÿþùåå ñèììåòðèþ ìåæäó G è Ĝ, � òåîðèÿ

àëãåáð Êàöà, � èçëîæåíèå êîòîðîé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Ì. Åíîêà è

Æ.-Ì. Øâàðöà �Àëãåáðû Êàöà è äâîéñòâåííîñòü äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ

ãðóïï�20. Âïîñëåäñòâèè ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðîäîëæèëàñü, ïîñêîëü-

êó, ñ îäíîé ñòîðîíû, â òåîðèþ âíîñèëèñü óëó÷øåíèÿ, à ñ äðóãîé, ïîñëå îò-

êðûòèÿ â 1980-õ ãîäàõ êâàíòîâûõ ãðóïï, ñðàçó æå ïðèîáðåòøèõ øèðîêóþ

ïîïóëÿðíîñòü, ïîíòðÿãèíñêóþ äâîéñòâåííîñòü ñòàëè îáîáùàòü è íà ýòîò

êëàññ, ïðè÷åì ýòà ðàáîòà íå îêîí÷åíà è ïîíûíå: âîçíèêøàÿ íà ýòîé âîëíå

òåîðèÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ êâàíòîâûõ ãðóïï â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâ-

íî ðàçðàáàòûâàåòñÿ óñèëèÿìè Ñ. Ë. Âîðîíîâè÷à, Ñ. Âààñà, À. Âàí Äààëå,

Ë. Âàéíåðìàíà, É. Êóñòåðìàíñà, Â. Ïóøà, Ï. Ñîëòàíà è äðóãèõ 21.
14Ë. È. Âàéíåðìàí. Õàðàêòåðèçàöèÿ îáúåêòîâ, äâîéñòâåííûõ ê ëîêàëüíî êîìïàêòíûì ãðóïïàì. Ôóíêö.

àíàëèç è åãî ïðèë. 8�1 (1974), 75�76.
15Ë. È. Âàéíåðìàí, Ã. È. Êàö. Íåóíèìîäóëÿðíûå êîëüöåâûå ãðóïïû è àëãåáðû Õîïôà�ôîí Íåéìàíà. Äîêë.

Àêàä. Íàóê ÑÑÑÐ 211:1031-1034, 1973.
16Ë. È. Âàéíåðìàí, Ã. È. Êàö. Íåóíèìîäóëÿðíûå êîëüöåâûå ãðóïïû è àëãåáðû Õîïôà�ôîí Íåéìàíà. Ìà-

òåì. ñá. 94:194-225, 1974.
17M. Enock, J.-M. Schwartz. Une dualit�e dans les alg�ebres de von Neumann. Note C. R. Acad. Sc. Paris 277:683-

685, 1973.
18M. Enock, J.-M. Schwartz. Une cat�egorie d'alg�ebres de Kac. Note C. R. Acad. Sc. Paris 279:643-645, 1974.
19M. Enock, J.-M. Schwartz. Une dualit�e dans les alg�ebres de von Neumann. Supp. Bull. Soc. Math. France

M�emoire 44:1�144, 1975.
20M. Enock, J.-M. Schwartz. Kac Algebras and Duality of Locally Compact Groups. Springer-Verlag, 1992.
21J. Kustermans, W. Pusz, P. M. Soltan, S. Vaes, A. Van Daele, L. Vainerman, S. L. Woronowicz. Locally
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Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì äåëåíèåì íà �ñèììåòðè÷íóþ� è �àñèììåòðè÷íóþ� ñî-

ñòàâëÿþùèå, â òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ñ ñàìîãî íà÷àëà îáîçíà÷èëàñü ðàçíèöà

ìåæäó �àëãåáðàè÷åñêîé� è �àíàëèòè÷åñêîé� ñèñòåìàìè òåõíè÷åñêèõ ïðèåìîâ, è

îäíà èç ñóùåñòâåííûõ ÷åðò åå âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ïî ìåðå ðàñøèðåíèÿ êëàññà

ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï, êîòîðîå ìîæíî èçîáðàçèòü äâèæåíèåì ïî öåïî÷êå

êîíå÷íûå ãðóïïû

⊃

àôôèííûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

⊃
ãðóïïû Ëè

⊃

ëîêàëüíî êîìïàêòíûå ãðóïïû

(1)

èññëåäîâàòåëþ ïðèõîäèòñÿ óñëîæíÿòü è/èëè èñêàæàòü èñõîäíûå àëãåáðàè÷åñêèå

êîíñòðóêöèè è èäåè. Êàê ýòî ïðîèñõîäèò, óäîáíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå

êîíñòðóêöèè ãðóïïîâîé àëãåáðû.

1) Ìû íà÷íåì ñ êîíå÷íûõ ãðóïï. Êàê èçâåñòíî, ãðóïïîâàÿ àëãåáðà êîíå÷íîé

ãðóïïû G (ïóñòü íàä ïîëåì C) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà, íàïðèìåð, ôîðìó-
ëîé

CG = (CG)′

(â êîòîðîé CG îáîçíà÷àåò àëãåáðó ôóíêöèé u : G → C, à X ′ � ïðîñòðàí-

ñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ f : X → C íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå X). Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì îáúåêò CG äåéñòâèòåëüíî

áóäåò ãðóïïîâîé àëãåáðîé â òîì ñìûñëå, ÷òî ïî íåìó ëåãêî âîññòàíàâëè-

âàåòñÿ ñàìà ãðóïïà G, à ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû G áóäóò âçàèìíî îäíî-

çíà÷íî ñîîòâåòñòâîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû CG. Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó

(è ýòî îêàçûâàåòñÿ âåñüìà âàæíî) CG áóäåò îáëàäàòü ñòðóêòóðîé àëãåáðû

Õîïôà, è âìåñòå ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè äëÿ êîíå÷-

íûõ ãðóïï â îáîèõ óïîìÿíóòûõ âûøå íàïðàâëåíèÿõ � êàê àñèììåòðè÷íûé

compact quantum groups, In: �Quantum symmetry in noncommutative geometry� (P. M. Hajac, Ed.), Locally

compact quantum groups. Lecture Notes School / Conference on Noncommutative Geometry and Quantum groups,

Warsaw, 2001, Banach Center Publications, to appear.
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âàðèàíò (êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîñòî ñ÷èòàòü ÷àñòüþ òåîðèè

Òàííàêè-Êðåéíà, ïîñêîëüêó êîíå÷íàÿ ãðóïïà âñåãäà êîìïàêòíà), òàê è ñèì-

ìåòðè÷íûé åå âàðèàíò, êîòîðûé óäîáíî èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé

äèàãðàììû êàòåãîðèé22:

êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû

Õîïôà

H 7→H ′ //
êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû

Õîïôà

êîíå÷íûå ãðóïïû

CG

7→

G

OO

êîíå÷íûå ãðóïïû

CG

7→

G

OO

àáåëåâû êîíå÷íûå ãðóïïû

e

OO

G7→Ĝ // àáåëåâû êîíå÷íûå ãðóïïû

e

OO

(2)

(çäåñü e � ôóíêòîð âëîæåíèÿ, Ĝ � äâîéñòâåííàÿ ïî Ïîíòðÿãèíó ãðóïïà, à

øòðèõ ′ � ïî-ïðåæíåìó, ïåðåõîä ê ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó ëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëîâ).

2) Ïðè ïåðåõîäå îò êîíå÷íûõ ãðóïï ê àôôèííûì àëãåáðàè÷åñêèì âîçíèêàåò

ïåðâàÿ òðóäíîñòü: ãðóïïîâóþ àëãåáðó (òî åñòü àëãåáðó, ïî êîòîðîé âîññòà-

íàâëèâàåòñÿ G, è ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðîé âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâó-

þò ïðåäñòàâëåíèÿì G) äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï îïðåäåëÿòü íå ïðèíÿòî

(èç-çà åå ñóùåñòâåííîé �íåàëãåáðàè÷íîñòè�), è ýòîò îáúåêò çàìåíÿåòñÿ íà

äâîéñòâåííûé � àëãåáðó ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé (ìíîãî÷ëåíîâ) íà G, êîòîðóþ

ìû óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü R(G). Ýòà àëãåáðà îêàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà,
ïðè÷åì ïî íåé òàêæå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ãðóïïà G, à åå êîïðåäñòàâëåíèÿì

ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñòàâëåíèÿ G. Ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òåîðèþ äâîéñòâåí-

íîñòè, íî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, òîëüêî åå àñèììåòðè÷íûé

âàðèàíò: àëãåáðà Õîïôà R(G), êàê ëþáàÿ äðóãàÿ àëãåáðà Õîïôà íàä C,
22Êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû (2) îçíà÷àåò ïðîñòî èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ. Ïî-âèäèìîìó, òåîðèÿ äâîé-

ñòâåííîñòè äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, îïèñûâàåìàÿ ýòîé êàðòèíîé, ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòîì êîëëåêòèâíîãî ìàòåìàòè-

÷åñêîãî ñîçíàíèÿ. Â ÿâíîì âèäå óïîìèíàíèå î íåé ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèè À. À. Êèðèëëîâà (À.À.Êèðèëëîâ.

Ýëåìåíòû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, � Ì.: Íàóêà, 1978). Â íåÿâíîì æå âèäå ôîðìóëèðóåìîå çäåñü óòâåðæäåíèå

ïðèñóòñòâóåò â ðàáîòàõ Ã. È. Êàöà 1960-õ ãîäîâ (â ÷àñòíîñòè: Ã. È. Êàö, Â. Ã. Ïàëþòêèí. Êîíå÷íûå êîëüöåâûå

ãðóïïû, Òðóäû ÌÌÎ, 15:224-261, 1966).
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ïîðîæäàåò C-ëèíåéíóþ æåñòêóþ àáåëåâó ìîíîèäàëüíóþ êàòåãîðèþ C ñâî-

èõ êîïðåäñòàâëåíèé, ïî êîòîðîé çàòåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ê.-Õ.Óëüáðèõà23

ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì âîññòàíîâèòü ñàìó àëãåáðó Õîïôà R(G).

3) Ñëåäóþùèé ïåðåõîä ê ãðóïïàì Ëè è ëîêàëüíî êîìïàêòíûì ãðóïïàì ìû

îáúåäèíèì â îäíîì ïóíêòå, ïîñêîëüêó êà÷åñòâåííîé ðàçíèöû ìåæäó ýòè-

ìè êëàññàìè ñ òî÷êè çðåíèÿ òîãî, ÷òî îáñóæäàåòñÿ, íåò. Îáùàÿ òåîðèÿ

äâîéñòâåííîñòè çäåñü ïðåäñòàâëåíà â àñèììåòðè÷íîì âàðèàíòå ðåçóëüòàòà-

ìè Í. Òàöóóìû24 (â êîòîðûõ òåîðèÿ Òàííàêè-Êðåéíà îáîáùàåòñÿ íà ïðî-

èçâîëüíûå ëîêàëüíî êîìïàêòíûå ãðóïïû), à â ñèììåòðè÷íîì âàðèàíòå óæå

óïîìèíàâøåéñÿ òåîðèåé Âàéíåðìàíà-Êàöà-Ýíîêà-Øâàðöà25. Â îáîèõ ñëó-

÷àÿõ îáúåêòû, âûïîëíÿþùèå ðîëü ãðóïïîâûõ àëãåáð, âûáèðàþòñÿ êàê ïîä-

êëàññ ñðåäè îáðàçîâàíèé, èìåíóåìûõ àëãåáðàìè Õîïôà-ôîí Íåéìàíà26, îä-

íàêî îáû÷íûìè àëãåáðàìè Õîïôà îíè ïåðåñòàþò áûòü, ïîñêîëüêó â èõ îïðå-

äåëåíèè èñïîëüçóþòñÿ ñðàçó äâà òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ � îäíî (ïðîåêòèâ-

íîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ) äëÿ îïåðàöèè óìíîæå-

íèÿ, äðóãîå (òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáð ôîí Íåéìàíà) äëÿ êîóìíîæå-

íèÿ. Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ èñêàæåíèå èñõîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé,

î êîòîðîì ìû ãîâîðèëè.

Âûâîä, êîòîðûé ìîæíî ñäåëàòü èç ýòèõ çàìå÷àíèé, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-

ùåì. Åñëè ïîä ãèáêîñòüþ òåîðèè (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü åå æåñòêîñòè) ïîíè-

ìàòü âîçìîæíîñòü ôîðìóëèðîâàòü åå ðåçóëüòàòû â óñòîÿâøèõñÿ òåðìèíàõ, ïðè

íåîáõîäèìîñòè, ïåðåõîäÿ ê òåðìèíîëîãèè ñîñåäíèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè, è áåç

óñëîæíåíèé, îïðàâäàííîñòü êîòîðûõ îñòàåòñÿ íåî÷åâèäíîé, òî èç ïðèâåäåííûõ

òåîðèé òîëüêî ïåðâóþ � äâîéñòâåííîñòü äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï (èç ïóíêòà 1) � ñëå-

äóåò ïðèçíàòü ãèáêîé (ïîñêîëüêó â íåé ñ îäíîé ñòîðîíû íåò íåîáõîäèìîñòè èñêà-

æàòü àëãåáðàè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèå àëãåáðû Õîïôà, à ñ

23K.-H.Ulbrich. On Hopf algebras and rigid monoidal categories, Israel. J. Math., 72:252-256 (1990). Ôîðìóëè-

ðîâêó ýòîãî ðåçóëüòàòà ñ íàáðîñêîì äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêå V. Chari, A. Pressley, A guide to

quantum groups. Cambridge university press, 1995 (Theorem 5.1.11).
24Ñì. ïîäñòðî÷íîå ïðèìå÷àíèå 5.
25Ñì. ïîäñòðî÷íîå ïðèìå÷àíèå 20.
26Â òåîðèè Âàéíåðìàíà-Êàöà-Ýíîêà-Øâàðöà òàêèå îáúåêòû íàçûâàþòñÿ àëãåáðàìè Êàöà, à â òåîðåìå Òàöó-

óìû îíè ïðèñóòñòâóþò íåÿâíî, îäíàêî èõ ðîëü áûëà âûÿâëåíà ïîçæå Äæ.Ýðíåñòîì, ââåäøèì â óïîòðåáëåíèå

ñàì òåðìèí �àëãåáðà Õîïôà-ôîí Íåéìàíà� â ñòàòüå: J.Ernest, Hopf-von Neumann algebras, Functional analysis.

Proc. Conf. Univ. California, 1966, pp.195-215 (1967).
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äðóãîé, îíà ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî ñðåäñòâ, ÷òîáû ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåõîäèòü

îò àñèììåòðè÷íîé êàðòèíû ê ñèììåòðè÷íîé, à âíóòðè êàæäîé èç íèõ âûáèðàòü

óäîáíóþ òî÷êó çðåíèÿ, ïåðåõîäÿ åñëè íóæíî îò ãðóïïîâîé àëãåáðû CG ôóíê-

öèîíàëîâ ê äâîéñòâåííîé åé àëãåáðå CG ôóíêöèé, è íàîáîðîò). Âàæíî, ïîìèìî

ïðî÷åãî, ÷òî ýòà ãèáêîñòü ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè

äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îñòàëüíûõ, òî åñòü àñèììåòðè÷íîé

òåîðèè äâîéñòâåííîñòè äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï (èç ïóíêòà 2), è îáåèõ òåîðèé

äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïï (èç ïóíêòà 3). Îäíàêî, ïåðåõîäÿ îò ïóíêòà 1 ê

ïóíêòàì 2 è 3, ìû âèäèì ïðîòèâîïîëîæíóþ êàðòèíó: æåñòêîñòü òåîðèé ïóíêòà

2 è 3 íå äàåò âîçìîæíîñòè ñ÷èòàòü äâîéñòâåííîñòü äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï

÷àñòíûì ñëó÷àåì äâîéñòâåííîñòè äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïï (õîòÿ öåïî÷-

êà (1) ðîæäàåò èìåííî ýòè èíòóèòèâíûå îæèäàíèÿ). Î÷åâèäíàÿ ãåíåòè÷åñêàÿ

ñâÿçü ìåæäó ýòèìè òåîðèÿìè íå îáðåòàåò ôîðìó ñòðîãèõ ëîãè÷åñêèõ ôîðìó-

ëèðîâîê, è ýòî îïðàâäûâàåò ïîèñêè íîâûõ òî÷åê çðåíèÿ, ñïîñîáíûõ, âî-ïåðâûõ,

îáúåäèíèòü àëãåáðàè÷åñêèé è àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîäû â òåîðèè äâîéñòâåííîñòè,

è, âî-âòîðûõ, � óñòðàíèòü äèñáàëàíñ ìåæäó ñèììåòðè÷íîé è àñèììåòðè÷íîé åå

ñîñòàâëÿþùèìè.

Ýòî íàìåðåíèå ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùåé òàáëèöåé, â êîòîðîé

ïëþñû îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ïîñòðîåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ, à

ìèíóñû è âîïðîñèòåëüíûé çíàê � ÷òî åå ïîêà íåò:

êëàññû ãðóïï àñèììåòðè÷íûå òåîðèè ñèììåòðè÷íûå òåîðèè

êîíå÷íûå + +

àëãåáðàè÷åñêèå + −
ãðóïïû Ëè:

êîìïëåêñíûå − ?

âåùåñòâåííûå − −
ëîêàëüíî êîìïàêòíûå + +

Êîíå÷íîé öåëüþ èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè (åñëè ýòî îñóùåñòâèìî) ìîæíî

îáúÿâèòü çàïîëíåíèå âñåõ ÿ÷ååê òàáëèöû ïëþñàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû, â äó-

õå ñêàçàííîãî âûøå ïî ïîâîäó ãèáêîñòè, ïðè ïåðåõîäå ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó

ãðóïï ñëåäóþùàÿ òåîðèÿ îáîáùàëà ïðåäûäóùóþ, à âñÿ êàðòèíà â öåëîì âû-

ãëÿäåëà óçëîì, ñâÿçûâàþùèì ÷åòûðå çàòðàãèâàåìûå çäåñü îáëàñòè ìàòåìàòèêè

� àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, êîìïëåêñíûé àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåò-
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ðèþ è îáùóþ òîïîëîãèþ. Öåëüþ æå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåíèå

ÿ÷åéêè ñ âîïðîñèòåëüíûì çíàêîì.

Öåëü ðàáîòû.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñòðîèòñÿ òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè äëÿ äîñòàòî÷íî

øèðîêîãî êëàññà êîìïëåêñíûõ ãðóïï Ëè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì äâóì

óñëîâèÿì, ñìûñë êîòîðûõ ìû îáñóæäàëè âûøå:

1) ñèììåòðè÷íîñòü (äâîéñòâåííûé îáúåêò èìååò òó æå ïðèðîäó, ÷òî è èñõîä-

íûé),

2) ãèáêîñòü (óïîòðåáëÿåìûå êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè, â ÷àñò-

íîñòè, â êà÷åñòâå ãðóïïîâûõ àëãåáð èñïîëüçóþòñÿ àëãåáðû Õîïôà â ïîäõî-

äÿùèõ ìîíîèäàëüíûõ êàòåãîðèÿõ).

Â êà÷åñòâå òàêîãî êëàññà ãðóïï âûáðàí êëàññ êîìïàêòíî ïîðîæäåííûõ ãðóïï

Øòåéíà ñ àëãåáðàè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé åäèíèöû, à áàçîé äëÿ ïîñòðîå-

íèé ñëóæèò ðàçðàáîòàííàÿ àâòîðîì òåîðèÿ ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ è àëãåáð,

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êîòîðîé òàêæå ïðåäñòàâëåíû â äèññåðòàöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

• Íàéäåíà øèðîêàÿ êàòåãîðèÿ Ste ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, íàçûâà-

åìûõ ñòåðåîòèïíûìè, ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü óäîáíóþ òåîðèþ òîïîëîãè÷å-

ñêèõ àëãåáð, ñâîáîäíóþ îò íåêîòîðûõ íåäîñòàòêîâ òðàäèöèîííîé òåîðèè.

• Ïîêàçàíî, ÷òî Ste ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è êîïîëíîé ïðåäàáåëåâîé êàòåãîðèåé.

• Ïîêàçàíî, ÷òî Ste îáëàäàåò ñòðóêòóðîé çàìêíóòîé ñèììåòðè÷åñêîé ìîíî-

èäàëüíîé êàòåãîðèè, è ÷òî äëÿ âñÿêîé àëãåáðû A â ýòîé êàòåãîðèè ñîîò-

âåòñòâóþùèå êàòåãîðèè ASte è SteA ëåâûõ è ïðàâûõ A-ìîäóëåé ÿâëÿþòñÿ

îòíîñèòåëüíûìè êàòåãîðèÿìè íàä êàòåãîðèåé Ste.

• Ïîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâî ñòåðåîòèïíîé àïïðîêñèìàöèè â êàòåãîðèè Ste íà-

ñëåäóåòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè îïåðàòîðîâ è òåíçîðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè.
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• Îïèñàíà ñòðóêòóðà ìîäóëåé íàä àëãåáðîé L(X) îïåðàòîðîâ íà ñòåðåîòèï-

íîì ïðîñòðàíñòâå X ñî ñâîéñòâîì ñòåðåîòèïíîé àïïðîêñèìàöèè.

• Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå äâîéñòâåííîñòè Ïîíòðÿãèíà ñ êàòåãîðèè êîììóòàòèâ-
íûõ êîìïàêòíî ïîðîæäåííûõ ãðóïï Øòåéíà íà êàòåãîðèþ (íåîáÿçàòåëüíî

êîììóòàòèâíûõ) êîìïàêòíî ïîðîæäåííûõ ãðóïï Øòåéíà ñ àëãåáðàè÷åñêîé

ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé åäèíèöû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,

àáñòðàêòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, êîìïëåêñíîãî àíàëèçà è îáùåé òîïîëî-

ãèè. Øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì çà ïîñëåäíèå ãîäû

ìåòîäû òåîðèè ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ è àëãåáð.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû

ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèè ãðóïï Øòåéíà è ãðóïïîâûõ àëãåáð.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü

� íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà:

• ¾Àëãåáðû â àíàëèçå¿, êàôåäðà Òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà, ðóêîâîäèòåëü: ïðîô. À. ß. Õåëåìñêèé, 1996, 1997, 1998, 1999,

2000, 2003, 2004, 2005, 2006, 2008.

• ¾Ñåìèíàð ïî ìíîãîìåðíîìó êîìïëåêñíîìó àíàëèçó¿, êàôåäðà Òåîðèè

ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ðóêîâîäèòåëè: ïðîô. Â. Ê. Áå-

ëîøàïêà, ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ñ. Þ. Íåìèðîâñêèé, ïðîô. À. Ã. Ñåðãååâ, ÷ë.-

êîðð. ÐÀÍ Å. Ì. ×èðêà, 2009.

• ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ¿, êàôåäðà Òåîðèè ôóíê-
öèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ðóêîâîäèòåëè: ïðîô. Î. Ã. Ñìîëÿíîâ,

ïðîô. Å. Ò. Øàâãóëèäçå, 2009.

8



• ¾Ãðóïïû Ëè è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿, êàôåäðà Âûñøåé àëãåáðû, ðóêîâî-

äèòåëè: ê.ô-ì.í. È.Â.Àðæàíöåâ, ïðîô. Ý. Á. Âèíáåðã, ïðîô. À. Ë. Îíè-

ùèê, äîö. Ä.À.Òèìàøåâ, 2009.

• ¾Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ¿, êàôåäðà Âûñøåé ãåîìåò-

ðèè è òîïîëîãèè, ðóêîâîäèòåëè: ïðîô. È. Ê. Áàáåíêî, äîö. À. À. Èðìà-

òîâ, ïðîô. À. Ñ. Ìèùåíêî, ïðîô. Â. Ì. Ìàíóéëîâ, ïðîô. Å. Â. Òðîèö-

êèé, 2009,

� íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ â çàðóáåæíûõ óíèâåðñèòåòàõ:

• îáùåêàôåäðàëüíûé ñåìèíàð ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè, óíèâåðñèòåò Íüþ-
êàñòëà, Âåëèêîáðèòàíèÿ, ðóêîâîäèòåëü: ïðîô. Í. ßíã, 1998.

• ¾Áàíàõîâû è ëîêàëüíî âûïóêëûå àëãåáðû¿, Àôèíñêèé óíèâåðñèòåò,

Ãðåöèÿ, ðóêîâîäèòåëü: ïðîô. Ì. Ôðàãóëîïóëó, 2006.

• ¾Àëãåáðà¿, óíèâåðñèòåò ã. Ñåéíò-Äæîíñ, Êàíàäà, ðóêîâîäèòåëü: ïðîô.
Þ. À. Áàõòóðèí, 2004.

• ¾Ñåìèíàð ïî íåêîììóòàòèâíîìó ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó¿, óíèâåðñè-

òåò ã. Êàýí, Ôðàíöèÿ, ðóêîâîäèòåëü: ïðîô. Ë. È. Âàéíåðìàí, 2009.

• Ìàòåìàòè÷åñêèé ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà ã. Ëþêñåìáóðã, ðóêîâîäèòåëü:

ïðîô. Ì. Øëèõåíìàéåð, 2010.

� íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

• �Òîïîëîãè÷åñêèå àëãåáðû, èõ ïðèëîæåíèÿ è ñâÿçàííûå âîïðîñû�, Áåíäëå-
âî, Ïîëüøà, 2003,

• �Øêîëà ïî íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè�, Âàðøàâà, Ïîëüøà, 2005,

• �Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Ëè è àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï�, Ýðëàíãåí, Ãåðìà-

íèÿ, 2010.

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 12 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòî-

ðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà (èç íèõ 8 ðàáîò îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ

èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ).
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Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ (ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû) è ñïèñêà

ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 86 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè�

356 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî òåìàòèêå ðàáîòû,

à òàêæå èçëàãàþòñÿ ìîòèâèðîâêè, öåëè è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ãëàâå 1 ïðèâîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ëîêàëüíî âûïóê-

ëûõ ïðîñòðàíñòâ (ËÂÏ) è äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå òåõíè÷åñêèå ðåçóëü-

òàòû, ëåæàùèå â îñíîâàíèÿõ òåîðèè ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ: îïèñûâàþòñÿ

ñâîéñòâà âïîëíå îãðàíè÷åííûõ è åìêèõ ìíîæåñòâ â ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðî-

ñòðàíñòâå, ñòðîÿòñÿ ôóíêòîðû ïñåâäîïîïîëíåíèÿ è ïñåâäîíàñûùåíèÿ ëîêàëüíî

âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà è äîêàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîñòü ìåæäó íèìè.

Âïîëíå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà è ïñåâäîïîëíûå ïðîñòðàíñòâà. Ìíîæåñòâî S

â ËÂÏ X íàçûâàåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì, èëè ïðåäêîìïàêòíûì, åñëè äëÿ

âñÿêîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U â X íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî

S ⊆ U + A. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî S âïîëíå îãðàíè÷åíî â ñìûñëå èíäóöè-

ðîâàííîé èçX ðàâíîìåðíîé ñòðóêòóðû (ïîýòîìó A ìîæíî âûáèðàòü ëåæàùèì

â S).

ËÂÏ X íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïîëíûì, åñëè â íåì âñÿêàÿ âïîëíå îãðàíè÷åííàÿ

íàïðàâëåííîñòü Êîøè ñõîäèòñÿ. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå

âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî S â X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Òåîðåìà 1. Êàæäîìó ËÂÏ X ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìîðôèçì27

OX : X → XO â íåêîòîðîå ïñåâäîïîëíîå ËÂÏ XO òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

óñëîâèÿ

(i) X ïñåâäîïîëíî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà OX : X → XO � èçîìîðôèçì;

27Ìîðôèçìîì ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ ìû íàçûâàåì ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
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(ii) äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà ËÂÏ ϕ : X → Y íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì

ËÂÏ ϕO : XO → Y O, çàìûêàþùèé äèàãðàììó

X XO

Y Y O

//
OX

��

ϕ

��

ϕO

//
OY

. (3)

Ïðîñòðàíñòâî XO íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà X.

Åìêèå ìíîæåñòâà è ïñåâäîíàñûùåííûå ïðîñòðàíñòâà. Ìíîæåñòâî D â ËÂÏ X

íàçûâàåòñÿ åìêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà S ⊆ X

ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå A ⊆ X òàêîå ÷òî S ⊆ D + A. Åñëè D çàìêíóòî, âûïóêëî

è óðàâíîâåøåííî, òî ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ìàññèâíîñòè â íóëå, òî

åñòü òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà S â X íàéäåòñÿ

îêðåñòíîñòü íóëÿ U â X òàêàÿ, ÷òî S ∩ U ⊆ D.

ËÂÏ X íàçûâàåòñÿ ïñåâäîíàñûùåííûì, åñëè â íåì âñÿêîå çàìêíóòîå âûïóê-

ëîå óðàâíîâåøåííîå åìêîå ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ íóëÿ.

Òåîðåìà 2. Êàæäîìó ËÂÏ X ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìîðôèçì

MX : XM → X èç íåêîòîðîãî ïñåâäîíàñûùåííîãî ËÂÏ XM òàê, ÷òîáû âûïîë-

íÿëèñü óñëîâèÿ

(i) X ïñåâäîíàñûùåíî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà MX : XM → X � èçîìîð-

ôèçì;

(ii) äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà ËÂÏ ϕ : Y → X íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì

ËÂÏ ϕM : Y M → XM, çàìûêàþùèé äèàãðàììó

X XM

Y Y M

oo
MX

OO

ϕ

oo
MY

OO

ϕM. (4)

Ïðîñòðàíñòâî XM íàçûâàåòñÿ ïñåâäîíàñûùåíèåì ïðîñòðàíñòâà X.
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Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì X? ê ËÂÏ X íàä

C íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ f : X →
C, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà âïîëíå îãðàíè÷åííûõ

ìíîæåñòâàõ â X. Åñëè ϕ : X → Y � ìîðôèçì ËÂÏ, òî ôîðìóëà

ϕ?(g) = g ◦ ϕ

îïðåäåëÿåò ìîðôèçì ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ, ϕ? : Y ? → X?, êîòîðûé íàçûâà-

åòñÿ ñîïðÿæåííûì ìîðôèçìîì. Îòîáðàæåíèå ϕ 7→ ϕ? ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíò-

íûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèè ËÂÏ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðîì ñîïðÿæå-

íèÿ. Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêòîð ñîïðÿæåíèÿ óñòàíàâëè-

âàåò â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ôóíêòîðàìè ïñåâäîïîïîëíåíèÿ

è ïñåâäîíàñûùåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � ïñåâäîïîëíîå ËÂÏ. Òîãäà

(a) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì

(XM)? = (X?)O

òàêîé, ÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

(XM)? (X?)O

X?

__

(MX)?

??

OX?
; (5)

(b) äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà ïñåâäîïîëíûõ ËÂÏ ϕ : X → Y êîììóòàòèâíà

äèàãðàììà

(XM)? (X?)O

(Y M)? (Y ?)O

OO

(ϕM)?

OO

(ϕ?)O . (6)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X � ïñåâäîíàñûùåííîå ËÂÏ. Òîãäà

(a) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì

(XO)? = (X?)M
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òàêîé, ÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

(XO)? (X?)M

X?
��

(OX)?
��
MX?

; (7)

(b) äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà ïñåâäîíàñûùåííûõ ËÂÏ ϕ : X → Y êîììóòàòèâíà

äèàãðàììà

(XO)? (X?)M

(Y O)? (Y ?)M

OO

(ϕO)?

OO

(ϕ?)M . (8)

Â ãëàâå 2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòåðåîòèïíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìå-

ðû è îïèñûâàþòñÿ âàæíåéøèå ñâîéñòâà êàòåãîðèè ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñòåðåîòèïíûå ïðîñòðàíñòâà. ËÂÏ X ìû íàçûâàåì ñòåðåîòèïíûì, åñëè îíî

îäíîâðåìåííî ïñåâäîïîëíî è ïñåâäîíàñûùåíî. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. Äëÿ ËÂÏ X ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ïðîñòðàíñòâî X ñòåðåîòèïíî;

(ii) åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå iX : X → X?? ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ËÂÏ.

Êàê îêàçûâàåòñÿ, âñå êâàçèïîëíûå áî÷å÷íûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ñòåðåî-

òèïíûìè. Â ÷àñòíîñòè, âñå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è âñå ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå
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ÿâëÿþòñÿ ñòåðåîòèïíûìè. Íàãëÿäíî ýòî ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü êàðòèíêîé:

'

&

$

%

ÑÒÅÐÅÎÒÈÏÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ'

&

$

%

êâàçèïîëíûå áî÷å÷íûå ïðîñòðàíñòâà'

&

$

%
ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå�
�

�
�ïðîñòðàíñòâà Áàíàõà

'

&

$

%
ðåôëåêñèâíûå
ïðîñòðàíñòâà

Êëàññ Ste ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ îáðàçóåò êàòåãîðèþ, ìîðôèçìàìè â êî-

òîðîé ñëóæàò ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : X → Y . Êàòåãîðèÿ Ste

ïðåäàáåëåâà:

Òåîðåìà 6. Âñÿêèé ìîðôèçì ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ ϕ : X → Y îáëàäà-

åò

� ÿäðîì kerϕ : Kerϕ→ X,

� êîÿäðîì cokerϕ : Y → Cokerϕ,

� îáðàçîì imϕ : Imϕ→ Y

� è êîîáðàçîì coimϕ : X → Coimϕ

â êàòåãîðèè Ste ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè ýòîì, îïåðàöèÿ ϕ 7→ ϕ? ïå-

ðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó îòîáðàæåíèþ óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùèå ñâÿçè ìåæ-

äó ýòèìè îáúåêòàìè:

(kerϕ)? = cokerϕ? (cokerϕ)? = kerϕ? (imϕ)? = coimϕ? (coimϕ)? = imϕ?

(Kerϕ)⊥M = Imϕ? (Imϕ)⊥M = Kerϕ? Kerϕ = (Imϕ?)⊥M Imϕ = (Kerϕ?)⊥M

Ñòåðåîòèïíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ

� ïðîñòðàíñòâîì Ñìèò, åñëè åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X? ÿâëÿåòñÿ

áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì,
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� ïðîñòðàíñòâîì Áðàóíåðà, åñëè åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X? ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå.

Ñâÿçè ìåæäó êëàññàìè ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå, Áðàóíåðà, Áàíàõà è Ñìèò èëëþ-

ñòðèðóþòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàììîé (â êîòîðîé ïåðåõîä ê ñîïðÿæåííîìó êëàññó

ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîòîì íà 180◦):

'

&

$

%

ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå'
&ïðîñòðàíñòâà Áàíàõà

'

&

$

%ïðîñòðàíñòâà Áðàóíåðà

$
%ïðîñòðàíñòâà Ñìèòêîíå÷íîìåðíûå

ïðîñòðàíñòâà

Ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ, áèëèíåéíûõ ôîðì è òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü

X è Y � äâà ËÂÏ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y : X ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìîðôèçìîâ (òî

åñòü ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ) ϕ : X → Y , íàäåëåííîå òîïîëîãèåé

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà âïîëíå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ â X, à ñèìâî-

ëîì Y �X � ïñåâäîíàñûùåíèå ïðîñòðàíñòâà Y : X,

Y �X = (Y : X)M

Åñëè ïðîñòðàíñòâà X è Y ñòåðåîòèïíû, òî ïðîñòðàíñòâî Y �X òîæå ñòåðåîòèï-

íî.

Äëÿ ëþáûõ òðåõ ËÂÏ X, Y, Z áèëèíåéíóþ ôîðìó β : X × Y → Z ìû íàçû-

âàåì íåïðåðûâíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè íóëÿ W ⊂ Z íàéäóòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíî-

æåñòâî S ⊂ X è îêðåñòíîñòü íóëÿ V ⊂ Y òàêèå, ÷òî β(S, V ) ⊆ W ;

2) äëÿ âñÿêîé îêðåñòíîñòè íóëÿ W ⊂ Z íàéäóòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíî-

æåñòâî T ⊂ Y è îêðåñòíîñòü íóëÿ U ⊂ X òàêèå, ÷òî β(U, T ) ⊆ W .

Ñèìâîëîì Z : (X, Y ) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ áèëèíåé-

íûõ ôîðì β : X × Y → Z, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà
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âïîëíå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ â X × Y , à ñèìâîëîì Z � (X, Y ) � ïñåâäî-

íàñûùåíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà:

Z � (X, Y ) =
{
Z : (X, Y )

}M
Åñëè ïðîñòðàíñòâà X, Y è Z ñòåðåîòèïíû, òî ïðîñòðàíñòâî Z � (X, Y ) òîæå

ñòåðåîòèïíî.

Ïðîåêòèâíîå (ñòåðåîòèïíîå) òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòåðåîòèïíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ X è Y îïðåäåëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ðàâåíñòâàìè

X ~ Y := (X? � Y )?, X ~ Y := (C� (X, Y ))?

ïðè÷åì ïðè x ∈ X è y ∈ Y ýëåìåíòàðíûé òåíçîð x ~ y ∈ X ~ Y îïðåäåëÿåòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè ðàâåíñòâàìè

(x~ y)(ϕ) := ϕ(y)(x)︸ ︷︷ ︸
ϕ ∈ X? � Y

x ~ y ∈ (X? � Y )?

, (x~ y)(β) := β(x, y)︸ ︷︷ ︸
β ∈ C� (X,Y )

x ~ y ∈ (C� (X,Y ))?

Èíúåêòèâíîå (ñòåðåîòèïíîå) òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòåðåîòèïíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ X è Y îïðåäåëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ðàâåíñòâàìè

X � Y := Y �X?, X � Y := C� (X?, Y ?)

ïðè÷åì ïðè x ∈ X è y ∈ Y ýëåìåíòàðíûé òåíçîð x � y ∈ X � Y îïðåäåëÿåòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè ðàâåíñòâàìè

(x� y)(f) := f(x) · y︸ ︷︷ ︸
f ∈ X?

x� y ∈ Y �X?

, (x� y)(f, g) := f(x) · g(y)︸ ︷︷ ︸
f ∈ X?, g ∈ Y ?

x� y ∈ C� (X?, Y ?)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà, åñòåñòâåííûå ïî X, Y , Z:

(X ~ Y )? ∼= Y ? �X? (X � Y )? ∼= Y ? ~X?

Z � (X ~ Y ) ∼= (Z �X)� Y (X � Y )� Z ∼= X � (Y � Z)

C~X ∼=X ∼= X ~ C C�X ∼=X ∼= X � C

X ~ Y ∼= Y ~X X � Y ∼= Y �X

(X ~ Y )~ Z ∼= X ~ (Y ~ Z) (X � Y )� Z ∼= X � (Y � Z)(⊕
i∈I

Xi

)
~ Y ∼=

⊕
i∈I

(Xi ~ Y )

(∏
i∈I

Xi

)
� Y ∼=

∏
i∈I

(Xi � Y )
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Òåîðåìà 7. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ

@X,Y : X ~ Y → X � Y , íàçûâàåìûé ïðåîáðàçîâàíèåì Ãðîòåíäèêà, óäîâëåòâî-

ðÿþùèé òîæäåñòâó

@X,Y (x~ y) = x� y

Òåîðåìà 8. Êàòåãîðèÿ Ste ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäàëü-

íîé êàòåãîðèåé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïðîåêòèâíîãî ~ è èíúåêòèâíîãî �
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïðè÷åì ïðîåêòèâíîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ~ çà-

äàåò íà Ste ñòðóêòóðó çàìêíóòîé ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè ñ âíóòðåííèì

hom-ôóíêòîðîì â âèäå äðîáè �:

Hom(X, Y ) = Y �X

Ñâîéñòâî ñòåðåîòèïíîé àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ âñÿêîãî ñòåðåîòèïíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X ñèìâîëàìè L(X) è L?(X) ìû îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâà

L(X) := X �X, L?(X) := {X �X}?

Ïðîñòðàíñòâî L(X) ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ α : X → X

è íàäåëåíî òîïîëîãèåé, ÿâëÿþùåéñÿ ïñåâäîíàñûùåíèåì òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè íà âïîëíå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ â X. Èç îïðåäåëåíèé ~ è �
èìååì,

L(X) = X? �X, L?(X) = X? ~X,

ïîýòîìó ìåæäó L(X) è L?(X) èìååòñÿ åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãðîòåíäèêà:

@X : L?(X) = X? ~X → X? �X = L(X)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòåðåîòèïíîå ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñòåðåîòèïíîé àï-

ïðîêñèìàöèåé, åñëè åäèíè÷íûé îïåðàòîð 1X ïðèáëèæàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè â

ïðîñòðàíñòâå L(X) = X �X.

Òåîðåìà 9. Äëÿ ñòåðåîòèïíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

(i) X îáëàäàåò ñòåðåîòèïíîé àïïðîêñèìàöèåé;

(ii) ïðåîáðàçîâàíèå Ãðîòåíäèêà @X : L?(X) = X? ~ X → X? � X = L(X)

ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì (â êàòåãîðèè Ste);
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(iii) ïðåîáðàçîâàíèå Ãðîòåíäèêà @X : L?(X) = X? ~ X → X? � X = L(X)

ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì (â êàòåãîðèè Ste);

(iv) äëÿ âñÿêîãî ñòåðåîòèïíîãî ïðîñòðàíñòâà Y ïðåîáðàçîâàíèå Ãðîòåíäèêà

@ : Y ~X → Y �X ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì (â êàòåãîðèè Ste);

(v) äëÿ âñÿêîãî ñòåðåîòèïíîãî ïðîñòðàíñòâà Y ïðåîáðàçîâàíèå Ãðîòåíäèêà

@ : Y ~X → Y �X ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì (â êàòåãîðèè Ste).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èëëþñòèðèðóåò òåçèñ, ÷òî ñòåðåîòèïíàÿ òåîðèÿ ïîçâî-

ëÿåò óïðîùàòü ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî êîíòðïðèìåðîâ

â íåì. Êàê èçâåñòíî, åñëè áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì êëàññè-

÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, òî ýòî íåîáÿçàòåëüíî áóäåò âåðíî äëÿ åãî ïðîñòðàíñòâà

îïåðàòîðîâ B(X): â 1981 ãîäó À.Øàíêîâñêèé ïîêàçàë28, ÷òî ïðîñòðàíñòâî B(H)

îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H

íå îáëàäàåò àïïðîêñèìàöèåé. Â ñòåðåîòèïíîé òåîðèè ýòîò êîíòðïðèìåð èñ÷åçà-

åò:

Òåîðåìà 10. Ïóñòü X è Y � ñòåðåîòèïíûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñâîéñòâîì ñòå-

ðåîòèïíîé àïïðîêñèìàöèè. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà Y �X,X ~ Y,X � Y òàêæå

îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñòåðåîòèïíîé àïïðîêñèìàöèè.

Â ãëàâå 3 îïðåäåëÿþòñÿ ñòåðåîòèïíûå àëãåáðû è ìîäóëè íàä íèìè, ïðèâî-

äÿòñÿ ïðèìåðû, îïèñûâàþòñÿ âàæíåéøèå ñâîéñòâà êàòåãîðèè ñòåðåîòèïíûõ ìî-

äóëåé íàä àëãåáðîé è ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòåðåîòèïíîé àëãåáðû Õîïôà.

Ïðîåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå ñòåðåîòèïíûå àëãåáðû. Ñòåðåîòèïíîå ïðîñòðàí-

ñòâî A íàä C ìû íàçûâàåì ïðîåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé (èëè ïðîñòî

ïðîåêòèâíîé àëãåáðîé) åñëè A ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì â êàòåãîðèè (Ste,~), òî åñòü

åñëè çàäàíû ìîðôèçìû ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ

µ : A~ A→ A ε : C→ A

28A. Szankowski, B(H) does not have the approximation property, Act. Math. 147:89-108 (1981).
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äëÿ êîòîðûõ áóäóò êîììóòàòèâíû äèàãðàììû

A~ (A~ A) ∼= (A~ A)~ A

A~ A A A~ A
��

1~µ

��

µ~1

//
µ

oo
µ

C~ A ∼= A ∼= A~ C

A~ A
''

ε~1
ww

1~ε

OO

µ .

Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî íà A çàäàíà ñòðóêòóðà àññîöèàòèâíîé àëãåáðû íàä

C ñ åäèíèöåé, ïðè÷åì îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé áèëèíåéíîé

ôîðìîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ íà ñ.15. Â ýòîì ñëó÷àå óìíîæåíèå â A íåïðå-

ðûâíî ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ñòåðåîòèïíîå ïðîåêòèâíîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

ñóùåñòâóåò ìîðôèçì µ : A~ A→ A òàêîé ÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

A× A A~ A

A

//
(x,y)7→x~y

��
(x,y) 7→x·y

��
µ .

Ñòåðåîòèïíîå ïðîñòðàíñòâî A íàä C ìû íàçûâàåì èíúåêòèâíîé ñòåðåîòèï-

íîé àëãåáðîé, åñëè A ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì â êàòåãîðèè (Ste,�) òî åñòü åñëè çà-

äàíû ìîðôèçìû ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ

µ : A� A→ A ε : C→ A

äëÿ êîòîðûõ áóäóò êîììóòàòèâíû äèàãðàììû

A� (A� A) ∼= (A� A)� A

A� A A A� A
��

1�µ

��

µ�1

//
µ

oo
µ

(9)

C� A ∼= A ∼= A� C

A� A
''

ε�1
ww

1�ε

OO

µ .
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Òåîðåìà 11. Âñÿêàÿ èíúåêòèâíàÿ ñòåðåîòèïíàÿ àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ ïðîåê-

òèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé.

Ïðèìåð 12. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå A ñâîéñòâî áûòü ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé

ýêâèâàëåíòíî ñîâìåñòíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Ïîýòîìó ëþáàÿ

àëãåáðà Ôðåøå ñ åäèíèöåé áóäåò ïðîåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé.

Ïðèìåð 13. Àëãåáðà îïåðàòîðîâ L(X). Äëÿ âñÿêîãî ñòåðåîòèïíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî L(X) ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòî-

ðîâ ϕ : X → X ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèè êîìïîçèöèè ϕ ◦ ψ.

Ïðèìåð 14. Àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(M) íà ïàðàêîìïàêòíîì ëîêàëü-

íî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå M (ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-

ñòè íà êîìïàêòàõ) ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé (ñ ïîòî÷å÷íûì

óìíîæåíèåì).

Ïðèìåð 15. Àëãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé E(M) íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M (ñ

îáû÷íîé òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé ïðîèçâîäíîé íà êîì-

ïàêòàõ) ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé (ñ ïîòî÷å÷íûì óìíîæå-

íèåì).

Ïðèìåð 16. Àëãåáðà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé O(M) íà ìíîãîîáðàçèè Øòåéíà

M (ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ â M) ÿâëÿåòñÿ èíúåê-

òèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé (ñ ïîòî÷å÷íûì óìíîæåíèåì).

Ïðèìåð 17. Àëãåáðà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé R(M) íà àôôèííîì àëãåáðàè÷å-

ñêîì ìíîãîîáðàçèè M (ñ ñèëüíåéøåé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèåé) ÿâëÿåòñÿ

èíúåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé (ñ ïîòî÷å÷íûì óìíîæåíèåì).

Ïðèìåð 18. Àëãåáðà C?(G) ìåð Ðàäîíà ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà ëîêàëü-

íî êîìïàêòíîé ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé îòíîñè-

òåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè ìåð (α, β) 7→ α ∗ β. Åäèíèöåé â òàêîé àëãåáðå áóäåò

äåëüòà-ôóíêöèîíàë â åäèíèöå 1G ãðóïïû G:

δ1G(u) = u(1G)

Ïðèìåð 19. Àëãåáðà E?(G) ðàñïðåäåëåíèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà ãðóï-

ïå Ëè G ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

ñâåðòêè ðàñïðåäåëåíèé (α, β) 7→ α ∗ β.

20



Ïðèìåð 20. Àëãåáðà O?(G) àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ íà ãðóïïå Øòåéíà

G ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè

(α, β) 7→ α ∗ β.

Ïðèìåð 21. Àëãåáðà ðåãóëÿðíûõ ïîòîêîâ R?(G) íà àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé

ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

ñâåðòêè (α, β) 7→ α ∗ β.

Íåïðåðûâíûì ïðåäñòàâëåíèåì ëîêàëüíî-êîìïàêòíîé ãðóïïû G â ñòåðåîòèï-

íîé àëãåáðå A íàçîâåì âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå π : G→ A ñî ñâîéñòâà-

ìè

π(s · t) = π(s) · π(t), π(1G) = 1A (10)

Ãëàäêèì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû Ëè G â ñòåðåîòèïíîé àëãåáðå A íàçîâåì

âñÿêîå îòîáðàæåíèå π : G→ A, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâàì (10), è òàêîå, ÷òî

äëÿ âñÿêîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ A? êîìïîçèöèÿ f ◦ π áóäåò ãëàäêîé ôóíêöèåé íà

G, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå f ∈ A? 7→ f ◦π ∈ E(G) áóäåò íåïðåðûâíî (çàìåòèì, ÷òî
ïî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, âëîæåíèå G→ C?(G) íå áóäåò ãëàäêèì ïðåäñòàâëåíèåì).

Ãîëîìîðôíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû Øòåéíà G â ñòåðåîòèïíîé àëãåáðå A

íàçîâåì âñÿêîå îòîáðàæåíèå π : G → A, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâàì (10), è

òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ A? êîìïîçèöèÿ f◦π áóäåò ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèåé íà G, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå f ∈ A? 7→ f ◦ π ∈ O(G) áóäåò íåïðåðûâíî
(îïÿòü ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, âëîæåíèÿ G → C?(G) è
G→ E?(G) íå áóäóò ãîëîìîðôíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè).

Ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G â ñòåðåî-

òèïíîé àëãåáðå A íàçîâåì âñÿêîå îòîáðàæåíèå π : G → A, óäîâëåòâîðÿþùåå

òîæäåñòâàì (10), è òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ A? êîìïîçèöèÿ

f ◦ π áóäåò ìíîãî÷ëåíîì íà G, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå f ∈ A? 7→ f ◦ π ∈ R(G) áó-
äåò íåïðåðûâíî (ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî íàïðèìåð âëîæåíèå G→ O?(G) íå áóäóò

ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèÿìè).
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Òåîðåìà 22. Äëÿ âñÿêîé ïðîåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðû A äèàãðàììû

A

G C?(G)//
δ

??

π
__

ϕ
,

A

G E?(G)//
δ

??

π
__

ϕ
, (11)

A

G O?(G)//
δ

??

π
__

ϕ
,

A

G R?(G)//
δ

??

π
__

ϕ
(12)

(â êîòîðûõ δ � âëîæåíèÿ â êà÷åñòâå äåëüòà-ôóíêöèé) óñòàíàâëèâàþò áèåê-

öèè ìåæäó

� íåïðåðûâíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíî-êîìïàêòíîé ãðóï-

ïû G â àëãåáðå A è ìîðôèçìàìè ïðîåêòèâíûõ ñòåðåîòèïíûõ àëãåáð ϕ :

C?(G)→ A;

� ãëàäêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ïðîèçâîëüíîé âåùåñòâåííîé ãðóïïû Ëè G â

àëãåáðå A è ìîðôèçìàìè ïðîåêòèâíûõ ñòåðåîòèïíûõ àëãåáð ϕ : E?(G)→
A;

� ãîëîìîðôíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû Øòåéíà G â àëãåá-

ðå A è ìîðôèçìàìè ïðîåêòèâíûõ ñòåðåîòèïíûõ àëãåáð ϕ : O?(G)→ A;

� ðåãóëÿðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ïðîèçâîëüíîé àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóï-

ïû G íàä C â àëãåáðå A è ìîðôèçìàìè ïðîåêòèâíûõ ñòåðåîòèïíûõ àëãåáð

ϕ : R?(G)→ A.

Ñòåðåîòèïíûå ìîäóëè. Ñòåðåîòèïíîå ïðîñòðàíñòâî X íàä C ñ çàäàííîé íà

íåì ñòðóêòóðîé ëåâîãî (èëè ïðàâîãî) A-ìîäóëÿ íàçûâàåòñÿ ñòåðåîòèïíûì A-

ìîäóëåì, åñëè îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû A ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé áè-

ëèíåéíîé ôîðìîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ ñ.15.

Òåîðåìà 23. Êàòåãîðèè ASte è SteA ëåâûõ è ïðàâûõ ñòåðåîòèïíûõ ìîäóëåé

íàä ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé A ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè êàòåãîðèÿìè íàä

ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèåé (Ste,~) ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Åñëè çàôèêñèðîâàòü X, òî äëÿ âñÿêîãî äðóãîãî ñòåðåîòèïíîãî ïðîñòðàíñòâà

E òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ E~X è E�X áóäóò ñòåðåîòèïíûìè ìîäóëÿìè íàä

ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé L(X).

Òåîðåìà 24. Ïóñòü X � ñòåðåîòèïíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñâîéñòâîì ñòåðåî-

òèïíîé àïïðîêñèìàöèè. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ëåâîãî ñòåðåîòèïíîãî ìîäóëÿ M

íàä L(X) íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ñòåðåîòèï-

íîå ïðîñòðàíñòâî E(M) è äâà áèìîðôèçìà ëåâûõ ñòåðåîòèïíûõ L(X)-ìîäóëåé

(òî åñòü äâà L(X)-ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ ñ íóëåâûì ÿäðîì è

ïëîòíûì îáðàçîì) ρM : E(M) ~ X → M è σM : M → E(M) � X òàêèå ÷òî

ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

M
σM

''

E(M)~X

ρM
77

@E(M),X

// E(M)�X

(13)

Ïðè ýòîì,

(a) E(M) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â M ñ òîïîëîãèåé èíäó-

öèðîâàííîé èç M â ñìûñëå êàòåãîðèè Ste,

(b) åñëè µ : M → N � ìîðôèçì ñòåðåîòèïíûõ ìîäóëåé íàä L(X), òî îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëåí ìîðôèçì ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ E(µ) : E(M) →
E(N) òàêîé, ÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:

M
σM

''

µ
��

E(M)~X

ρM
77

@E(M),X

//

E(µ)~idX

��

E(M)�X

E(µ)�idX

��

N
σN

''

E(N)~X

ρN

77

@E(N),X

// E(N)�X

(14)

(c) îòîáðàæåíèå E(·) ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì èç êàòåãîðèè L(X)Ste

ëåâûõ ñòåðåîòèïíûõ ìîäóëåé íàä L(X) â êàòåãîðèþ Ste ñòåðåîòèïíûõ

ïðîñòðàíñòâ íàä C, à ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ {ρM ; M ∈ L(X)Ste} è {σM ; M ∈
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L(X)Ste} � åñòåñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ôóíêòîðà E(·)~X â òîæ-

äåñòâåííûé ôóíêòîð íà êàòåãîðèè L(X)Ste è òîæäåñòâåííîãî ôóíêòîðà

â ôóíêòîð E(·)�X ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 25. Ïóñòü X � ÿäåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ áàçèñîì. Òîãäà äëÿ

âñÿêîãî ëåâîãî ìîäóëÿ Ôðåøå M íàä ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé îïåðàòîðîâ L(X)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ïðîñòðàíñòâî Ôðå-

øå E òàêîå ÷òî M èçîìîðôåí ïðîåêòèâíîìó òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ïðî-

ñòðàíñòâ Ôðåøå E è X: M ∼= E⊗̂X.

Ñòåðåîòèïíûå àëãåáðû Õîïôà. Àëãåáðîé Õîïôà (äðóãîé òåðìèí �ìîíîèä Õîïôà)

â ñèììåòðè÷åñêîé ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè K íàçûâàåòñÿ ïÿòåðêà (H,µ, ι,κ, ε, σ),
â êîòîðîé H � îáúåêò êàòåãîðèè K, à ìîðôèçìû

µ : H ⊗H → H (óìíîæåíèå),

ι : I → H (åäèíèöà),

κ : H → H ⊗H (êîóìíîæåíèå),

ε : H → I (êîåäèíèöà),

σ : H → H (àíòèïîä)

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) òðîéêà (H,µ, ι) îáðàçóåò ìîíîèä â K,

2) òðîéêà (H,κ, ε) îáðàçóåò êîìîíîèä â K,

3) êîììóòàòèâíû ñëåäóþùèå äèàãðàììû,

H

H ⊗H H ⊗H

(H ⊗H)⊗ (H ⊗H) (H ⊗H)⊗ (H ⊗H)

--κ

''

κ⊗κ

11

µ

//

θH,H,H,H

77

µ⊗µ
(15)

I I ⊗ I

H H ⊗H
��

ι

//
l−1I

��

ι⊗ι

//
κ

;

H ⊗H H

I ⊗ I I
��

ε⊗ε

//
µ

��

ε

//

lI

; (16)
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H

I I
��

ε??ι

//

1I

; (17)

îçíà÷àþùèå, ÷òî ìîðôèçìû κ : H → H ⊗ H è ε : H → I ÿâëÿþòñÿ ãî-

ìîìîðôèçìàìè ìîíîèäîâ, à ìîðôèçìû µ : H ⊗ H → H è ι : I → H

� ãîìîìîðôèçìàìè êîìîíîèäîâ â êàòåãîðèè K (çäåñü I � åäèíèöà ìîíîè-

äàëüíîé êàòåãîðèè K, lI : I → I ⊗ I � ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìîðôèçì, à θ �

ïðåîáðàçîâàíèå, ìåíÿþùåå ìåñòàìè âòîðîé è òðåòèé ìíîæèòåëü);

4) êîììóòàòèâíà äèàãðàììà, íàçûâàåìàÿ àêñèîìîé àíòèïîäà:

H ⊗H σ⊗1H //H ⊗H
µ

  

H

κ
>>

κ
  

ε // I ι //H

H ⊗H 1H⊗σ //H ⊗H
µ

>>

(18)

Åñëè âûïîëíåíû òîëüêî óñëîâèÿ 1)-3), òî ÷åòâåðêà (H,µ, ι,κ, ε) íàçûâàåòñÿ áè-
àëãåáðîé â êàòåãîðèè K.

Ñíîâà ñëåäóÿ îáùåìó îïðåäåëåíèþ, ìû íàçûâàåì

� ïðîåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé Õîïôà àëãåáðó Õîïôà â ñèììåòðè-

÷åñêîé ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ (Ste,~);

� èíúåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðîé Õîïôà àëãåáðó Õîïôà â ñèììåòðè-

÷åñêîé ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ (Ste,�);

� ÿäåðíîé àëãåáðîé Õîïôà-Ôðåøå àëãåáðó Õîïôà â ñèììåòðè÷åñêîé ìîíîè-

äàëüíîé êàòåãîðèè ÿäåðíûõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå NFre;

� ÿäåðíîé àëãåáðîé Õîïôà-Áðàóíåðà àëãåáðó Õîïôà â ñèììåòðè÷åñêîé ìîíî-

èäàëüíîé êàòåãîðèè ÿäåðíûõ ïðîñòðàíñòâ Áðàóíåðà NBra.

Ïóñòü êðîìå òîãî, ñòåðåîòèïíîå ïðîñòðàíñòâî H îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,

÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãðîòåíäèêà äëÿ ïàðû (H;H), òðîéêè (H;H;H) è ÷åòâåðêè
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(H;H;H;H) ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè ñòåðåîòèïíûõ ïðîñòðàíñòâ:

@H,H : H ~H ∼= H �H,

@H,H,H : H ~H ~H ∼= H �H �H

@H,H,H,H : H ~H ~H ~H ∼= H �H �H �H

(ýòî âñåãäà òàê, åñëè H � ÿäåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå èëè ÿäåðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî Áðàóíåðà). Òîãäà, î÷åâèäíî, çàäàíèå ñòðóêòóðû ïðîåêòèâíîé ñòåðåîòèïíîé

àëãåáðû Õîïôà íà H ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ñòðóêòóðû èíúåêòèâíîé ñòåðåî-

òèïíîé àëãåáðû Õîïôà íà H: ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû àëãåáð Õîïôà â (Ste,~)

è (Ste,�) (ìû îòëè÷àåì èõ èíäåêñàìè ~ è �) áóäóò èëè ñîâïàäàòü ι~ = ι�,

ε~ = ε�, σ~ = σ�, èëè áóäóò ñâÿçàíû äèàãðàììàìè

H ~H H �H

H
$$µ~

//
@H,H

zz µ�

H ~H H �H

H

//
@H,H

dd

κ~

::

κ�

Òàêèå (îäíîâðåìåííî ïðîåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå) àëãåáðû Õîïôà ìû áóäåì

íàçûâàòü æåñòêèìè ñòåðåîòèïíûìè àëãåáðàìè Õîïôà.

Ïðèìåð 26. Ëþáàÿ ÿäåðíàÿ àëãåáðà Õîïôà-Ôðåøå è ëþáàÿ ÿäåðíàÿ àëãåáðà

Õîïôà-Áðàóíåðà áóäóò æåñòêèìè ñòåðåîòèïíûìè àëãåáðàìè Õîïôà.

Òåîðåìà 27 (î äâîéñòâåííîñòè â êëàññå ñòåðåîòèïíûõ àëãåáð Õîïôà).

Ñòðóêòóðà èíúåêòèíîé (ïðîåêòèâíîé, æåñòêîé) àëãåáðû Õîïôà íà ñòåðåî-

òèïíîì ïðîñòðàíñòâå H àâòîìàòè÷åñêè çàäàåò ñòðóêòóðó ïðîåêòèâíîé (èíú-

åêòèâíîé, æåñòêîé) àëãåáðû Õîïôà íà ñîïðÿæåííîì ñòåðåîòèïíîì ïðîñòðàí-

ñòâå H? � ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû àëãåáðû Õîïôà íà H? îïðåäåëÿþòñÿ êàê

ñîïðÿæåííûå îòîáðàæåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû Õîïôà íà H:

µH? = (κH)?, ιH? = (εH)
?,

κH? = (µH)
?, εH? = (ιH)

?,

σH? = (σH)
?,

Ñòàíäàðòíûå ãðóïïîâûå àëãåáðû èç ïðèìåðîâ 18 � 21 ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâ-

íûìè àëãåáðàìè Õîïôà, à ñîïðÿæåííûå ê íèì ïðîñòðàíñòâà � èíúåêòèâíûìè

àëãåáðàìè Õîïôà. Ýòî ìîæíî èçîáðàçèòü ñëåäóþùåé òàáëèöåé:
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êëàññ ãðóïï

àëãåáðà ôóíêöèé

(èíúåêòèâíàÿ

àëãåáðà Õîïôà)

àëãåáðà ôóíêöèîíàëîâ

(ïðîåêòèâíàÿ

àëãåáðà Õîïôà)

àëãåáðàè÷åñêèå

ãðóïïû

àëãåáðà R(G)
ìíîãî÷ëåíîâ íà G

àëãåáðà R?(G)

ïîòîêîâ

ñòåïåíè 0 íà G

ãðóïïû

Øòåéíà

àëãåáðà O(G)
ãîëîìîðôíûõ

ôóíêöèé íà G

àëãåáðà O?(G)

àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèîíàëîâ

íà G

ãðóïïû

Ëè

àëãåáðà E(G)
ãëàäêèõ

ôóíêöèé íà G

àëãåáðà E?(G)
ðàñïðåäåëåíèé

íà G

ëîêàëüíî

êîìïàêòíûå

ãðóïïû

àëãåáðà C(G)
íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íà G

àëãåáðà C?(G)
ìåð Ðàäîíà

íà G

Â ãëàâå 4 ñòðîèòñÿ òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè äëÿ êîìïàêòíî ïîðîæäåííûõ ãðóïï

Øòåéíà ñ àëãåáðàè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé åäèíèöû.

Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ïóñòü G � ãðóïïà Øòåéíà.

Ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f : G→ [1,+∞) íàçûâàåòñÿ ïîëóõàðàêòåðîì,

åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ñóáìóëüòèïëèêàòèâíîñòè:

f(x · y) 6 f(x) · f(y), x, y ∈ G

Ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ u ∈ O(G) íà êîìïàêòíî ïîðîæäåííîé ãðóïïå Øòåéíà

G ìû íàçûâàåì ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, åñëè îíà îãðàíè÷èâàåòñÿ

íåêîòîðûì ïîëóõàðàêòåðîì:

|u(x)| 6 f(x), x ∈ G
(
f(x · y) 6 f(x) · f(y)

)
Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà íà G îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî íàä C, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì Oexp(G). Îíî íàäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âñÿêîãî ïîëóõàðàêòåðà f : G → [1,+∞) ìíîæåñòâî

27



ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, ïîä÷èíåííûõ åìó îáîçíà÷àåòñÿ

f � := {u ∈ O(G) : ∀x ∈ G |u(x)| 6 f(x)}

Îíî îáðàçóåò êîìïàêò îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííîé èç O(G) òîïîëîãèè, è íà-

çûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, ïîðîæäåííûì ôóíêöèåé f . Î÷åâèäíî, ïðîñòðàíñòâî

Oexp(G) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ f �, ãäå f ïðîáåãàåò

ñèñòåìó âñåâîçìîæíûõ ïîëóõàðàêòåðîâ íà G:

Oexp(G) =
⋃

f � ïîëóõàðàêòåð íà G

f �

Ìíîæåñòâî M â Oexp(G) ñ÷èòàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî îáðàçóåò çàìêíóòîå

ïåðåñå÷åíèå ñî âñÿêèì òàêèì ïðÿìîóãîëüíèêîì f �. Íàäåëåííîå òàêîé òîïîëîãè-

åé ïðîñòðàíñòâî Oexp(G) îêàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Áðàóíåðà (åñëè ãðóïïà G

êîìïàêòíî ïîðîæäåíà). Ñîïðÿæåííîå åìó ïðîñòðàíñòâî O?
exp(G), ýëåìåíòû êî-

òîðîãî íàçûâàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè íà G, áóäåò ïðîñòðàí-

ñòâîì Ôðåøå. Îáà ýòè ïðîñòðàíñòâà âäîáàâîê ÿâëÿþòñÿ ÿäåðíûìè, è ïî àíàëî-

ãèè ñ O(G) è O?(G) íàäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé àëãåáð Õîïôà:

Òåîðåìà 28. Äëÿ âñÿêîé êîìïàêòíî ïîðîæäåííîé ãðóïïû Øòåéíà G

� ïðîñòðàíñòâî Oexp(G) ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà íà

G ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíîé àëãåáðîé Õîïôà-Áðàóíåðà;

� åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî O?
exp(G) ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíîé àëãåáðîé Õîïôà-

Ôðåøå îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Îáîëî÷êà Àðåíñà-Ìàéêëà.

• Ìîðôèçì ñòåðåîòèïíûõ àëãåáð σ : A→ A′ íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì Àðåíñà-

Ìàéêëà, åñëè äëÿ ëþáîé áàíàõîâîé àëãåáðû B è ëþáîãî ìîðôèçìà ϕ : A→
B íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì ϕ′ : A′ → B, çàìûêàþùèé äèàãðàììó:

A A′

B

//
σ

��∀ϕ �� ∃!ϕ′
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• Ìîðôèçì ñòåðåîòèïíûõ àëãåáð ρ : A → E íàçûâàåòñÿ îáîëî÷êîé Àðåíñà-

Ìàéêëà, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ Àðåíñà-Ìàéêëà σ : A→ A′ íàéäåòñÿ

åäèíñòâåííûé ìîðôèçì υ : A′ → E, çàìûêàþùèé äèàãðàììó:

A

A′ E
��

∀σ
��

ρ

//

∃!υ

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî åñëè ρ : A→ E è σ : A→ F � äâå îáîëî÷êè

Àðåíñà-Ìàéêëà àëãåáðû A, òî âîçíèêàþùèé ãîìîìîðôèçì υ : F → E (èç-çà

ñâîåé åäèíñòâåííîñòè) áóäåò èçîìîðôèçìîì (òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð). Ïîýòîìó

îáîëî÷êà Àðåíñà-Ìàéêëà àëãåáðû A îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà, è, êàê ñëåäñòâèå, äëÿ íåå ìîæíî ââåñòè ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå:

♥A : A→ A♥

Åãî íóæíî ïîíèìàòü òàê: åñëè íàì äàí êàêîé-òî ãîìîìîðôèçì ρ : A→ E, òî çà-

ïèñü ρ = ♥A îçíà÷àåò, ÷òî ρ : A→ E ÿâëÿåòñÿ îáîëî÷êîé Àðåíñà-Ìàéêëà àëãåá-

ðû A; åñëè æå íàì äàíà àëãåáðà E, òî çàïèñü E = A♥ îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

ãîìîìîðôèçì ρ : A → E, ÿâëÿþùèéñÿ îáîëî÷êîé Àðåíñà-Ìàéêëà àëãåáðû A

� â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðó E òàêæå ïðèíÿòî íàçûâàòü îáîëî÷êîé Àðåíñà-Ìàéêëà

àëãåáðû A.

Ïðèìåð29. Îáîëî÷êîé Àðåíñà-Ìàéêëà àëãåáðû R(M) ìíîãî÷ëåíîâ íà àôôèí-

íîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà O(M) ãîëîìîðôíûõ

ôóíêöèé íà M :

R(M)♥ = O(M)

Ãîëîìîðôíî ðåôëåêñèâíûå àëãåáðû Õîïôà. Æåñòêóþ ñòåðåîòèïíóþ àëãåáðó

Õîïôà H ìû íàçûâàåì ãîëîìîðôíî ðåôëåêñèâíîé, åñëè åå îáîëî÷êà Àðåíñà-

Ìàéêëà H♥ îáëàäàåò ñòðóêòóðîé æåñòêîé ñòåðåîòèïíîé àëãåáðû Õîïôà òàêîé,

÷òî:

(i) åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì àëãåáð ♥H : H → H♥ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-

ìîì æåñòêèõ àëãåáð Õîïôà, è
29À. Þ. Ïèðêîâñêèé. Îáîëî÷êè Àðåíñà-Ìàéêëà, ãîìîëîãè÷åñêèå ýïèìîðôèçìû è îòíîñèòåëüíî êâàçèñâî-

áîäíûå àëãåáðû, Òðóäû ÌÌÎ, 69: 34-123, 2008.
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(ii) ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèå (♥H)? : (H♥)? → H? ÿâëÿåòñÿ îáîëî÷êîé Àðåíñà-

Ìàéêëà àëãåáðû (H♥)?:

(♥H)? = ♥(H♥)?

Óñëîâèÿ (i) è (ii) óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå äèàãðàììû,

H � ♥
// H♥

_

?
��

H?

_
?

OO

(H♥)?�♥
oo

(19)

ñìûñë êîòîðîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â óãëàõ êâàäðàòà ñòîÿò æåñòêèå ñòåðåîòèïíûå

àëãåáðû Õîïôà, ïðè÷åì ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè (îïåðàöèè Àðåíñà-Ìàéêëà ♥)
ÿâëÿþòñÿ èõ ãîìîìîðôèçìàìè, è, êðîìå òîãî, ÷åðåäîâàíèå îïåðàöèé ♥ è ? (ñ

êàêîãî ìåñòà íè íà÷èíàé) íà ÷åòâåðòîì øàãå âîçâðàùàåò ê èñõîäíîé àëãåáðå

Õîïôà (êîíå÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà).

Ãîëîìîðôíî ðåôëåêñèâíûå àëãåáðû Õîïôà îáðàçóþò êàòåãîðèþ, â êîòîðîé

îïåðàöèÿ H 7→ H♥? ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì äâîéñòâåííîñòè:

(H♥?)♥? ∼= H

Ïîýòîìó äèàãðàììó (19) ðàçóìíî íàçûâàòü äèàãðàììîé ðåôëåêñèâíîñòè.

Òåîðåìà 29. Åñëè G � êîìïàêòíî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Øòåéíà ñ àëãåáðàè-

÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé åäèíèöû, òî àëãåáðà O?(G) ãîëîìîðôíî ðåôëåê-

ñèâíà, à äèàãðàììà ðåôëåêñèâíîñòè äëÿ íåå ïðèíèìàåò âèä:

O?(G) � ♥
// O?

exp(G)

_

?
��

O(G)

_
?

OO

Oexp(G)
�♥

oo

(20)

ãäå Oexp(G) � àëãåáðà ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà30 íà G, à O?
exp(G) �

äâîéñòâåííàÿ åé àëãåáðà ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ.

30Ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ u : G→ C íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà íà G, åñëè |u(x)| 6 f(x)
äëÿ íåêîòîðîãî ïîëóõàðàêòåðà f (òî åñòü íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : G → R+ ñî ñâîéñòâîì f(x · y) 6
f(x) · f(y)).

30



Ïîíòðÿãèíñêàÿ äâîéñòâåííîñòü â êîìïëåêñíîì àíàëèçå è åå îáîáùåíèå. Â òåî-

ðèè êîìïëåêñíûõ ãðóïï Ëè èìååòñÿ ñâîé àíàëîã äâîéñòâåííîñòè Ïîíòðÿãèíà. Â

íåé ìåñòî îêðóæíîñòè T çàíèìàåò åå êîìïëåêñèôèêàöèÿ, êàêîâîé áóäåò ìóëü-

òèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

C× = C \ {0}

Ýòà ãðóïïó ìîæíî íàçâàòü êîìïëåêñíîé îêðóæíîñòüþ. Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé

êîìïàêòíî ïîðîæäåííîé ãðóïïû Øòåéíà G äâîéñòâåííàÿ ãðóïïà G• îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê ãðóïïà ãîëîìîðôíûõ õàðàêòåðîâ íà G, òî åñòü ãîëîìîðôíûõ ãîìîìîð-

ôèçìîâ ãðóïïû G â êîìïëåêñíóþ îêðóæíîñòü:

χ ∈ G• ⇐⇒ χ : G→ C×

Ïîíÿòíî, ÷òî G• áóäåò òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íîé îïå-

ðàöèè óìíîæåíèÿ è òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ. Áîëåå

òîãî, íà G• èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, ïðåâðàùàþùàÿ G• â

(àáåëåâó êîìïàêòíî ïîðîæäåííóþ) ãðóïïó Øòåéíà. Îòîáðàæåíèå

iG : G→ G••, iG(x)(χ) = χ(x), x ∈ G, χ ∈ G•

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (êîìïëåêñíûõ ãðóïï Ëè), è ïîýòîìó îïåðàöèÿ G 7→ G•

ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîñòüþ â êàòåãîðèè àáåëåâûõ êîìïàêòíî ïîðîæäåííûõ ãðóïï

Øòåéíà.

Òåîðåìà 30. Äëÿ âñÿêîé àáåëåâîé êîìïàêòíî ïîðîæäåííîé ãðóïïû Øòåéíà

G äèàãðàììà ðåôëåêñèâíîñòè (20) èçîìîðôíà äèàãðàììå

O?(G) � FG // O(G•)
_

?
��

O(G)

_
?

OO

O?(G•)�FGoo

(21)

â êîòîðîé FG � (îáðàòíîå) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà ãðóïïå G:

FG : O?(G)→ O(G•), FG(α)(χ) = α(χ)︸︷︷︸
↑

äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà α ∈ O?(G)

íà ôóíêöèþ χ ∈ G• ⊆ O(G)

, (χ ∈ G•, α ∈ O?(G))
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Îòîáðàæåíèå FG ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì æåñòêèõ àëãåáð Õîïôà è îáîëî÷-

êîé Àðåíñà-Ìàéêëà àëãåáðû O?(G).

Èç òåîðåìû 30 ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâû èçîìîðôèçìû ôóíêòîðîâ(
O?(G)

)♥ ∼= O?
exp(G)

∼= O(G•),

îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ(
O?(G)

)♥? ∼= O?(G•),

äîêàçûâàþùèé êîììóòàòèâíîñòü ñëåäóþùåé äèàãðàììû êàòåãîðèé:

ãîëîìîðôíî ðåôëåêñèâíûå

àëãåáðû Õîïôà

H 7→(H♥)?
//
ãîëîìîðôíî ðåôëåêñèâíûå

àëãåáðû Õîïôà

êîìïàêòíî ïîðîæäåííûå ãðóïïû Øòåéíà

ñ àëãåáðàè÷åñêîé êîìïîíåíòîé åäèíèöû

O?(G)

7→

G

OO

êîìïàêòíî ïîðîæäåííûå ãðóïïû Øòåéíà

ñ àëãåáðàè÷åñêîé êîìïîíåíòîé åäèíèöû

O?(G)

7→

G

OO

àáåëåâû

êîìïàêòíî ïîðîæäåííûå ãðóïïû Øòåéíà

e

OO

G 7→G• //
àáåëåâû

êîìïàêòíî ïîðîæäåííûå ãðóïïû Øòåéíà

e

OO

Ýòà äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåíèå äâîéñòâåííîñòè Ïîíòðÿãèíà ñ êàòåãî-

ðèè àáåëåâûõ êîìïàêòíî ïîðîæäåííûõ ãðóïï Øòåéíà íà êàòåãîðèþ êîìïàêòíî

ïîðîæäåííûõ ãðóïï Øòåéíà ñ àëãåáðàè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé åäèíèöû,

è ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 5 íà ïðèìåðå êâàíòîâîé ãðóïïû `az+b'31 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåí-

íàÿ òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè íå îãðàíè÷èâàåòñÿ êëàññîì êîìïàêòíî ïîðîæäåííûõ

ãðóïï Øòåéíà ñ àëãåáðàè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé åäèíèöû, íî ïðîäîëæà-

åòñÿ â òåîðèþ êâàíòîâûõ ãðóïï.

31Îïèñàíèå ãðóïïû `az + b' ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå: S. L. Woronowicz, Quantum `az + b' group on

complex plane, Int. J. Math. 12(4): 461-503, 2001.
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Ãîëîìîðôíàÿ ðåôëåêñèâíîñòü êâàíòîâîé ãðóïïû `az + b'= Rq(C× nC).

Òåîðåìà 31. Ïðè ëþáîì q ∈ C× æåñòêàÿ àëãåáðà Õîïôà Rq(C× n C) ãîëî-
ìîðôíî ðåôëåêñèâíà, ïðè÷åì

1) ïðè |q| = 1 åå äèàãðàììà ðåôëåêñèâíîñòè èìååò âèä

Rq(C× nC) ∼= R(C×)
z
�
δq
R(C) �♥ // O(C×)

z
�
δq
O(C) ∼= Oq(C× nC)

_
?
��_

?
OO

R?
q(C× nC) ∼= R?(C×)

δq

�
z
R?(C) �♥oo O?(C×)

δq

�
z
O?(C) ∼= O?

q(C× nC)

2) à ïðè |q| 6= 1 � âèä:

Rq(C× nC) ∼= R(C×)
z
�
δq
R(C) �♥ // O(C×)

z
�
δq
R?(C)

_
?
��_

?
OO

R?
q(C× nC) ∼= R?(C×)

δq

�
z
R?(C) �♥oo O?(C×)

δq

�
z
R(C)

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Î. Þ. Àðèñòîâó, Ä. Í. Àõèå-

çåðó, À. Âàí Äààëå, Å. À. Ãîðèíó, Ô. Ãîøå, Å. Á. Êàöîâó, Þ. Í. Êóçíåöîâîé,

À. Þ. Ïèðêîâñêîìó, Â. Ë. Ïîïîâó, À. Õàêëáåððè, À. ß. Õåëåìñêîìó çà ïîëåçíûå

îáñóæäåíèÿ è ïîìîùü â ðàáîòå.
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