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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà,
ïðåæäå âñåãî ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíå-
íèé òèïà Áþðãåðñà â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Óðàâíåíèåì Áþðãåðñà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå
∂f

∂t
+ (f,∇f) =

1

2
4f

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f : R×X → X , ãäå X � (ñåïàðàáåëüíîå) ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ∈ 1, 2, 3, ...,∞. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
(f,∇f) =

n∑
i=1

f i ∂f
∂xi è 4f =

n∑
i=1

∂2f
∂xi2 . Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (òî åñòü â ñëó-

÷àå X = R3) óðàâíåíèå Áþðãåðñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé,
îòëè÷àþùóþñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà îòñóò-
ñòâèåì â ïðàâîé ÷àñòè ÷ëåíà, çàâèñÿùåãî îò äàâëåíèÿ.

Óðàâíåíèå Áþðãåðñà 1, 2 èñïîëüçóåòñÿ òàêæå â àêóñòèêå, ãèäðîäèíàìèêå è
êîñìîëîãèè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñïëîø-
íîé ñðåäå. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà è åãî
ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëîãà (ñì. 3, 4, 5, 6 è èìåþùèåñÿ òàì ññûëêè).

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-
íåíèé Áþðãåðñà ñ âíåøíåé ñèëîé â êîíå÷íîìåðíîì è áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâàõ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà�Êàöà. Ïîêàçàíî, ÷òî
â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñâÿçàíî ñ óðàâíåíèåì òåï-
ëîïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåð ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íîãî
ïðåîáðàçîâàíèþ Õîïôà�Êîóëà.

Ôîðìóëîé Ôåéíìàíà íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäåëà èíòåãðàëîâ ïî äåêàðòî-
âûì ñòåïåíÿì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîãäà ñòåïåíü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè7 (ôîðìóëîé Ôåéíìàíà�Êàöà íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ òîé

1Burgers J. M., "A mathematical model illustrating the theory of turbulence", Adv. Appl. Mech., v. 1, 1948,
171�199.

2Hopf E., "The partial di�erential equation ut+uux = µuxx", Comm. Pure Appl. Math, v. 3, 1950, 201�230.
3Davies I. M., Truman A., and Zhao H., "Stochastic Heat and Burgers Equations and Their Singularities I

� Geometrical properties", J. Math. Phys., 43, 2002, 3293�3328.
4Belopolskaya Ya. I., "Smooth Di�usion Mesuares and Their Transformations", J. of Mathematical Sciences,

v. 109, n. 6, 2002, 2047�2060.
5Belopolskaya Ya. I., "Generalized Solutions of Nonlinear Parabolic Systems and the Vanishing Viscosity

Method", J. of Mathematical Sciences, v. 133, n. 3, 2006, 1207�1223.
6Bertini L., Cancrini N., and Jona�Lasinio G., "The Stochastic Burgers Equation", Comm. Math. Phys.,

v. 165, n. 2, 1994, 211�232.
7Smolyanov O. G., Tokarev A. G., and Truman A., "Hamiltonian Feynman Path Integrals via the Cherno�

Formula", J. Math. Phys., v. 43, n. 10, 2002, 5161�5171.
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æå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì).
Ââåäåííûé â äèññåðòàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã ïðåîáðàçîâàíèÿ

Õîïôà�Êîóëà ïåðåâîäèò áåñêîíå÷íîìåðíîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà â óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåð.

Òåîðèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ìåð áûëà çàëîæåíà ñâûøå 40 ëåò íàçàä
Ñ. Â. Ôîìèíûì 8 (ñìîòðè òàêæå 9). Ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè îá-
ñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ 10, 11, 12, 13. Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé òåîðèè äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ìåð ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ìåðû,
âïåðâûå ââåäåííîé â ðàáîòå 9. Èìåííî ýòî ïîíÿòèå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëîãà ïðåîáðàçîâàíèÿ Õîïôà�Êîóëà.

Êðîìå òîãî, â äèññåðòàöèè ââîäÿòñÿ àíàëîãè óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà è
Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà íà ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è
îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, àíàëîãè÷åíîå ïðåîáðàçîâàíèþ Õîïôà�Êîóëà,
ñâÿçûâàþùåå ýòè óðàâíåíèÿ.

Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû òàêæå äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ âåðñèé ââåäåí-
íûõ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà è óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà
íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, ââåäåííîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñîâïàäàåò ñî ñòî-
õàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, èññëåäîâàííûì â ðàáîòàõ À. Òðóìàíà14.

Ôàêòè÷åñêè ôîðìóëû Ôåéíìàíà è ôîðìóëà Ôåéíìàíà�Êàöà ïîÿâèëèñü
âïåðâûå â ðàáîòàõ Ôåéíìàíà (ñì., íàïðèìåð, 15), õîòÿ ñàìè ýòè òåðìèíû áû-
ëè ââåäåíû ïîçäíåå. Âî âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà áûëî îïóáëèêîâàí-
íî äîâîëüíî ìíîãî ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ ôîð-
ìóë Ôåéíìàíà�Êàöà äëÿ ðàçëè÷íûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé è ôóíêöèî-
íàëüíûõ èíòåãðàëîâ (èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì), èñïîëüçîâàííûõ â ýòèõ
ôîðìóëàõ. Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû È. Ì. Ãåëüôàíäà, À. Ì. ßãëîìà,
Ì. Êàöà, Â. Ï. Ìàñëîâà, À. Â. Óãëàíîâà, Þ. Ë. Äàëåöêîãî, Ñ. Àëüáåâåðèî,
Ð. Õåã-Êðîíà, Ô. À. Áåðåçèíà, Ð. Êàìåðîíà, Â. Ìàðòèíà, Ý. Íåëüñîíà, Á. Ñàé-
ìîíà, Î. Ã. Ñìîëÿíîâà, À. Òðóìåíà, Å. Ò. Øàâãóëèäçå, À. Þ. Õðåííèêîâà,
Ï. Ýêñíåðà. Òåì íå ìåíåå, âû÷èñëåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ, ñòîÿùèõ

8Ôîìèí Ñ. Â., "Äèôôåðåíöèðóåìûå ìåðû â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ", ÓÌÍ, 23:1(139), 1968, 221�222.
9Àâåðáóõ Â. È., Ñìîëÿíîâ Î. Ã., Ôîìèí Ñ. Â., "Îáîáùåííûå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ", Òð. ÌÌÎ, 1971, âûï. 24, ñ. 132�174.
10Ñìîëÿíîâ Î. Ã., Àíàëèç íà òîïîëîãè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è åãî ïðèëîæåíèÿ, Ì.: Èçäà-

òåëüñòâî ÌÃÓ, 1979.
11Áîãà÷åâ Â. È., Ñìîëÿíîâ Î. Ã., "Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà áåñêîíå÷íîìåðíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðå-

äåëåíèé", ÓÌÍ, 45:3(273), 1990, 3�83.
12Smolyanov O. G., H. von Weizs�acker, "Smooth probability measures and associated di�erential operators",

In�nite Dimensional Analysis, Quantum Probability and Related Topics, v. 2, n. 1, 1999, 51�78.
13Áîãà÷åâ Â. È., Äèôôåðåíöèðóåìûå ìåðû è èñ÷èñëåíèå Ìàëëÿâýíà, Ì.: ÍÈÖ Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ

äèíàìèêà, 2008.
14Truman A. and Zhao H. Z., "On stochastic di�usion equations and stochastic Burgers equations", J. Math.

Phys., v. 37, n. 1, 1996, 283�307.
15Feynman R.P., "Space�time Approach to Nonrelativistic Quantum Mechanics", Rev. Mod. Phys., n. 20,

1948, 367�387.
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â ôîðìóëàõ Ôåéíìàíà�Êàöà, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì (â ÷àñòíî-
ñòè èç-çà òîãî, ÷òî äëÿ ìíîãèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ôóíêöèè Ãðèíà íå
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè). Â òî æå âðåìÿ äëÿ ìíîãèõ òà-
êèõ çàäà÷ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ôîðìóëû Ôåéíìàíà, ñîäåðæàùèå êîíå÷íîêðàò-
íûå èíòåãðàëû òîëüêî îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Òàêèå ôîðìóëû Ôåéíìàíà
ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé, ïðèãîäíû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ, ïîëåçíû äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå àïïàðàò ôîðìóë Ôåéíìàíà àêòèâíî ïðèìåíÿ-
åòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ äèíàìèêè â îáëàñòÿõ åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ è íåëè-
íåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðè èññëåäîâàíèè ð-àäè÷åñêèõ àíàëîãîâ óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè ðàáîòû Î. Ã. Ñìîëÿíîâà,
Å. Ò. Øàâãóëèäçå, Õ. ôîí Âàéöçåêêåðà, Î. Âèòòèõà, À. Òðóìàíà, Í. Í. Øàìà-
ðîâà, ß. À. Áóòêî, Î. Î. Îáðåçêîâà, Ï. Þ. Òàðàñåíêî (ñàì òåðìèí �ôîðìóëà
Ôåéíìàíà� ââåäåí â 2002 ã. â ðàáîòå7). Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ,
ôîðìóëû Ôåéíìàíà ôàêòè÷åñêè ðàâíîñèëüíû ôîðìóëàì Ôåéíìàíà�Êàöà. Â
äèññåðòàöèè ôîðìóëû Ôåéíìàíà è ôîðìóëû Ôåéíìàíà�Êàöà ïîëó÷åíû äëÿ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà Áþðãåðñà.

Âñå ñêàçàííîå è îïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Öåëü ðàáîòû.

Ïîëó÷åíèå ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òèïà Áþðãåðñà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé, îïðå-
äåëåííûõ íà êîíå÷íîìåðíûõ è áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è
íà ìíîãîîáðàçèÿõ, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Ôåéíìàíà è ôîðìóë Ôåéíìàíà�Êàöà,
à òàêæå îïðåäåëåíèå àíàëîãîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Õîïôà�Êîóëà äëÿ áåñêîíå÷-
íîìåðíûõ óðàâíåíèé òèïà Áþðãåðñà è àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèé íà ìíîãîîá-
ðàçèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà Ôåéíìàíà è ôîðìóëà Ôåéíìàíà�Êàöà äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñ âíåøíåé ñèëîé â Rn.

2. Íàéäåíî ïðåîáðàçîâàíèå (àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèþ Õîïôà�Êîóëà),
ñâÿçûâàþùåå áåñêîíå÷íîìåðíîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà è óðàâíåíèå òåï-
ëîïðîâîäíîñòè äëÿ ìåð â îñíàùåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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3. Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî
óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ôåéíìàíà�Êàöà. Äëÿ ýòî-
ãî áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ áåñêîíå÷-
íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (ñ ïîòåíöèàëîì) îòíîñèòåëüíî
ìåð â îñíàùåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ïî
ìåðå Âèíåðà.

4. Ïîñòðîåí àíàëîã ïðåîáðàçîâàíèÿ Õîïôà�Êîóëà, ñâÿçûâàþùèé óðàâ-
íåíèÿ Áþðãåðñà è Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîñòîÿí-
íîé êðèâèçíû ñ òåíçîðîì Ðè÷÷è, ïðîïîðöèîíàëüíûì ìåòðèêå. Ýòî æå
ïðåîáðàçîâàíèå ñâÿçûâàåò òàêæå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà è
Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà, òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëü-
òàòû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìàþùèõñÿ ñîâðå-
ìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêîé è êëàññè÷åñêèìè íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íî�èññëåäî-
âàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• Ñåìèíàð ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ "Áåñêîíå÷íîìåð-
íûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà" ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í.,
ïðîô. Î.Ã. Ñìîëÿíîâà, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Å.Ò. Øàâãóëèäçå (2007 ã., 2008ã.,
2009 ã.),

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæ-
íûå âîïðîñû", ïîñâÿù¸ííàÿ ïàìÿòè È. Ã. Ïåòðîâñêîãî, Ìîñêâà,
(2007 ã.),
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• XVII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è
ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Ëîìîíîñîâ" (2010 ã.)

Ïóáëèêàöèè.
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè áûëî îïóáëèêîâàíî â 5 ðàáîòàõ, ñïèñîê

êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà (ñì. [1]�[5]). Ðàáîò, íàïèñàííûõ â
ñîàâòîðñòâå íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 3 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì

äèññåðòàöèè � 71 ñòðàíèöà, áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 45 íàèìåíîâàíèé.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îáçîð ðàíåå ïîëó÷åí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Êðî-
ìå òîãî, âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû
è àðãóìåíòèðóåòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé.

Ãëàâà 1.
Â ïåðâîé ãëàâå ïîëó÷åíà ôîðìóëà Ôåéíìàíà è ôîðìóëà Ôåéíìàíà�Êàöà

äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà â Rn. Êàê èçâåñòíî, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ðå-
øåíèÿ u(t, x) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì u0, êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè θ è ïîòåíöèàëîì U â âèäå
ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà:

u(t, x) =

∫

C[0,t]

e
1
θ

t∫
0

U(ω(τ))dτ
u0(ω(t))W x(dω),

çäåñü W x(dw) � ìåðà Âèíåðà íà C[0, t], ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ôóíêöèÿõ, ïðè-
íèìàþùèõ â íóëå çíà÷åíèå x.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ v(t, x) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ Áþðãåðñà ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîãî ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ãðàäèåíò îò ôóíêöèè u, ïðåäñòàâëåííîé ïî ïðåäûäóùåé ôîðìóëå:

∇u(t, x) =

∫

C[0,t]

e
1
θ

t∫
0

U(ω(τ))dτ ·

1

θ

t∫

0

∇U(ω(τ))dτ · u0(ω(t))+

+∇u0(ω(t))) W x(dω).
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Ýòà ôîðìóëà äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèè U(·), ∇U(·), u0(·), ∇u0(·)
� ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà Rn; U(·) è u0 � îãðàíè÷åíû íà âñåì Rn.

Tåîðåìà 1.1. Ïóñòü u0(·) è U(·) ∈ C1(Rn); ôóíêöèè U(·), ∇U(·), u0(·),
∇u0(·) � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà Rn; U(·) � îãðàíè÷åíà íà Rn; ñóùå-
ñòâóåò ðåøåíèå u(t, x) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ
âñåõ t ∈ (0, T ] ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u0(x), u(t, x) ∈ C3(Rn) äëÿ ëþáîãî
t ∈ (0, T ]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå v(t, x) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
Áþðãåðñà äëÿ t ∈ (0, T ] ñ âíåøíåé ñèëîé V (x) = −θ∇U(x) è íà÷àëüíûì
óñëîâèåì v0(x) = −θ∇u0(x)

u0
, ïðåäñòàâèìîå â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ôóíêöèî-

íàëüíûõ èíòåãðàëîâ:

v(t, x) = −θ

∫
C[0,t]

e
1
θ

t∫
0

U(ω(τ))dτ
[1θ

t∫
0
∇U(ω(τ))dτ · u0(ω(t)) +∇uo(ω(t))]W x(dω)

∫
C[0,t]

e
1
θ

t∫
0

U(ω(τ))dτ
u0(ω(t))W x(dω)

.

Òàê êàê èíòåãðàë ïî ìåðå Âèíåðà åñòü ïðåäåë íåêîòîðûõ êîíå÷íîêðàòíûõ
èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïëîòíîñòè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ, òî ïîëó÷åííàÿ â Òåîðåìå 1.1 ôîðìóëà Ôåéíìàíà�Êàöà ìîæåò èí-
òåðïðåòèðîâàòüñÿ òàêæå è êàê ôîðìóëà Ôåéíìàíà äëÿ òîé æå çàäà÷è.

Ãëàâà 2.
Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîå óðàâíåíèå Áþðãåð-

ñà ñ âíåøíåé ñèëîé è áåñêîíå÷íîìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè îòíî-
ñèòåëüíî ìåð. Îáà óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â îñíàùåííîì ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Íà ïðîñòðàíñòâå Φ′ îñíàùåííîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü àëãåáðó öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ R è σ�àëãåáðó Σ, ïîðîæäåí-
íóþ R. Ìåðû, îïðåäåëåííûå íà àëãåáðå R íàçûâàþò öèëèíäðè÷åñêèìè ìå-
ðàìè. Ìíîæåñòâî ñ÷åòíî�àääèòèâíûõ ìåð íà àëãåáðå Σ îáîçíà÷èìM(Σ, Φ′).
Ñóùåñòâîâàíèå íåâûðîæäåííûõ ñ÷åòíî�àääèòèâíûõ ìåð íà Φ′ íàêëàäûâàåò
îãðàíè÷åíèÿ íà Φ. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ìåð äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òîïîëî-
ãèÿ â Φ áûëà ýêâèâàëåíòíà èëè ñëàáåå òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé òîïîëî-
ãèåé Ãðîññà�Ñàçîíîâà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîïîëîãèåé Ãðîññà�
Ñàçîíîâà íàçûâàåòñÿ ñëàáåéøàÿ òîïîëîãèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, îò-
íîñèòåëüíî êîòîðîé âñå èçìåðèìûå ïîëóíîðìû íåïðåðûâíû. Ïðèìåðîì ïîä-
õîäÿùåé òîïîëîãèè Φ ñëóæèò òîïîëîãèÿ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé ‖‖Φ,
îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì ‖φ‖2

Φ = (Tφ, φ)H , ãäå T � ÿäåðíûé îïåðàòîð. Òàêàÿ
íîðìà ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé.

Ñ÷åòíî�àääèòèâíûå ìåðû ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî íàïðàâëåíèþ.
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ïî íàïðàâëå-
íèþ h, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ Σ ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
t→0

µ(A + th)− µ(A)

t
= µ′(A, h) = µ′h(A).

Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ µ′h(A) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ìåðû ïî íàïðàâëåíèþ h.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåðîçíà÷íîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé

îò äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà.
Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ìåð èìåþò ìåñòî ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ, àíàëîãè÷åñêèå êëàññè÷åñêèì. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèè è ìåðû, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå Íüþòîíà�
Ëåéáíèöà.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 Ïóñòü µ � ìåðà, äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî íàïðàâëåíèþ
h, a f � Σ-èçìåðèìàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî ýòîìó
æå íàïðàâëåíèþ â êàæäîé òî÷êå, ïðè÷åì ñàìà f � µ′h�ñóììèðóåìà, à f ′h �
µ�ñóììèðóåìà. Òîãäà ìåðà f · µ äèôôåðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèþ h è

(f · µ)′h = f ′h · µ + f · µ′h.

Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïëîòíîñòè îä-
íîé ìåðû îòíîñèòåëüíî äðóãîé (àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå "äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
îòíîøåíèÿ"):

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü ν, µ � σ-àääèòèâíûå ìåðû íà Σ, ν è µ �
äèôôåðåíöèðóåìû ïî íàïðàâëåíèþ h, ìåðà µ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðî-
èçâîäíóþ, ν è ν ′h � àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî µ. Òîãäà

(
dν

dµ

)′

h

=
d(ν ′h)
dµ

− dν

dµ
· d(µ′h)

dµ
.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ìåð ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî ìåð. Íà îñíàùåííîì ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

∂µ

∂t
(t, A) =

1

2
4µ(t, A) + (U(t, ·) · µ(t))(A),

ãäå U(·, ·) � Σ�èçìåðèìàÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ (ïîòåíöèàë). Îïå-
ðàòîð Ëàïëàñà êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ìåð.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü óðàâíåíèå Áþðãåðñà íà îñíàùåííîì ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü àíàëîãè âûðàæåíèÿ (f,∇f) è
îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà Φ′ è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Φ′, f � äèô-
ôåðåíöèðóåìà ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ èç Φ. Ïóñòü ei � îðòîíîðìèðîâàííûé
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áàçèñ Φ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ H. Îïðåäåëèì âûðàæåíèå
(f,∇f)(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ Φ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f,∇f)(x) =
∞∑

i=1

(
f(x)(ei) · f ′ei

(x)
)
,

çäåñü f(x)(ei) � äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà f(x) êàê ýëåìåíòà Φ′ íà âåêòîð èç Φ,
à f ′ei

(x) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà ei.
Îïåðàòîð Ëàïëàñà 4 îïðåäåëÿåì äëÿ ôóíêöèé f : Φ′ → Φ′, äâàæäû

äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó Φ ïî Ãàòî, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñ-
ëè en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Φ, òî 4f(x) =

∞∑
i=0

f ′′eiei
(x), åñëè ñóììà

∞∑
i=0

f ′′eiei
(x) ñõîäèòñÿ.

Íà îñíàùåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íî-
ìåðíîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñ âíåøíåé ñèëîé:

∂v

∂t
(t, x) + (∇v(t), v(t))(x) =

1

2
4v(t, x) + V (t, x),

ãäå íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ v(·, ·) îïðåäåëåíà íà R × Φ′ è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
â Φ′, V : [0, T )× Φ′ → Φ′ � âíåøíÿÿ ñèëà â óðàâíåíèè Áþðãåðñà.

Â ãëàâå 2 ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñâÿçè ìåæäó áåñêîíå÷íîìåðíûì
óðàâíåíèåì Áþðãåðñà è óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ìåð â îñíàùåííîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåðû, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè, âçÿòàÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì áåñêîíå÷íî-
ìåðíîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà. Ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü µ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåð ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì µ0, ïîòåíöèà-
ëîì U äëÿ íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà [0, T ), T > 0. Ïóñòü òàêæå äëÿ ëþáîãî
t ∈ [0, T ) è äëÿ ëþáûõ h1, h2, h3 ∈ Φ ñóùåñòâóþò êðàòíûå ïðîèçâîäíûå ìåð
µ′h1

, µ′′h1h2
, µ′′′h1h2h3

, êàæäàÿ èç ýòèõ ïðîèçâîäíûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îò-
íîñèòåëüíî µ; ∂µ

∂t äèôôåðåíöèðóåìà ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ èç Φ äëÿ ëþáîãî
t ∈ [0, T ); µ � íåâûðîæäåíà, òî åñòü íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà ìíîæåñòâàõ, ñî-
äåðæàùèõ îòêðûòûå ìíîæåñòâà â Φ′. Ïóñòü òàêæå v : [0, T )×Φ′ → Φ′ �
ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ íà êàæäîì t ∈ [0, T ) è x ∈ Φ′ êàê ôóíêöèîíàë, äåé-
ñòâóþùèé íà êàæäîì âåêòîðå h ∈ Φ ñëåäóþùèì îáðàçîì: v(t, x)(h) = −dµ′h

dµ .
Ïóñòü ñóùåñòâóåò 4v íà âñåì Φ′ äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ).

Òîãäà v � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî ïî ïîäïðîñòðàíñòâó Φ,
èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó t ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ) è ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñ âíåøíåé ñèëîé V = −∇U è
íà÷àëüíûì óñëîâèåì v0 = −dµ′0

dµ0
íà ïðîìåæóòêå [0, T ).
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Âåðíà òàêæå è îáðàòíàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü v ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

Áþðãåðñà ñ âíåøíåé ñèëîé V è íà÷àëüíûì óñëîâèåì v0 íà íåêîòîðîì ïðîìå-
æóòêå [0, T ), T > 0; v(t, ·) ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé íåêîòî-
ðîé ìåðû µ(t) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ). Ïóñòü òàêæå äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T )
è äëÿ ëþáûõ h1, h2, h3 ∈ Φ ñóùåñòâóþò êðàòíûå ïðîèçâîäíûå ìåð µ′h1

,
µ′′h1h2

, µ′′′h1h2h3
, êàæäàÿ èç ýòèõ ïðîèçâîäíûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíî-

ñèòåëüíî µ; ïðè êàæäîì t ∈ [0, T ) µ(t) äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïàðàìåòðó t
è åå ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ(t); äëÿ êàæäîãî
t ∈ [0, T ) ìåðà µ(t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãàóñ-
ñîâñêîé ìåðû B(t) ñ ïëîòíîñòüþ, íåðàâíîé 0 ïî÷òè âñþäó îòíîñèòåëüíî
B(t); ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Ũ íà [0, T ) × Φ′, òàêàÿ
÷òî äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, T ) è x ∈ Φ′: V (t, x) = −∇Ũ(t, x). Òîãäà ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ ôóíêöèÿ U : [0, T ) × Φ′ → R, ÷òî µ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåð ñ ïîòåíöèàëîì
U è íà÷àëüíûì óñëîâèåì µ(0). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, T ) è x ∈ Φ′

U(t, x) = Ũ(t, x)+ C(t), ãäå C(t) � íåêîòîðàÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíê-
öèÿ àðãóìåíòà t.

Â ãëàâå 2 ïîëó÷åíà òàêæå ôîðìóëà Ôåéíìàíà�Êàöà äëÿ óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåð â îñíàùåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâó öèëèíäðè-
÷åñêèõ ìåð, � ïðîñòðàíñòâî F(Φ′) äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà Φ′,
ÿâëÿþùèõñÿ ðàâíîìåðíûìè ïðåäåëàìè Φ�öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èíà-
÷å ãîâîðÿ, f ∈ F(Φ′), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ
ôóíêöèé fn, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê f . Êàæäóþ òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî
èíòåãðèðîâàòü ïî öèëèíäðè÷åñêîé ìåðå µ ∈ M(Φ′), åñëè âñå fn èíòåãðèðóå-
ìû ïî µ. Äâîéñòâåííîñòü ïðîñòðàíñòâ M(Φ′) è F(Φ′) çàäàåòñÿ áèëèíåéíûì
ôóíêöèîíàëîì 〈µ, f〉 =

∫
Φ′

f(x)µ(dx).

Îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé íà Φ′

ñ ïîòåíöèàëîì:
∂f

∂t
(t, x) =

1

2
4f(t, x) + U(x) · f(t, x),

ãäå U(·) ∈ F(Φ′).
Äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïîòåíöèàëîì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé

âåðíî îáîáùåíèå ôîðìóëû Ôåéíìàíà�Êàöà íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé:

f(t, x) =

∫

C([0,t],Φ′)

e

t∫
0

U(ω(τ))dτ
f(ω(t))W x(dω),

ãäå W x � ìåðà Âèíåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà íåïðåðûâíûõ òðàåêòîðèÿõ â Φ′,
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ïðèíèìàþùèõ â 0 çíà÷åíèå x. Ýòîò êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü äî-
êàçàí êàê ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òðîòòåðà, òàê è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åðíîâà.

Ôîðìóëà Ôåéíìàíà�Êàöà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèé è äâîéñòâåííîñòü ïðîñòðàíñòâ F(Φ′) è ïðîñòðàíñòâà öèëèíäðè÷å-
ñêèõ ìåð èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âûâîäà ôîðìóëû Ôåéíìàíà�Êàöà äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåð. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà ôîðìóëèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü U ∈ F(Φ′) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ
ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè; ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè µ äëÿ óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïîòåíöèàëîì U îòíîñèòåëüíî ìåð è íà÷àëüíûì
óñëîâèåì µ0. Òîãäà äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f ∈ F(Φ′), ñòðåìÿùåéñÿ ê
íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, èíòåãðàë

∫
Φ′

f(x)µ(t, dx) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫

Φ′

f(x)µ(t, dx) =

∫

C([0,t],Φ′)

∫

Φ′

e

t∫
0

U(x+ω(τ))dτ
f(x + ω(t))µ0(dx)W 0(dω),

ãäå W 0 � ìåðà Âèíåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà íåïðåðûâíûõ òðàåêòîðèÿõ â Φ′,
ïðèíèìàþùèõ â 0 çíà÷åíèå 0.

Ãëàâà 3.
Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ïñåâäî-

ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.
Îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèå Áþðãåðñà íà ìíîãîîáðàçèè. Â ðîëè íåèçâåñòíîé

ôóíêöèè ýòèõ óðàâíåíèé âûñòóïàåò âåêòîðíîå èëè êîâåêòîðíîå ïîëå. Ïóñòü
M � ãëàäêîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n ñ ìåòðèêîé g è
ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòüþ ∇, ñîãëàñîâàííîé ñ ýòîé ìåòðèêîé.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð4, äåéñòâóþùèé íà òåíçîðû ïðîèçâîëüíîãî
ðàíãà ñëåäóþùèì îáðàçîì:4T = gij∇i∇jT . Íà ôóíêöèÿõ ýòîò îïåðàòîð ñîâ-
ïàäàåò ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè. Çàäàäèì âûðàæåíèå (f,∇f) äëÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ f ôîðìóëîé (f,∇f)k(x) = f i(x)∇jf

k(x), à äëÿ êîâåêòîðíî-
ãî ïîëÿ h ôîðìóëîé (h,∇h)k(x) = gij(x)hi(x)∇jhk(x).

Îïðåäåëèì óðàâíåíèå Áþðãåðñà íà ìíîãîîáðàçèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Îïðåäåëåíèå 3.3. Óðàâíåíèåì Áþðãåðñà íà ìíîãîîáðàçèè M äëÿ âåê-

òîðíîãî (êîâåêòîðíîãî) ïîëÿ f : R × M → T 1
0 (M) (f : R × M → T 0

1 (M))
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

∂f

∂t
+ (f,∇f) =

1

2
4f.

Óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà îïðåäåëåíû êîððåêòíî è ñâÿçàíû îïåðàöèåé ïîäíÿ-
òèÿ/îïóñêàíèÿ èíäåêñà.
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Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è Áþðãåðñà ñâÿ-
çàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Õîïôà�Êîóëà. Â ñëó÷àå ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîá-
ðàçèÿ ýòè óðàâíåíèÿ áîëüøå íå ñâÿçàíû ïîäîáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Äëÿ
óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà íà ìíîãîîáðàçèè ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîã ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Õîïôà�Êîóëà f(t, x) = −∇u(t,x)

u(t,x) . Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ u(t, x) áóäåò â íåêîòîðîì ñëó÷àå óðàâíåíèåì òèïà
Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà:

Òåîðåìà 3.1.Ïóñòü M � ãëàäêîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé è ñ òåíçîðîì Ðè÷÷è, ïðîïîðöèîíàëüíûì ìåò-
ðèêå (Ricij = r · gij, r � êîíñòàíòà). Ïóñòü T > 0 è u(·, ·) � äåéñòâèòåëü-
íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, T )×M ; ∀x ∈ M u(·, x) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó íà [0, T ); ∀t ∈ [0, T ) u(t, ·) òðèæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîãîîáðàçèè è ∂u

∂t (t, ·) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà ìíîãîîáðàçèè; ∀t ∈ [0, T ), ∀x ∈ M u(t, x) 6= 0; u(·, ·) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�
Ïèñêóíîâà:

∂u

∂t
=

1

2
4u− scal(M)

2n
ln u · u,

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(0, x) = u0(x). Çäåñü scal(M) �
ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìíîãîîáðàçèÿ M , n � åãî ðàçìåðíîñòü. Ïóñòü òàêæå
∀t ≥ 0, ∀x u(t, x) 6= 0. Òîãäà f(t, x) = −∇u(t,x)

u(t,x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà äëÿ êîâåêòîðíîãî ïîëÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
f(0, x) = f0(x) = −∇u0(x)

u0(x) .
Âåðíà òàêæå è îáðàòíàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü M � ãëàäêîå ñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ

ïîñòîÿííîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé è ñ òåíçîðîì Ðè÷÷è, ïðîïîðöèîíàëüíûì
ìåòðèêå (Ricij = r · gij). Ïóñòü T > 0 è u(·, ·) � äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, T )×M ; ∀x ∈ M u(·, x) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó íà [0, T ); ∀t ∈ [0, T ) u(t, ·) òðèæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîãîîáðàçèè è ∂u

∂t (t, ·) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà íà ìíîãîîáðàçèè; ∀t ∈ [0, T ), ∀x ∈ M u(t, x) 6= 0. Ïóñòü òàêæå êî-
âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(t, x) = −∇u(t,x)

u(t,x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êî-
øè äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì f(0, x) = −∇u(0,x)

u(0,x) . Òîãäà
ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ C : [0, T ) → R (ïîòåíöèàë),
òàêàÿ ÷òî u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�
Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà:

∂u

∂t
=

1

2
4u− scal(M)

2n
ln u · u + C(t)u, (1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(0, x). Çäåñü scal(M) � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìíîãî-
îáðàçèÿ M , n � åãî ðàçìåðíîñòü.
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Óñëîâèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè òåíçîðà Ðè÷÷è è ìåòðèêè åñòü â òî÷íîñòè
óñëîâèå íà ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàâàåìîå óðàâíåíèÿìè Êåõëåðà�Ýéíøòåéíà.

Îòñóòñòâèå ñòàíäàðòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õîïôà�Êîóëà, ñâÿçûâàþùåé
óðàâíåíèå Áþðãåðñà è òåïëîïðîâîäíîñòè, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî êîâàðèàíòíûå
ïðîèçâîäíûå òåíçîðîâ â îáùåì ñëó÷àå íå êîììóòèðóþò. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 5 èñïîëüçóåòñÿ ëåììà, â êîòîðîé âûâåäåíà ôîðìóëà äëÿ êîììóòà-
òîðà îïåðàòîðà 4 è êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé, ïðèìåíåííîãî ê ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè f :

4∇if −∇i4f = −gkpRicpi∇kf.

Â òðåòüåé ãëàâå äàíû òàêæå îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà íà ìíîãî-
îáðàçèè ñ âíåøíèìè ñèëàìè, â òîì ÷èñëå ñî ñòîõàñòè÷åñêîé.

∂f(t, x)

∂t
+ (f,∇f)(t, x) =

1

2
4f(t, x) + V (t, x) + s(t, x)Ẇt.

Çäåñü V (t, x) � êîâåêòîðíàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, çàâèñÿùàÿ êàê îò òî÷êè ìíîãîîá-
ðàçèÿ, òàê è îò âðåìåíè (ïàðàìåòðà t). Ẇt � áåëûé øóì, çàâèñÿùèé òîëüêî
îò âðåìåíè. Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ À. Òðóìåíà. Ïîíèìàòü òàêîå óðàâíåíèå ñëåäóåò
êàê èíòåãðàëüíîå:

df(t, x) =
1

2
4f(t, x)dt− (f,∇f)(t, x)dt + V (t, x)dt + s(t, x) ◦ dW,

ãäå ◦dW � äèôôåðåíöèàë Ñòðàòîíîâè÷à.
Äëÿ óðàâíåíèé Áþðãåðñà ñ âíåøíèìè ñèëàìè èìååò ìåñòî àíàëîã ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Õîïôà�Êîóëà, àíàëîãè÷íûé óðàâíåíèþ Áþðãåðñà áåç âíåøíèõ
ñèë.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ìíîãîîáðà-
çèé, äëÿ êîòîðûõ àíàëîã ïðåîáðàçîâàíèÿ Õîïôà�Êîóëà äëÿ óðàâíåíèÿ Áþð-
ãåðñà íà ìíîãîîáðàçèè èìååò ìåñòî. Òàêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, â ÷àñòíîñòè,
ÿâëÿþòñÿ n�ìåðíàÿ ñôåðà Sn è ïðîñòûå ãðóïïû Ëè.

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Îëåãó Ãåîðãè-
åâè÷ó Ñìîëÿíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è âñå-
ñòîðîííþþ ïîääåðæêó.
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