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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê êà÷åñòâåí-

íîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îíà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
öèêëè÷íîñòè ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âåêòîðíûõ
ïîëåé íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè, à òàêæå ðåëàêñàöèîííûì êîëåáàíèÿì.

Â 1900 ã. â ñâîåì äîêëàäå íà II-ì Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòè-
êîâ Ãèëüáåðò ñôîðìóëèðîâàë1 çíàìåíèòûå 23 ïðîáëåìû. Âòîðàÿ ÷àñòü 16-é
ïðîáëåìû áûëà ïîñâÿùåíà ïðåäåëüíûì öèêëàì âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñ-
êîñòè. Èìåííî, ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè,
ò.å. ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

ẋ = Pn(x, y), ẏ = Qn(x, y), (1)

ãäå (x, y) ∈ R2, à Pn(x, y) è Qn(x, y) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå áîëåå n.
Ïðåäåëüíûì öèêëîì ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ å¼ èçîëèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ
òðàåêòîðèÿ, ãîìåîìîðôíàÿ îêðóæíîñòè.

Ïðîáëåìà ñîñòîèò èç äâóõ âîïðîñîâ:

1. ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ âåëè÷èíà H(n), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n, ÷òî ÷èñ-
ëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ëþáîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû âèäà (1) íå
ïðåâîñõîäèò H(n)?

2. åñëè îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, íàéòè îöåíêó ñâåðõó íà
âûðàæåíèå H(n).

Ýòè âîïðîñû äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ îòêðûòûìè, íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå
èññëåäîâàíèÿ. Èçâåñòåí òîëüêî îäèí îáùèé ðåçóëüòàò î ÷èñëå ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ â äàííîé çàäà÷å: êàæäîå ôèêñèðîâàííîå ïîëèíîìèàëüíîå âåêòîðíîå
ïîëå èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë
ïîëó÷åí íåçàâèñèìî Èëüÿøåíêî2 è Ýêàëåì3 â íà÷àëå 1990-õ ãîäîâ (àíàëî-
ãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé áûëî äîêàçàíî
Áàìîíîì4 íåñêîëüêèìè ãîäàìè ðàíåå).

1Ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà, Ñá. ïîä îáù. ðåä. Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà. Ì.: Íàóêà, 1969;
ñì. òàêæå Yu. Ilyashenko, Centennial history of Hilbert's 16th problem, Bull. Amer. Math. Soc., 2002, 39,
no. 3, pp. 301�354.

2Yu. Ilyashenko, Finitness theorems for limit cycles, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1991.
3J. �Ecalle, Introduction aux fonctions analysables et preuve constructive de la conjecture de Dulac,

Hermann, Paris, 1992.
4R.Bamon, Quadratic vector �elds in the plane have a �nite number of limit cycles, Publ. I.H.E.S 64

(1986), pp. 111�142.

1



Ñ 16-é ïðîáëåìîé Ãèëüáåðòà òåñíî ñâÿçàíà ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà�

Àðíîëüäà. Â.È.Àðíîëüä ïðåäëîæèë5 ðàññìàòðèâàòü íå ïîëèíîìèàëüíûå
ñåìåéñòâà, à ïðîèçâîëüíûå òèïè÷íûå (òèïè÷íîñòü ïîíèìàåòñÿ çäåñü â òî-
ïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå) êîíå÷íî-ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ãëàäêèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà äâóìåðíîé ñôåðå ñ êîìïàêòíîé áàçîé ïàðà-
ìåòðîâ, è ñôîðìóëèðîâàë ðÿä ãèïîòåç. Îäíà èç íèõ, õîòü è îêàçàëàñü ñàìà
íåâåðíîé, ïîäâåëà Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî6 ê ôîðìóëèðîâêå ñëåäóþùåé ïðîáëå-
ìû: ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî òàêîãî ñåìåéñòâà ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèê-

ëîâ äîïóñêàåò ðàâíîìåðíóþ îöåíêó ïî âñåì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà. Ïîëü-
çóÿñü ñîîáðàæåíèÿìè êîìïàêòíîñòè, âîñõîäÿùèìè ê Ð.Ðóññàðè7, ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî ýòà ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ÷èñëà öèêëîâ, ðîæäàþùèõñÿ
ïðè áèôóðêàöèÿõ òàê íàçûâàåìûõ ïîëèöèêëîâ, ò.å. ñåïàðàòðèñíûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ. Ýòà çàäà÷à è íàçûâàåòñÿ (ëîêàëüíîé) ïðîáëåìîé Ãèëüáåðòà�
Àðíîëüäà (ñì. ôîðìóëèðîâêó ïðîáëåìû 1).

Áîëåå ïîäðîáíî, ïîëèöèêëîì γ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ñôåðå S2 íàçûâàåòñÿ
öèêëè÷åñêè ïðîíóìåðîâàííûé íàáîð âåðøèí, ò.å. îñîáûõ òî÷åê p1, . . . , pn

(âîçìîæíî, ñ ïîâòîðåíèÿìè), è äóã òðàåêòîðèé γ1, . . . , γn (áåç ïîâòîðåíèé),
ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: j-ÿ äóãà ñîåäèíÿåò âåðøè-
íó pj ñ âåðøèíîé pj+1, ãäå j = 1, . . . , n è pn+1 := p1.

Ïîëèöèêë íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, åñëè îí ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó
îñîáóþ òî÷êó. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî öèêëîâ, êîòîðûå ìîãóò ðîäèòüñÿ ïðè
âîçìóùåíèè äàííîãî ïîëèöèêëà, íàçûâàåòñÿ åãî öèêëè÷íîñòüþ.

Áèôóðêàöèîííûì ÷èñëîì B(k) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ öèêëè÷íîñòü
íåòðèâèàëüíîãî ïîëèöèêëà â òèïè÷íîì k-ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå C∞-
ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî B(k) çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñ-
ëà ïàðàìåòðîâ ñåìåéñòâà.

Ïðîáëåìà 1 (Ãèëüáåðòà�Àðíîëüäà). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî-
ãî k áèôóðêàöèîííîå ÷èñëî B(k) êîíå÷íî, è íàéòè äëÿ íåãî âåðõíþþ îöåí-
êó.

Â îáùåì ñëó÷àå äàííàÿ ïðîáëåìà îñòà¼òñÿ îòêðûòîé. Â ñëó÷àå ýëåìåí-
òàðíîãî ïîëèöèêëà, ò.å. ïîëèöèêëà, â êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî ëèíåà-
ðèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðíîãî ïîëÿ èìååò õîòÿ áû îäíî íåíóëåâîå

5ÀðíîëüäÂ.È., Àôðàéìîâè÷Â.Ñ., ÈëüÿøåíêîÞ.Ñ., ØèëüíèêîâË.Ï. Òåîðèÿ áèôóðêàöèé. // Â êí.:
Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. Ò. 5.
Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû V. � Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1986. Ñ. 5�218.

6Yu. Ilyashenko, Normal forms for local families and nonlocal bifurcations, Asterisque, Vol.222 (1994),
pp. 233-258

7R.Roussarie Cyclicite �nie et le 16 problem d'Hilbert, Dynamical systems (Volparasio 1986), R.Bamon,
R. Lavarca, J. Palis (eds.). Lecture Notes in Mathematics 1331. Springer-Verlag, Berlin, New York 1988,
pp. 161�188
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ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà�Àðíîëüäà áûëà ðåøåíà. Êîíå÷-
íîñòü áûëà äîêàçàíà Þ.Èëüÿøåíêî è Ñ.ßêîâåíêî8 ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ òåî-
ðèè ìàëî÷ëåíîâ Õîâàíñêîãî9:

Òåîðåìà 1 (Þ.Èëüÿøåíêî, Ñ.ßêîâåíêî). Ïóñòü E(k) åñòü ìàêñèìàëü-
íàÿ öèêëè÷íîñòü íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòàðíîãî ïîëèöèêëà â òèïè÷íîì k-
ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå C∞-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî íàòóðàëüíîãî k ÷èñëî E(k) êîíå÷íî.

Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè, ðàçðàáîòàííîé Þ.Èëüÿøåíêî è Ñ.ßêîâåíêî,
Â.Êàëîøèíûì10 áûëà ïîëó÷åíà è âåðõíÿÿ îöåíêà íà ÷èñëî E(k):

Òåîðåìà 2 (Â.Êàëîøèí). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k

E(k) ≤ 225k2

. (2)

Òåîðåìà 2 äà¼ò ïåðâóþ ÿâíóþ îöåíêó íà öèêëè÷íîñòü ïîëèöèêëà â ñå-
ìåéñòâå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî, îöåíêà (2), ýêñïîíåí-
öèàëüíàÿ ïî ÷èñëó ïàðàìåòðîâ, âûãëÿäèò ñèëüíî çàâûøåííîé, ïîñêîëüêó â
èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ (íàïðèìåð, â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî ïîëèöèêëà è íåòðè-
âèàëüíîãî ïîëèöèêëà êîðàçìåðíîñòè 1 èëè 2; ñì. ñíîñêó 10 è öèòèðîâàííûå
òàì ðàáîòû) îöåíêà ëèíåéíà.

Ïåðâûì èç òð¼õ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðåìà, êîòîðàÿ äà¼ò îöåíêó, ïîëèíîìèàëüíóþ ïî ÷èñëó ïàðàìåòðîâ. Ïîëó-
÷åííàÿ îöåíêà ó÷èòûâàåò çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà âåðøèí ïîëèöèêëà:

Òåîðåìà 3. Ìàêñèìàëüíàÿ öèêëè÷íîñòü íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòàðíîãî
ïîëèöèêëà ñ n âåðøèíàìè â òèïè÷íîì k-ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îãðà-
íè÷åíà ÷èñëîì

E(n, k) ≤ C(n)k3n,

ãäå C(n) = 25n2+20n.

Òåîðåìû 2 è 3 äàþò îöåíêó äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ïîëèöèêëà. Äëÿ èíäè-
âèäóàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê ëþáîé íåýëåìåíòàðíîé îñîáîé òî÷êå ìîæíî ïðè-
ìåíèòü ìåòîä ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé, ïîëó÷èòü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåí-
òàðíûõ îñîáûõ òî÷åê è ñâåñòè, òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ê ýëåìåíòàðíîìó

8Y. Ilyashenko, S. Yakovenko, Finite cyclicity of elementary polycycles in generic families, Concerning the
Hilbert 16th problem, Amer. Math. Soc. Trsl. Ser. 2, vol. 165, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1995,
pp. 21�96

9ÕîâàíñêèéÀ.Ã. Ìàëî÷ëåíû, Ì.: ÔÀÇÈÑ, 1996
10V.Kaloshin, The existential Hilbert 16-th problem and an estimate for cyclicity of elementary polycycles,

Invent. math, 151 (2003), pp. 451�512
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ñëó÷àþ. Ýòî ñîîáðàæåíèå ìîòèâèðóåò ïîïûòêó èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íûé
ìåòîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ öèêëè÷íîñòè íåýëåìåíòàðíûõ ïîëèöèêëîâ. Îäíà-
êî, Ñ.Òðèôîíîâ ðàçðàáîòàë11 ìåòîä ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé â ñåìåéñòâàõ
è ïîêàçàë, ÷òî äàæå â ñëó÷àå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèòè÷åñêîãî ñåìåé-
ñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ðàçðåøåíèè îñîáåííîñòåé ðîæäà-
þòñÿ öåëûå êðèâûå îñîáûõ òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
èññëåäîâàíèÿ áûñòðî-ìåäëåíûõ ñèñòåì, à òàêæå èõ åñòåñòâåííîãî îáîáùå-
íèÿ, ïðåäëîæåííîãî â ýòîé ðàáîòå, � ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì. Âòîðîé è òðåòèé
ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ èìåííî ê òåîðèè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé.

ßâëåíèå ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé õîðîøî èçâåñòíî12 ìåõàíèêàì, ôè-
çèêàì, õèìèêàì, ýêîëîãàì (íàïðèìåð, ýòè êîëåáàíèÿ âîçíèêàþò â ìîäåëè
òîðìîçíîãî óñòðîéñòâà â ìåõàíèêå, ìóëüòèâèáðàòîðà â ðàäèîôèçèêå, ðåàê-
öèè Áåëîóñîâà�Æàáîòèíñêîãî â õèìèè, ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåðâíûõ êëå-
òîê â áèîëîãèè).

Âïåðâûå ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ áûëè îáíàðóæåíû â äâàäöàòûå ãî-
äû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Á.Âàí-äåð-Ïîëåì13. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû ýòîìó ÿâ-
ëåíèþ áûëî ïîñâÿùåíî ìíîãî èññëåäîâàíèé, â òîì ÷èñëå Àíäðîíîâûì, Âèò-
òîì è Õàéêèíûì14, Æåëåçöîâûì è Ðîäûãèíûì15 è äðóãèìè.

Òðàäèöèîííî ïðè èçó÷åíèè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé èññëåäóþòñÿ ñè-
ñòåìû âèäà

εx′ = F (x, y, ε), y′ = G(x, y, ε), x ∈ Rn, y ∈ Rm, (3)

èëè, ïîñëå ïåðåõîäà ê áûñòðîìó âðåìåíè (çàìåíà t := τ/ε),

ẋ = F (x, y, ε), ẏ = εG(x, y, ε), (4)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ áûñòðî-ìåäëåííûìè:
êîîðäèíàòà x � áûñòðàÿ; êîîðäèíàòà y � ìåäëåííàÿ.

11S. Trifonov, Resolution of singularities in one-parameter analytic families of di�erential equations, Amer.
Math. Soc. Transl. (2) Vol. 151, 1992, pp. 135�145.
è S.Trifonov, Desingularisation in families of analytic di�erential equations, Adv. Math. Sci. 1995, vol. 23,
pp. 97�129 (AMS Transl. Ser. 2; vol. 165)

12ñì., íàïðèìåð, ÌèùåíêîÅ.Ô., ÊîëåñîâÞ.Ñ., ÊîëåñîâÀ.Þ., ÐîçîâÍ.Õ. Ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ
è áèôóðêàöèîííûå ïðîöåññû â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåìàõ. Ìîñêâà, ¾Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ëèòåðàòóðà¿, 1995,
à òàêæå îáçîð, óêàçàííûé â ñíîñêå 5

13Van der Pol B., On relaxation-oscillations, The London, Edinburgh and Dublin Phil. Mag. and J. of
Sci., 2:7 (1927), 978�992

14ñì., íàïðèìåð, ÀíäðîíîâÀ.À., ÂèòòÀ.À., ÕàéêèíÑ.Ý. Òåîðèÿ êîëåáàíèé, 2-å èçäàíèå, 1959.
Ñ. 727�855 è öèòèðîâàííûå òàì ðàáîòû

15ÆåëåçöîâÍ.À., ÐîäûãèíË.Â. Ê òåîðèè ñèììåòðè÷íîãî ìóëüòèâèáðàòîðà. � Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 81:3
(1951), 391�392,
ÆåëåçöîâÍ.À. Ê òåîðèè ðàçðûâíûõ êîëåáàíèé â ñèñòåìàõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Èçâ. âûñøèõ ó÷åáíûõ
çàâåäåíèé. Ðàäèîôèçèêà 1:1 (1958), c. 67�78.
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Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåì (3) è (4) ïðè ε 6= 0 ñîâïàäàþò, íî ïðåäåëüíîå
ïîâåäåíèå ïðè ε→ 0 ðàçëè÷íî. Ïðåäåë ñèñòåìû (3) íàçûâàåòñÿ ìåäëåííîé
ñèñòåìîé; åå òðàåêòîðèè öåëèêîì ëåæàò íà ìåäëåííîé ïîâåðõíîñòè, ò.å.
ìíîæåñòâå M := {f(x, y, 0) = 0}. Ïðåäåë ñèñòåìû (4) íàçûâàåòñÿ áûñòðîé
ñèñòåìîé; åå òðàåêòîðèè ¾âåðòèêàëüíû¿ (èëè ¾ãîðèçîíòàëüíû¿), ò.å. ëå-
æàò íà ïëîñêîñòÿõ y = const, à ìåäëåííàÿ ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç îñîáûõ
òî÷åê áûñòðîé ñèñòåìû.

Ìåäëåííàÿ ñèñòåìà àäåêâàòíî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ðåàëüíîé (ò.å. âîç-
ìóùåííîé: ε 6= 0) ñèñòåìû, ïîêà äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âáëèçè ó÷àñòêîâ
ìåäëåííîé ïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿùèõ èç óñòîé÷èâûõ îñîáûõ òî÷åê áûñòðîé
ñèñòåìû. Åñëè æå òðàåêòîðèÿ ìåäëåííîé ñèñòåìû äîñòèãíåò òî÷êè ñðû-

âà, ò.å. ãðàíèöû ïðèòÿãèâàþùåãî ó÷àñòêà, òî òðàåêòîðèÿ ðåàëüíîé ñèñòå-
ìû ìîæåò ïðåòåðïåòü ñðûâ, ò.å. óéòè èç îêðåñòíîñòè ìåäëåííîé ïîâåðõíî-
ñòè. Äàëåå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèè îïèñûâàåòñÿ áûñòðîé ñèñòåìîé, ò.ê. âíå
îêðåñòíîñòè ìåäëåííîé êðèâîé ïðè ìàëîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ε âêëàäîì
âîçìóùåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òðàåêòîðèÿ áóäåò ñëåäîâàòü áûñòðîé äèíà-
ìèêå, ïîêà ñíîâà íå ïîïàäåò â îêðåñòíîñòü ìåäëåííîé êðèâîé, è òàê äàëåå.
Ïðè ýòîì ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè (¾ñêà÷êà¿) â ìåäëåííîì ìàñøòàáå âðåìå-
íè τ = εt ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ε→ 0.

Â êîíöå ïðîøåäøåãî äåñÿòèëåòèÿ, ðàáîòàÿ íàä îãðàíè÷åííîé 16-é ïðî-
áëåìîé Ãèëüáåðòà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî
îáíàðóæèë16 ñõîæåå ïîâåäåíèå â ñåìåéñòâå êâàäðàòè÷íûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé, â êîòîðîì óæå íå áûëî ðàçäåëåíèÿ íà áûñòðûå è ìåäëåííûå ïåðåìåí-
íûå, íî ñîõðàíÿëàñü êðèâàÿ îñîáûõ òî÷åê ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà.

Âòîðàÿ ÷àñòü äàííîé äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêå
ýòîãî íàáëþäåíèÿ. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé êëàññ ñèñòåì ñ ðåëàê-
ñàöèîííûìè êîëåáàíèÿìè � ñèíãóëÿðíûå ñèñòåìû, ò.å. ñåìåéñòâà ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïðè íóëåâîì çíà÷å-
íèè ïàðàìåòðà èìåþò êðèâóþ îñîáûõ òî÷åê. Ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-
íèåì êëàññà áûñòðî-ìåäëåííûõ ñèñòåì. Äëÿ íåãî ñîõðàíÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ
òåîðèÿ áûñòðî-ìåäëåííûõ ñèñòåì, íî âîçíèêàþò è íîâûå ãëîáàëüíûå ÿâëå-
íèÿ. Âòîðûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå
îïèñàíèå íîâîãî ãëîáàëüíîãî ÿâëåíèÿ â òåîðèè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé,
à èìåííî, áèôóðêàöèè áûñòðî-ìåäëåííîé ïåòëè ñåïàðàòðèñû.

Òðåòèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé äèññåðòàöèè òàêæå îòíîñèòñÿ ê òåî-
ðèè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïåðåõîä îò ìåä-

16Yu.Ilyashenko, Limit cycles of singularly perturbed quadratic vector �elds, T.U. Dresden, 8th AIMS
Conference, Abstracts, p. 223
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ëåííîãî äâèæåíèÿ ê áûñòðîìó â áûñòðî-ìåäëåííîé ñèñòåìå (4) íàçûâàåòñÿ
ñðûâîì. Àíàëèç äèíàìèêè ïðè ε→ 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñðûâà, ãäå ïðî-
èñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå ñ ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ íà áûñòðîå, âûçûâàë ñóùå-
ñòâåííûå òðóäíîñòè.

Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíûì è Å.Ô.Ìèùåíêî17 è ïîëó-
÷èëà íàçâàíèå òåîðåìû î ñðûâå. Äîêàçàííàÿ áîëåå 50 ëåò íàçàä, òåîðåìà î
ñðûâå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ðåëàêñàöè-
îííûõ êîëåáàíèé. Äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé
òåîðåìû áûëî ïîçæå ïîëó÷åíî Ì.Êðóïîé è Ï.Ñìîëüÿíîì18 ïðè ïîìîùè
òåõíèêè, ðàçðàáîòàííîé Ô.Äþìîðòüå è Ð.Ðóññàðè19.

Òåîðåìà î ñðûâå îïèñûâàåò îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå âäîëü òðàåêòîðèé
ñ òðàíñâåðñàëè ¾äî ñðûâà¿ íà òðàíñâåðñàëü ¾ïîñëå ñðûâà¿. Ýòî îòîáðà-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñæèìàþùèì, è åãî îòêëîíåíèå îò òî÷êè
ñðûâà ïî ìåäëåííîé êîîðäèíàòå èìååò ïîðÿäîê ε2/3, ãäå ε � ìàëûé ïàðà-
ìåòð â áûñòðî-ìåäëåííîé ñèñòåìå. Ýòè îöåíêè (ýêñïîíåíöèàëüíîå ñæàòèå
è ïîðÿäîê îòêëîíåíèÿ) íîñÿò ÷èñòî àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð. Òðåòüèì
îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííàÿ òåî-
ðåìà î ñðûâå äëÿ ïëîñêîé áûñòðî-ìåäëåííîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò
ñëåäóþùåå. Åñëè íîðìàëèçîâàòü ñèñòåìó ïðè ïîìîùè âûáîðà ìàñøòàáà,
óêàçàííûå âûøå îöåíêè âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ ε ∈ (0, e−8), îòêëîíåíèå
îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïðè òàêèõ ε ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ε2/3[e−6, e3], à ñà-
ìî îòîáðàæåíèå ñæèìàåò ñ êîýôôèöèåíòîì, êîòîðûé íå ïðåâîñõîäèò e−k(ε),
ãäå k(ε) ≥ 1

4ε−1000. Îñíîâíûì èíñòðóìåíîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ðàçäóòèÿ, èçëîæåííûé â ðàáîòå Ì.Êðóïû è Ï.Ñìîëüÿíà (ñì. ñíîñêó 18).

Àêòóàëüíîñòü îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ñëåäóåò èç âûøåñêà-
çàííîãî.

Öåëü ðàáîòû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé è íàõîæäåíèå êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê äëÿ òðàåêòîðèé áûñòðî-
ìåäëåííîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè. Ïåðâûé ðåçóëüòàò ðàáîòû ïîñâÿùåí
óòî÷íåíèþ îöåíêè Â.Êàëîøèíà íà öèêëè÷íîñòü íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåí-

17Ñì. ðàáîòó ÌèùåíêîÅ.Ô., ÏîíòðÿãèíË.Ñ. Âûâîä íåêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ ðå-
øåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ïðîèçâîäíûõ, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð.
ìàòåì., 23:5 (1959), ñ. 643�660,
à òàêæå ÌèùåíêîÅ.Ô., ÐîçîâÍ.Õ. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì è ðåëàêñàöè-
îííûå êîëåáàíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1975

18M.Krupa, P. Szmolyan, Extending geometric singular perturbation theory to nonhyperbolic points �
fold and canard points in two dimensions. SIAM Journal of Math. Anal., vol. 33 (2001), no 2. pp. 286�314.

19F.Dumortier, R.Roussarie, Canard cycles and center manifolds, Mem. Amer. Math. Soc. 577,
Providence, 1996
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òàðíîãî ïîëèöèêëà â òèïè÷íîì êîíå÷íîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå âåê-
òîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè; âòîðîé ðåçóëüòàò ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ áè-
ôóðêàöèè áûñòðî-ìåäëåííîé ïåòëè ñåïàðàòðèñû â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì
ñåìåéñòâå ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì; òðåòèé ðåçóëüòàò ïîñâÿùåí íàõîæäåíèþ
ÿâíûõ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê òðàåêòîðèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îêðåñòíîñòü
òî÷êè ñðûâà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè êîíå÷íî-ãëàäêèõ íîðìàëüíûõ
ôîðì ëîêàëüíûõ ñåìåéñòâ âåêòîðíûõ ïîëåé, òåîðèè ìàëî÷ëåíîâ Õîâàíñêî-
ãî, ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííûõ ñèñòåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû.

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

- äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêå öèêëè÷íîñòè íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòàð-
íîãî ïîëèöèêëà â òèïè÷íîì k-ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå âåêòîðíûõ
ïîëåé ñ ó÷åòîì ÷èñëà âåðøèí;

- äàíî ïîëíîå îïèñàíèå áèôóðêàöèè áûñòðî-ìåäëåííîé ïåòëè ñåïàðà-
òðèñû â àíàëèòè÷åñêîì ñåìåéñòâå ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì;

- äîêàçàíà êîëè÷åñòâåííàÿ òåîðåìà î ñðûâå.

Âñå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåç-
íû ñïåöèàëèñòàì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî 16-é ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà è ðåëàê-
ñàöèîííûì êîëåáàíèÿì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþ-
ùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

1. íà ñåìèíàðå ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ä. ô.-ì. í.,
ïðîôåññîðà Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî (ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò
ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà) â 2006 ã. è 2010 ã.;

2. íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾The 8th AIMS Conference on
Dynamical Systems, Di�erential Equations and Applications¿ (Dresden
University of Technology, Dresden, Germany, 25�28 ìàÿ, 2010 ã.)
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3. íà ëåòíåé øêîëå ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ä. ô.-
ì. í., ïðîôåññîðà Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî (ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è
Laboratoire J.-V.Poncelet) â 2010 ã;

4. íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâ-2010¿ (ã. Ìîñêâà, ÌÃÓ,
12�15 àïðåëÿ 2010 ã.)

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 4-õ ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ
ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1�4], èç íèõ äâå [1-2] ðàáîòû îïóáëèêîâàíû
â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ââåäåíèå, òðè ãëàâû è ñïèñîê ëèòåðàòóðû. Âñå
òðè ãëàâû ðàçäåëåíû íà ïàðàãðàôû; ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òð¼õ ïàðàãðà-
ôîâ, âòîðàÿ � èç äâóõ, òðåòüÿ � èç øåñòè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò
35 íàèìåíîâàíèé. Îáú¼ì äèññåðòàöèè � 105 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ
ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè è íàõîæäåíèþ
êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê äëÿ òðàåêòîðèé áûñòðî-ìåäëåííîé ñèñòåìû íà
ïëîñêîñòè.

Âî ââåäåíèè îñâåùàåòñÿ èñòîðèÿ è ìîòèâàöèÿ ðåøàåìûõ ïðîáëåì. Òàì
æå äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû, ïîëó÷åííûå
â äèññåðòàöèè, îïèñûâàåòñÿ å¼ ñòðóêòóðà.

Â ãëàâå 1 äîêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò î öèêëè÷íîñòè íåòðèâèàëüíîãî ýëå-
ìåíòàðíîãî ïîëèöèêëà â òèïè÷íîì k-ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå âåêòîð-
íûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè ñ ó÷åòîì ÷èñëà âåðøèí ýòîãî ïîëèöèêëà (ñì. òåîðå-
ìó 3 àâòîðåôåðàòà è òåîðåìó 1.6 äèññåðòàöèè). Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé Þ.Èëüÿøåíêî
ñîâìåñòíî ñ Ñ.ßêîâåíêî è ñóùåñòâåííî äîðàáîòàííûé Â.Êàëîøèíûì.

Ïàðàãðàô 1.1 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ýòîãî ìåòîäà. Ðàññìîòðèì òèïè÷íîå
k-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè, çàâèñÿùåå îò
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ïàðàìåòðà ε, è ïóñòü ïðè ε = ε∗ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà èìååò íåòðèâè-
àëüíûé ïîëèöèêë. Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ïðè¼ìà � ïåðåõîäà ê îòîáðà-
æåíèþ Ïóàíêàðå � çàäà÷à îá îöåíêå ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ìû áóäåì èñêàòü íåïîäâèæíûå òî÷êè êàê
ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íàçûâàåìîé áàçèñíîé ñèñòåìîé

(îíà òàêæå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε). Äàëüíåéøèé ïëàí ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïóòåì ðÿäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ òðàíñôîðìàöèé ïðèâåñòè áàçèñíóþ ñèñòåìó
ê âèäó, äîïóñêàþùåìó ýôôåêòèâíóþ îöåíêó ÷èñëà ðåøåíèé, êîíòðîëèðóÿ
ïðè ýòîì îöåíêó íà ÷èñëî ðåøåíèé ïðè êàæäîé òðàíñôîðìàöèè.

Ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ãëàäêèõ çàìåí êîîðäèíàò èñõîäíîå ñåìåéñòâî âåê-
òîðíûõ ïîëåé ìîæíî ïðèâåñòè ê ñïåöèàëüíîìó ïðîñòîìó âèäó â îêðåñòíî-
ñòÿõ îñîáûõ òî÷åê, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â áàçèñ-
íóþ ñèñòåìó, â íîðìàëèçîâàííîì âèäå.

Ýòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò ñèíãóëÿðíûå (íå ðàñêëàäûâàþùèåñÿ â íóëå â
ðÿä ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì àðãóìåíòà) ôóíêöèè, êîòîðûå
òðóäíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Îäíàêî ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé â ñâîþ î÷å-
ðåäü óäîâëåòâîðÿþò òàê íàçûâàåìûì ïôàôôîâûì óðàâíåíèÿì, òî åñòü äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, è, òà-
êèì îáðàçîì, ÷èñëî ðåøåíèé áàçèñíîé ñèñòåìû îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ÷èñëî
ðåøåíèé íîâîé ôóíêöèîíàëüíî-ïôàôôîâîé ñèñòåìû, â êîòîðîé óðàâíåíèÿ
ñ ñèíãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè çàìåíåíû íà ïôàôôîâû äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé.

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ïðè¼ì, èçâåñòíûé êàê ðåäóêöèÿ Õîâàíñêîãî. Â ðå-
çóëüòàòå åãî ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî-ïôàôôîâà ñèñòåìà çàìåíÿåòñÿ íà
(êîíå÷íûé) íàáîð ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì, èìåþùèõ ñïåöèàëüíûé
âèä è íå ñîäåðæàùèõ ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì ÷èñëî ðåøåíèé èñ-
õîäíîé ñèñòåìû íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ÷èñåë ðåøåíèé ñèñòåì ýòîãî íàáîðà.

Ê òàêèì ñèñòåìàì ïðèìåíèì àíàëîã òåîðåìû Áåçó � òåîðåìà Áåçó-
Êàëîøèíà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò â ÿâíîì âèäå îöåíèòü ÷èñëî èõ ðåøåíèé ÷å-
ðåç ïîñ÷èòàííûå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñòåïåíè âõîäÿùèõ â ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííûé âûøå ìåòîä ñâîäèò çàäà÷ó ê îöåíêå ñòå-
ïåíåé óðàâíåíèé â òåõ ñèñòåìàõ, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Áåçó-
Êàëîøèíà. Ýòî âû÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ â ïàðàãðàôå 1.2. Ãëàâíàÿ èäåÿ ïîä-
ñ÷¼òà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîñëåäèòü çà ðîñòîì ñòåïåíåé íà êàæäîì øàãå
ïðîöåäóðû Õîâàíñêîãî è äàòü îáùóþ îöåíêó íà ñòåïåíü óðàâíåíèé äëÿ
ñèñòåì íà êàæäîì øàãå.
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Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ áèôóðêàöèè áûñòðî-ìåäëåííîé ïåòëè
ñåïàðàòðèñû â àíàëèòè÷åñêîì ñåìåéñòâå ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì. Äëÿ ôîðìó-
ëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîé ãëàâû ââåä¼ì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé âè-
äà

ż = v(z)f(z) + εw(z, ε), z ∈ R2 (5)

íàçûâàåòñÿ (Cm-ãëàäêîé) ñèíãóëÿðíîé ñèñòåìîé; âåêòîðíîå ïîëå w(z, ε)
íàçûâàåòñÿ ïîëåì âîçìóùåíèÿ; ïîâåðõíîñòü {f(z) = 0} íàçûâàåòñÿ ìåä-

ëåííîé ïîâåðõíîñòüþ (â äâóìåðíîì ñëó÷àå � ìåäëåííîé êðèâîé); ïîëå v(z)
íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëåì.

Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êà T íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñðûâà, åñëè â íåé ìåä-
ëåííàÿ ïîâåðõíîñòü êàñàåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëÿ;
òî÷êà F ìåäëåííîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïàäåíèÿ, åñëè ÷åðåç
íåå ïðîõîäèò äóãà òðàåêòîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëÿ, ïðîõîäÿùàÿ òàê-
æå ÷åðåç òî÷êó ñðûâà è íå èìåþùàÿ ìåæäó íèìè ïåðåñå÷åíèé ñ ìåäëåííîé
ïîâåðõíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîðíîå ïîëå W (z) íà ìåäëåííîé ïîâåðõíîñòè, ïî-
ëó÷åííîå ïðîåêòèðîâàíèåì íà íåå ïîëÿ âîçìóùåíèÿ w(z) âäîëü õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîëÿ v(z), íàçûâàåòñÿ ìåäëåííûì ïîëåì. Â òî÷êå ñðûâà ìåä-
ëåííîå ïîëå íå îïðåäåëåíî (èìååò îñîáåííîñòü).

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèíãóëÿðíûì öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ,
ñîñòîÿùàÿ èç äóã ñðûâà è ó÷àñòêîâ ìåäëåííîé êðèâîé ìåæäó íèìè. Ñèí-
ãóëÿðíûé öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí ñîäåðæèò òîëüêî îäíó òî÷êó
ñðûâà.

Çàìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêèõ áûñòðî-ìåäëåííûõ ñèñòåìàõ ñèíãóëÿðíûå
öèêëû íå ìîãóò áûòü ïðîñòûìè.

Ïðåäåëüíûé öèêë ñèñòåìû (5) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì òèïà

Âàí äåð Ïîëÿ, åñëè îí ëåæèò â ìàëîé âìåñòå ñ ε îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿð-
íîãî öèêëà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè (òåîðåìà 2.26)
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 4. Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèíãóëÿðíûõ ñè-
ñòåì âèäà

ż = v(z, ε, a)f(z, ε, a) + εw(z, ε, a), z = (x, y) ∈ R2, (6)
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ãäå a ∈ (R, 0), ε ∈ (R, 0); v è w ñóòü àíàëèòè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ è f �
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå v ·f îáëàäàåò ïðîñòûì ñèíãóëÿðíûì öèêëîì ñ òî÷-
êîé ñðûâà T è òî÷êîé ïàäåíèÿ F , ëåæàùåé íà óñòîé÷èâîé ÷àñòè ìåäëåííîé
êðèâîé, à îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî wa := w(∗, a) âîçìóùåíèé òàêî-
âî, ÷òî ñåìåéñòâî ìåäëåííûõ ïîëåé Wa óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. ìåäëåííîå ïîëå W0 â ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ñðûâà T
íàïðàâëåíî ê ýòîé òî÷êå (òàê íàçûâàåìûé ïðÿìîé ñðûâ);

2. ìåäëåííîå ïîëå W0(z) èìååò íåâûðîæäåííóþ íåóñòîé÷èâóþ îñîáóþ
òî÷êó A, ñîâïàäàþùóþ ñ òî÷êîé ïàäåíèÿ áûñòðîé ñèñòåìû: A = F ;

3. íóëè ïîëÿW0(z), îòëè÷íûå îò A, ðàñïîëàãàþòñÿ âíå íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè ñèíãóëÿðíîãî öèêëà Σ;

4. óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè (ñôîðìóëèðîâàíû â ïàðàãðàôå 2.2 äèññåð-
òàöèè).

Òîãäà

1. íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (a, ε) â ïîëóîêðåñòíîñòè íóëÿ, çàäàííîé íåðà-
âåíñòâîì ε > 0, èìååòñÿ òàêàÿ êðèâàÿ γ, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ íà γ ñèñòåìà (6) îáëàäàåò ïåòëåé ñåïàðàòðèñû (ñì. ïîðòðåò 2 íà
ðèñ. 1), ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïî îäíó ñòîðîíó γ ñèñòåìà îáëàäàåò
åäèíñòâåííûì ïðåäåëüíûì öèêëîì òèïà Âàí äåð Ïîëÿ (ïîðòðåò 3 íà
ðèñ. 1), à ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïî äðóãóþ � íå îáëàäàåò ïðåäåëü-
íûìè öèêëàìè, áëèçêèìè ê ñèíãóëÿðíîìó (ñì. ïîðòðåò 1 íà ðèñ. 1);

2. êðèâàÿ γ èìååò àñèìïòîòèêó a = O(ε
2
3 );

3. êðèâàÿ γ ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå ε = h(a), ãäå h � C1-ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ;

4. ïðè ìàëûõ ε < 0 âáëèçè ñèíãóëÿðíîãî öèêëà âîçìóùåíèå íå èìååò íè
ïåòåëü ñåïàðàòðèñû, íè öèêëîâ (ñì. ïîðòðåò 7 íà ðèñ. 1).

Â ïàðàãðàôå 2.1 ââåäåíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ñôîðìó-
ëèðîâàíû îñíîâíûå ôàêòû òåîðèè áûñòðî-ìåäëåííûõ ñèñòåì è èõ àíàëîãè
äëÿ òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì. Â ïàðàãðàôå 2.2 ñôîðìóëèðîâàí îñíîâ-
íîé ðåçóëüòàò ãëàâû âìåñòå ñ óñëîâèÿìè íåâûðîæäåííîñòè (òåîðåìà 2.26),
à òàêæå ïðîâåäåíî åãî äîêàçàòåëüñòâî.
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Ðèñ. 1: Áèôóðêàöèÿ áûñòðî-ìåäëåííîé ïåòëè ñåïàðàòðèñû

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ
ñèñòåìó, äîáàâèâ ê èñõîäíîé ñèñòåìå òðèâèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ïàðàìåò-
ðû. Íà èñòèííîé ìåäëåííîé ïîâåðõíîñòè ïðè êàæäûõ (a, ε), ε > 0, èìååòñÿ
ñåäëîâàÿ îñîáàÿ òî÷êà A(a, ε). Ïðîñëåäèì çà ìíîãîîáðàçèåì Min, ñîñòàâ-
ëåííûì èç óñòîé÷èâûõ ñåïàðàñòðèñ òàêèõ òî÷åê ïðè ìàëûõ ε è a, è çà
ìíîãîîáðàçèåì Mout, ñîñòàâëåííûì èç íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ. Ïåðåñå-
÷åíèå ìíîãîîáðàçèé Min è Mout � ýòî ìíîãîîáðàçèå, ñîñòàâëåííîå èç ¾ñîâ-
ïàâøèõ¿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ, òî åñòü â òî÷íîñòè èç
ïåòåëü ñåïàðàòðèñ. Åãî ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ äàåò èñêîìóþ
êðèâóþ γ. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ïåðåñå÷åíèÿ ìíî-
ãîîáðàçèé Min è Mout â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ε.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ¾áî-
ëåå òî÷íàÿ¿ àñèìïòîòèêà, ÷åì äà¼ò îáû÷íàÿ òåîðåìà î ñðûâå â áûñòðî-
ìåäëåííîé ñèñòåìå. Ýòîò ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí âî âòîðîé ãëàâå (òåî-
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ðåìà 2.22) è äîêàçàí â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 3 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó êîëè÷åñòâåííîé òåîðå-
ìû î ñðûâå. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ áûñòðî-ìåäëåííóþ ñèñòåìó âèäà{

ẋ = (x2 − y)(1 + h(x, y, ε)),

ẏ = −1 + g(x, y, ε)
(7)

â ïðÿìîóãîëüíèêå U ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, è ñ
âåðøèíàìè (−13/12,−1), (1, 1) (ñì. ðèñ. 2). Çäåñü h(x, y, ε) = O(x, y, ε)
è g(x, y, ε) = O(x, y, ε). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè âñåõ
(x, y, ε) ∈ U × [0, ε0], ε0 = e−4, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íà ôóíêöèè g è h
è íà èõ ãðàäèåíòû:

|h(x, y, ε)| ≤ 1/2, |g(x, y, ε)| ≤ 1/2; (8)

||gradh||1 ≤ 10−2, ||grad g||1 ≤ 10−2, ||(ξ1, ξ2, ξ3)||1 :=
3∑
1

|ξi|. (9)

Ñèñòåìà (7) åñòü íîðìàëüíàÿ ôîðìà áûñòðî-ìåäëåííîé ñèñòåìû. Íîðìàëè-
çàöèÿ ñîñòîèò èç íîðìàëèçàöèè ìåäëåííîé êðèâîé (x2 − y = 0) ñ ïîñëåäó-
þùèì èçìåíåíèåì ìàñøòàáà, êîòîðûé ñèñòåìà ñàìà ñåáå çàäà¼ò (òðåáîâà-
íèÿ (8) è (9)). Ê òàêîé íîðìàëüíîé ôîðìå ìîæíî ïðèâåñòè ëþáóþ áûñòðî-
ìåäëåííóþ ñèñòåìó, ê êîòîðîé ïðèìåíèìà îáû÷íàÿ òåîðåìà î ñðûâå.

Ðèñ. 2: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7) ïðè ìàëîì ε > 0

Ðàññìîòðèì ¾âõîäíóþ¿ òðàíñâåðñàëü

∆in := {(x, y) : x ∈ (−1− β;−1 + β), y = 1}, β = 1/12,
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è ¾âûõîäíóþ¿ òðàíñâåðñàëü

∆out := {(x, y) : x = 1, y ∈ (−1; 0)}.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñôîð-
ìóëèðîâàííàÿ â ïàðàãðàôå 3.1 äèññåðòàöèè (òåîðåìà 3.31).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8) è (9). Òîãäà äëÿ ñèñòåìû (7)
ïðè ëþáîì ε ∈ (0, ε0 = e−8)

1. ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ïîñëåäîâàíèÿ πε : ∆in → ∆out;

2. åñëè p ∈ ∆in, òî πε(p) = (1, ν(ε)), ïðè÷åì ν(ε) ∈ ε2/3[−e3,−e−6];

3. îòîáðàæåíèå πε ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì, ïðè÷åì (πε)
′ ≤ e−(1/4ε−103).

Îñòàëüíûå ïàðàãðàôû Ãëàâû 3 ñîäåðæàò äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëü-
òàòà. Ïàðàãðàô 3.2 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ãëàâíîãî èíñòðóìåíòà èññëåäîâà-
íèÿ � ðàçäóòèþ, êîòîðîå ïðèìåíÿåòñÿ ê òî÷êå ñðûâà. Â äàëüíåéøåì èñ-
ñëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â òðåõ êîîðäèíàòíûõ êàðòàõ. Êàðòå K1 ïîñâÿùåí
ïàðàãðàô 3.3; ýòà êàðòà îïèñûâàåò ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ¾ïåðåä¿ ñðûâîì, â
íåé ïðîèñõîäèò ýêñïîíåíöèàëüíîå ñæàòèå òðàåêòîðèé. Êàðòå K2 ïîñâÿùåí
ïàðàãðàô 3.4; ýòà êàðòà îïèñûâàåò ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ¾îêîëî¿ ñðûâà.
Â ýòîé êàðòå âîçíèêàåò èçâåñòíîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè, ïî ñïåöèàëüíîìó ðå-
øåíèþ êîòîðîãî áóäóò ïîòîì ¾ñêëååíû¿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äðóãèõ
êàðòàõ. Êàðòà K3 èçó÷àåòñÿ â ïàðàãðàôå 3.5; îíà îïèñûâàåò ïîâåäåíèå òðà-
åêòîðèé ¾ïîñëå¿ ñðûâà. Äèíàìèêà â íåé ¾îòâåòñòâåííà¿ çà îöåíêó êîîðäè-
íàòû òðàåêòîðèè íà âûõîäå èç îêðåñòíîñòè òî÷êè ñðûâà. Â ïàðàãðàôå 3.6
ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ñîáðàííûõ â ðàçíûõ êàðòàõ, è çàâåðøàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî.

ß èñêðåííå áëàãîäàðþ ìîåãî äîðîãîãî ó÷èòåëÿ, ïðîôåññîðà Þëèÿ Ñåð-
ãååâè÷à Èëüÿøåíêî, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, âíèìàíèå ê èõ ðåøåíèþ è ïëî-
äîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå çà ñîçäàíèå âåëèêîëåïíîé òâîð÷åñêîé àò-
ìîñôåðû ïðè ðàáîòå íàä òåêñòîì äèññåðòàöèè.
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