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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì, ðàññìàòðèâàåìûõ â äèñêðåòíîé ìàòåìà-
òèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêå, ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïîëíîòû äëÿ
ðàçíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ìíîæåñòâî ôóíêöèé è ìíîæåñòâî îïåðàöèé íàä ýòèìè ôóíêöèÿ-
ìè. Ïðîáëåìà ïîëíîòû äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì ñîñòîèò â îïèñàíèè
âñåõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ôóíêöèé, èñïîëüçóÿ êîòîðûå ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàöèé ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìû ìîæíî âûðàçèòü âñå ïðèíàäëåæàùèå
ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèè.

Öåíòðàëüíîå ìåñòî ñðåäè ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì ïðèíàäëåæèò èòå-
ðàòèâíûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèñòåìàì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ìíîæå-
ñòâî äèñêðåòíûõ ôóíêöèé ñ îïåðàöèÿìè èòåðàöèè � ñóïåðïîçèöèè, îáðàò-
íîé ñâÿçè, à òàêæå èõ ìîäèôèêàöèÿìè.1,2

Èòåðàòèâíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà äâà
òèïà: èñòèííîñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòíûå
ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû. Â ïåðâîì ñëó÷àå ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå
ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìå, âû÷èñëÿþòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ, à âî âòîðîì
� ñ èñïîëüçîâàíèåì �ïàìÿòè�.

Ñðåäè âñåõ èñòèííîñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì öåíòðàëüíîå ìå-
ñòî çàíèìàåò ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà Pk, ñîñòîÿùàÿ èç ôóíêöèé k-
çíà÷íîé ëîãèêè è îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè íàä íèìè.

Ðàçâèòèå òåîðèè èòåðàòèâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì øëî ïî ïó-
òè èçó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì. Â 1921 ãîäó
Å. Ïîñòîì áûëà ïîëíîñòüþ îïèñàíà ñòðóêòóðà çàìêíóòûõ êëàññîâ â äâó-
çíà÷íîé ëîãèêå. Â 1954 ãîäó Ñ.Â. ßáëîíñêèì3 áûëà ðåøåíà ïðîáëåìà ïîë-
íîòû â òðåõçíà÷íîé ëîãèêå. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ýòîé ðàáîòû Ñ.Â. ßáëîí-
ñêîãî óñèëèÿ ìíîãèõ àâòîðîâ áûëè ñîñðåäîòî÷åíû íà ðåøåíèè ïðîáëåìû
ïîëíîòû â ïðîèçâîëüíûõ k-çíà÷íûõ ëîãèêàõ.

Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, â áîëüøèíñòâå
ðåàëüíûõ ìîäåëåé èñòèííîñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì ôóíêöèè, êàê
ïðàâèëî, êîíå÷íîçíà÷íû è, âî-âòîðûõ, ëþáàÿ ôóíêöèÿ â êàæäîé èñ-
òèííîñòíîé ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ôóíêöèÿìè k-
çíà÷íûõ ëîãèê ïóòåì óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà k. Êðèòåðèé ïîëíîòû â Pk ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ïðåäïîëíîãî êëàññà.

Â óæå óïîìèíàâøèõñÿ ðàáîòàõ Å. Ïîñòà4 è Ñ.Â.ßáëîíñêîãî ðåøåíèå
çàäà÷ î ïîëíîòå â äâóçíà÷íîé è òðåõçíà÷íîé ëîãèêàõ êàê ðàç è áûëî

1Êóäðÿâöåâ Â.Á. Ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû. Ìîñêâà., Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, 1982
2Ìàëüöåâ À.È. Èòåðàòèâíûå àëãåáðû Ïîñòà.Íîâîñèáèðñê, Èçä-âî ÑÎ ÀÍÑÑÑÐ, 1976
3ßáëîíñêèé Ñ.Â. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñòðîåíèÿ â k-çíà÷íûõ ëîãèêàõ. Òðóäû ìàòåìàòè÷åñêîãî

èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ, 1958, ò.51, ñ.5-142
4Post E. Two-valued iterative systems of mathematical logic. Prinston,1941
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äîñòèãíóòî ïóòåì ÿâíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ïðåäïîëíûõ êëàññîâ; ïðè
ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî â P2 ïÿòü, à â P3 âîñåìíàäöàòü òàêèõ êëàññîâ. Ïðî-
áëåìà ÿâíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â Pk äëÿ ëþáîãî
k ≥ 4 äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëàñü îòêðûòîé è îêàçàëàñü äîâîëüíî ñëîæíîé.
Â 1964 ãîäó À.È.Ìàëüöåâ èññëåäîâàë çàäà÷ó î ïîëíîòå â ÷åòûðåõçíà÷íîé
ëîãèêå. Ñ.Â.ßáëîíñêèì, À.Â.Êóçíåöîâûì,5 Â.Â.Ìàðòûíþêîì,6 Ëî ×æó
Êàåì,7,8 Ïàí Þí-öçå,9 Âàí Ñÿî-õàî,10 Ëþ Ñþé-õóà, Å.Â. Çàõàðîâîé,11
È.Ðîçåíáåðãîì12 áûëè ïîñëåäîâàòåëüíî â ÿâíîì âèäå ïîñòðîåíû âñå ïðåä-
ïîëíûå êëàññû â k-çíà÷íûõ ëîãèêàõ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ýòèõ ðàáîòàõ
èñïîëüçîâàí àïïàðàò ñîõðàíåíèÿ ôóíêöèÿìè k-çíà÷íûõ ëîãèê îòíîøå-
íèé (ïðåäèêàòîâ), âïåðâûå ââåäåííûé À.Â.Êóçíåöîâûì. Èìåííî íà ýòîì
ïóòè È.Ðîçåíáåðãîì áûëî ïðîâåäåíî çàâåðøàþùåå ïîñòðîåíèå ìíîæå-
ñòâà âñåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â k-çíà÷íûõ ëîãèêàõ, à Ñ.Â.ßáëîíñêèì,
Å.Þ.Çàõàðîâîé è Â.Á.Êóäðÿâöåâûì13 ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà èõ ÷èñëà.

Íàèáîëåå âàæíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòíîé ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìîé,
êàê â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé, ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà P , ñîäåðæàùàÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ îãðàíè-
÷åí
-íî-äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíêöèè (î.-ä. ôóíêöèè), à â êà÷åñòâå îïåðàöèé
� îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè è îáðàòíîé ñâÿçè.

Â íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à î ïîëíîòå äëÿ î.-ä. ôóíêöèé
èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ Â.Á.Êóäðÿâöåâà14è Ì.È.Êðàòêî.15 Êàê ïîêàçàíî â
âûøåóïîìÿíóòîé ðàáîòå Ì.È.Êðàòêî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà äëÿ ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ î.-ä. ôóíêöèé. Âìåñòå ñ òåì,
ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà P ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé è ñîâîêóï-

5Êóçíåöîâ À.Â. Ìàòåìàòèêà â ÑÑÑÐ çà ñîðîê ëåò. Ìîñêâà, 1959, ò.1, ñ.102-115
6Ìàðòûíþê Â.Â Èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé â ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèêàõ. Ïðîáëåìû

êèáåðíåòèêè, âûï.3, Ìîñêâà, Íàóêà, 1960, ñ.49-60
7Ëî ×æó Êàé, Ëþ Ñþé-õóà. Ïðåäïîëíûå êëàññû, îïðåäåëÿåìûå áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè â ìíî-

ãîçíà÷íûõ ëîãèêàõ. Acta Sci. natur. Univ. Yilinensis, 1963, v.4
8Ëî ×æó Êàé. Ïðåäïîëíûå êëàññû, îïðåäåëÿåìûå íîðìàëüíûìè k-àðíûìè îòíîøåíèÿìè â k-

çíà÷íîé ëîãèêå. Acta Sci. natur. Univ. Yilinensis, 1964, v.3
9Ïàí Þí-öçå. Îäèí ðàçðåøàþùèé ìåòîä äëÿ îòûñêàíèÿ âñåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â ìíîãîçíà÷-

íûõ ëîãèêàõ. Acta Sci. natur. Univ. Yilinensis, 1962, v.2
10Âàí Ñÿî-õàî Òåîðèÿ ñòðóêòóð ôóíêöèé ñ îòñóòñòâèåì çíà÷åíèé è ôóíêöèé áåç îòñóòñòâèÿ

çíà÷åíèé. Acta Sci. natur. Univ. Yilinensis, 1963, v.2
11Çàõàðîâà Å.Þ. Êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèé â Pk. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè, âûï. 18, Ì.,

1967, ñ.5-10
12Rosenberg Y. Uber die functionale Vollstandigkeit in den mehrwertigen Logiken. Praha, Rozpravi

Ceskoslovenska Acodemie Ved. v. 80, �4, p. 3-93,1970
13Çàõàðîâà Å.Þ., Êóäðÿâöåâ Â.Á., ßáëîíñêèé Ñ.Â. Î ïðåäïîëíûõ êëàññàõ â k-çíà÷íûõ ëîãèêàõ.

ÄÀÍ ÑÑÑÐ, ò.136, �3, ñòð.509-512, 1969
14Êóäðÿâöåâ Â.Á. Î ìîùíîñòè ìíîæåñòâ ïðåäïîëíûõ ìíîæåñòâ íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ

ñèñòåì, ñâÿçàííûõ ñ àâòîìàòàìè. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè, âûï. 13, Ìîñêâà, Íàóêà, 1965, ñ.45-74
15Êðàòêî Ì.È. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû äëÿ êîíå÷íûõ àâòî-

ìàòîâ ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1964, ò.155, �1, ñ.35-37
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íîñòü ïðåäïîëíûõ êëàññîâ îáðàçóåò ìèíèìàëüíóþ êðèòåðèàëüíóþ ñè-
ñòåìó â P . Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîâà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïðåä-
ïîëíûõ êëàññîâ â P . Â.Á.Êóäðÿâöåâûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòà ìîùíîñòü
ðàâíà êîíòèíóóìó.

Â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ î.-ä.ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè è
äàæå êîíòèíóàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
âû÷èñëÿþùèé ëþáóþ î.-ä.ôóíêöèþ àâòîìàò �ðàáîòàåò� áåñêîíå÷íî äîë-
ãî. Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå
ðåàëüíîå êèáåðíåòè÷åñêîå óñòðîéñòâî (â òîì ÷èñëå, àâòîìàò) ïî èñòå÷å-
íèè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ïðåêðàùàåò ñâîþ �ðàáî-
òó�, ò.å. ëèáî ñòàíîâèòñÿ íåíóæíûì, ëèáî ïåðåâîäèòñÿ â íà÷àëüíîå ñî-
ñòîÿíèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî âîçíèêàåò
Çàäà÷à î ïîëíîòå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòíîé ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìå P τ

k .
Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ýëåìåíòàìè ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìû P τ

k ÿâ-
ëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíêöèè, ïåðåìåííûå êîòîðûõ ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ èç Eτ

k � ìíîæåñòâà âñåõ ñëîâ äëèíû τ , ñîñòàâëåííûõ èç áóêâ
àëôàâèòà Ek = {0, 1, . . . , k− 1}. Â êà÷åñòâå îïåðàöèé â ôóíêöèîíàëüíîé
ñèñòåìå P τ

k ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè è îáðàòíîé ñâÿçè.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç P τ

k ìîæåò áûòü �âû÷èñëåíà� êîíå÷íûì
àâòîìàòîì çà ïåðâûå τ òàêòîâ åãî ðàáîòû.

Èçâåñòíî,16 ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîëíîòå â P τ
k îïåðàöèÿ �îáðàò-

íàÿ ñâÿçü� îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé, ò.å. â äàííîì ñëó÷àå ýòà îïåðà-
öèÿ âûðàçèìà ÷åðåç îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî
çàäà÷à î ïîëíîòå â êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèêàõ � îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷
â òåîðèè èñòèíîñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î
ïîëíîòå â P 1

k , ò.å. ïðè τ = 1. Âìåñòå ñ òåì, ïðè τ ≥ 2 ñóùåñòâóåò ïðèíöè-
ïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìîé, ýëåìåíòàìè êîòî-
ðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè k-çíà÷íûõ ëîãèê, è ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìîé
P τ

k . Ìíîæåñòâî âñåõ äåòåðìèíèðîâàííûõ îòîáðàæåíèé, ðàññìàòðèâàå-
ìûõ íà ñëîâàõ äëèíû τ , ïîðîæäàåò ñïåöèàëüíîå çàìêíóòîå ïîäìíîæå-
ñòâî â kτ -çíà÷íûõ ëîãèêàõ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåå îò äâóõ ïàðàìåòðîâ
� ïàðàìåòðà k è ïàðàìåòðà τ . Èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííóþ àíàëîãèþ ìåæ-
äó çàäà÷åé ïîëíîòû â P τ

k è â êîíå÷íîïîðîæäåííûõ çàìêíóòûõ êëàññàõ
êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïðåäïîëíîãî êëàññà â P τ

k

è ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â P τ
k òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç ïðåäïîëíûõ â P τ
k

êëàññîâ; ñîâîêóïíîñòü ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â P τ
k êîíå÷íà, ìîæåò áûòü

îïèñàíà ýôôåêòèâíî è îáðàçóåò ìèíèìàëüíóþ êðèòåðèàëüíóþ ñèñòåìó
äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèé èç P τ

k ; ïðè ýòîì ìíîæåñòâî
16Êóäðÿâöåâ Â.Á., Àëåøèí Ñ.Â., Ïîäêîëçèí À.Ñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ àâòîìàòîâ. Ìîñêâà, Íàóêà,

1985.
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ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â P 1
k ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïðåäïîëíûõ êëàññîâ

â Pk. Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò çàäà÷è î ïîëíîòå â P äëÿ ëþáûõ
k ≥ 2, τ ≥ 1 ñóùåñòâóåò àëãîðèòì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû â P τ

k

ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ä.ôóíêöèé. Òàê æå, êàê â k-çíà÷íûõ
ëîãèêàõ, êàæäûé èç ýòèõ àëãîðèòìîâ ìîæåò áûòü çàäàí ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ýôôåêòèâíî îïèñûâàåìûõ êðèòåðèàëüíûõ ñèñòåì, à íàèëó÷øèé èç
íèõ ïîëó÷àåòñÿ íà ïóòè ÿâíîãî îïèñàíèÿ âñåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â P τ

k .
Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 1 çàäà÷à î ïîëíîòå â P τ

k ðåøåíà
Â.À.Áóåâè÷åì.17,18,19,20 Â òåðìèíàõ ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèé îïèñàíû âñå
ïðåäïîëíûå êëàññû â P τ

k . Îäíàêî ýòî îïèñàíèå îêàçàëîñü äîâîëüíî ñëîæ-
íûì. Â ÷àñòíîñòè, îòíîøåíèÿ, êëàññû ñîõðàíåíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ
ïðåäïîëíûìè â P τ

k êëàññàìè, ìîãóò èìåòü ëþáóþ àðíîñòü îò 1 äî kτ , à èõ
÷èñëî äàæå ïðè ìàëûõ k è τ î÷åíü âåëèêî. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííîé
ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè íà ïîëíîòó ñèñòåì äåòåðìèíèðî-
âàííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå îáëàäàëè áû íåêîòîðûìè íàïåðåä çàäàííûìè,
íî âìåñòå ñ òåì äîñòàòî÷íî îáùèìè ñâîéñòâàìè.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è î ïîëíîòå â P τ
k òàê íà-

çûâàåìûõ S-ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç S-ôóíêöèé � äåòåðìèíèðî-
âàííûõ ôóíêöèé, âû÷èñëÿåìûõ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè, â êàæäîì ñî-
ñòîÿíèè êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùàÿ
âñå k çíà÷åíèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èç
P τ

k ñóùåñòâóåò S-ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn, xn+1), òàêæå ïðèíàäëåæàùàÿ P τ
k

òàêàÿ, ÷òî

f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn, xn).

Ïî àíàëîãèè ñ îáùèì ñëó÷àåì â äèññåðòàöèè ââåäåíî ïîíÿòèå S-
ïðåäïîëíîãî êëàññà è ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå S-ìíîæåñòâî M ⊂ P τ

k

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â P τ
k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M íå ñîäåðæèòñÿ íè

â îäíîì èç S-ïðåäïîëíûõ â P τ
k êëàññîâ. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà-

÷à îá îïèñàíèè ìíîæåñòâà âñåõ S-ïðåäïîëíûõ â P τ
k êëàññîâ. Îòìåòèì,

÷òî ýòà çàäà÷à â ñëó÷àå, êîãäà τ = 1, ò.å. â k-çíà÷íûõ ëîãèêàõ, ðåøåíà
Â.Á.Êóäðÿâöåâûì.21

Â äèññåðòàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèé äëÿ
ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 1 ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå âñåõ S-ïðåäïîëíûõ êëàñ-
ñîâ â P τ

k . Îêàçàëîñü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü îòíîøåíèé, êëàññû ñîõðàíåíèÿ
17Áóåâè÷ Â.À. Î τ -ïîëíîòå â êëàññå àâòîìàòíûõ îòîáðàæåíèé. Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1980, Ò. 252,

� 5, ñ. 221-224)
18Áóåâè÷ Â.À. Óñëîâèÿ À-ïîëíîòû äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ÷.1 Ìîñêâà., Èçä-âî ÌÃÓ, 1986
19Áóåâè÷ Â.À. Óñëîâèÿ À-ïîëíîòû äëÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ÷.2 Ìîñêâà, Èçä-âî ÌÃÓ, 1987
20Áóåâè÷ Â.À. Î τ - ïîëíîòå â êëàññå äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé Äîêë. ÐÀÍ, ò.326, �3, ñòð.399-

403, 1992
21Êóäðÿâöåâ Â.Á. Î ñâîéñòâàõ S-ñèñòåì ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè. Elektronische

Informationsverarbeitung und Kybernetik. EIK 9,1/2, ñ.8-105, 1973
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êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ S-ïðåäïîëíûìè, ðàñïîäàåòñÿ íà øåñòü ñåìåéñòâ
� ñåìåéñòâà Z(k, τ), D(k, τ), N(k, τ), I(k, τ), L(k, τ) è V (k, τ). Ñåìåé-
ñòâî Z(k, τ) ñîñòîèò èç óíàðíûõ îòíîøåíèé, îòíîøåíèÿ, ïðèíàäëåæà-
ùèå ñåìåéñòâàì D(k, τ), N(k, τ), I(k, τ)è V (k, τ) áèíàðíû, à îòíîøåíèÿ,
ïðèíàäëåæàùèå ñåìåéñòâó L(k, τ) èìåþò àðíîñòü, ðàâíóþ ÷åòûðåì. Ïðè
ýòîì ñåìåéñòâà Z(k, 1), D(k, 1), N(k, 1), I(k, 1) è L(k, 1) ñîâïàäàþò ñ òå-
ìè, êîòîðûå îïèñàíû â ðàáîòå Êóäðÿâöåâà Â.Á. "Î ñâîéñòâàõ S-ñèñòåì
ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè". Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé S-ïðåäïîëíûé â P τ

k

êëàññ ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ îäíèì èç ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â P τ
k , îäíàêî

îïèñàíèå S-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì îïèñàíèå âñåõ
ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â P τ

k , ïîëó÷åííîå Â.À.Áóåâè÷åì.
Ñ çàäà÷åé ïîëíîòû â P τ

k òåñíî ñâÿçàíà çàäà÷à îá À-ïîëíîòå â P .
Ó÷èòûâàÿ äåòåðìèíèðîâàííîñòü ôóíêöèé èç P ìîæíî, î÷åâèäíî, ñ÷è-
òàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî τ ≥ 1 ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû òàêæå íà âñåõ
íàáîðàõ ñëîâ äëèíû τ . Ïóñòü τ ≥ 1. Î.-ä.ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) è î.-
ä.ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ÿâëÿþòñÿ τ -ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî
íàáîðà ñëîâ (a1, . . . , an), êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò äëèíó τ , âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî g(a1, . . . , an) = f(a1, . . . , an). Ìíîæåñòâà N è N′ èç P íàçûâà-
þòñÿ τ -ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ ëþáîé î.-ä.ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èç
N â N′ ñóùåñòâóåò τ -ýêâèâàëåíòíàÿ åé î.-ä.ôóíêöèÿ f ′(x1, . . . , xn) è íà-
îáîðîò. Ïîäîáíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ è τ -ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæåñòâ
M èç P è M′ èç P τ

k . Ìíîæåñòâî N ⊆ P íàçûâàåòñÿ À-ïîëíûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî τ ≥ 1 çàìûêàíèå ìíîæåñòâà N τ -ýêâèâàëåíòíî P τ

k . Èçâåñòíî, ÷òî
â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ À-ïîëíîòû
êîíå÷íûõ ñèñòåì î.-ä.ôóíêöèé. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîèñê òà-
êîãî àëãîðèòìà äëÿ ñèñòåì î.-ä.ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûìè íà-
ïåðåä çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è äâåíàäöàòè ïàðàãðàôîâ. Â $$ 1-
9 äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 1 äàíî ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è î S-ïîëíîòå â
P τ

k � ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèé îïèñàíî ìíîæå-
ñòâî âñåõ S-ïðåäïîëíûõ â P τ

k êëàññîâ. Ñîâîêóïíîñòü îòíîøåíèé, êëàññû
ñîõðàíåíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ S-ïðåäïîëíûìè â P τ

k êëàññàìè ðàçáè-
âàåòñÿ íà øåñòü ñåìåéñòâ � ñåìåéñòâà Z(k, τ), D(k, τ), N(k, τ), I(k, τ),
L(k, τ) è V (k, τ).

Â $10 äèññåðòàöèè äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 ïðåäñòàâëåíà àññèìïòîòèêà ÷èñ-
ëà S-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ïðè τ , ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Â $11 äèññåðòàöèè äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à,
àíàëîãè÷íàÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Ñëóïåöêîãî-ßáëîíñêîãî-Ñàëîìàà22,23,24

22ßáëîíñêèé Ñ.Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó., Ìîñêâà, Íàóêà, 1986
23Slupeski Y.Kryterium petnosci wielowartosciowych systemow logici zdan. Comptes rendus des seanses

de la Societe des Sciences et des Lettres de Varsovie, 102-109, 1939
24Salomaa A. On basis groups for the set of functions over a �nite domain. Ann.Acad. Sci. Finnicae,
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äëÿ k-çíà÷íûõ ëîãèê. Ïóñòü S(P τ
k (1)) � ìíîæåñòâî âñåõ S-ôóíêöèé èç

P τ
k , ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü M τ

k �
ñîâîêóïíîñòü âñåõ S-ìíîæåñòâ M òàêèõ, ÷òî S(P τ

K(1)) ⊆ M. Âîçíèêàåò
âîïðîñ: êàêîâîé äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíàÿ êðèòåðèàëüíàÿ ñèñòåìà äëÿ
ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû S-ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ M τ

k . Â òåðìèíàõ
ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèé ýòà êðèòåðèàëüíàÿ ñèñòåìà îïèñàíà. Î÷åâèäíî,
îíà ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ S-ïðåäïîëíûõ â P τ

k êëàññîâ, êîòîðûå
ñîäåðæàò âñå îäíîìåñòíûå S-ôóíêöèé èç P τ

k .
Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ î.-ä.ôóíêöèÿ èç P . Î.-ä.ôóíêöèÿ f íà-

çûâàåòñÿ S-î.-ä.ôóíêöèåé, åñëè äëÿ ëþáîãî τ ≥ 1 î.-ä.ôóíêöèÿ f τ -
ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé S-ôóíêöèè èç P τ

k . Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå S-ìíîæåñòâà î.-ä.ôóíêöèé. Ïóñòü S(P (1))� S-ìíîæåñòâî
î.-ä.ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Â $11 ïîêàçàíî, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò àëãîðèòì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ À-ïîëíîòû S-ìíîæåñòâ M òàêèõ,
÷òî S(P (1)) ⊆ M è M \ S(P (1)) < ∞.

Â $12 äèññåðòàöèè ïðè k = 2 çàäà÷à îá À-ïîëíîòå îáîáùàåòñÿ íà
ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî M, ñîäåðæàùåå â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà ìíî-
æåñòâî S(P (1)) ñîñòîèò èç ïðîèçâîëüíûõ î.-ä.ôóíêöèé (íå îáÿçàòåëüíî
S-î.-ä.ôóíêöèé). Ïîêàçàíî, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à îá À-ïîëíîòå ÿâ-
ëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

Öåëü ðàáîòû

1) Äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 1 ïðåäñòàâèòü ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå âñåõ
S-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìå P τ

k .
2) Ïîëó÷èòü àññèìïòîòèêó ÷èñëà S-ïðåäïîëíûõ â P τ

k êëàññîâ ïðè
ôèêñèðîâàííîì k è ïðè τ , ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

3) Èçó÷èòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ
À-ïîëíîòû S-ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ âñå îäíîìåñòíûå S-î.-ä.ôóíêöèè.

4) Èçó÷èòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ
À-ïîëíîòû ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ î.-ä.ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ âñå îä-
íîìåñòíûå S-î.-ä.ôóíêöèè.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è êîì-
áèíàòîðíîãî àíàëèçà.

Íàóíàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
1) Ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèé äëÿ ëþáûõ k ≥

2, τ ≥ 1 ïîëíîñòüþ îïèñàíî ìíîæåñòâî âñåõ S-ïðåäïîëíûõ â P τ
k êëàñ-

ñîâ. Ìíîæåñòâî îòíîøåíèé, êëàññû ñîõðàíåíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ S-
ðåäïîëíûìè ðàñïàäàåòñÿ íà øåñòü ñåìåéñòâ - ñåìåéñòâà Z(k, τ), D(k, τ),
N(k, τ), I(k, τ), L(k, τ) è V (k, τ).

Ser A 338, 1-15, 1963
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2) Ïðè ïðîèçâîëüíîì, íî ôèêñèðîâàííîì k ≥ 2 óñòàíîâëåíî àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÷èñëà S-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ïðè τ ñòðåìÿùåìñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè.

3) Äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 1 èç ìíîæåñòâà âñåõ îòíîøåíèé, îïèñû-
âàþùèõ S-ïðåäïîëíûå â P τ

k êëàññû, âûäåëåíû òå îòíîøåíèÿ, êëàññàì
ñîõðàíåíèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò âñå îäíîìåñòíûå S-ôóíêöèè. Íà ýòîì
îñíîâàíèè äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 óêàçàí àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ À-ïîëíîòû
S-ìíîæåñòâ, ñîäåðõàùèõ âñå S-î.-ä. ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò îäíîé ïåðå-
ìåííîé.

4) Ïðè k = 2 ðåøåíà çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà äëÿ ðàñïî-
çíàâàíèÿ À-ïîëíîòû ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì î.-ä. ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ
âñå îäíîìåñòíûå S-î.-ä. ôóíêöèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.
Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñåìèíàðàõ ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà:

- ñåìèíàðå �Äèñêðåòíûé àíàëèç� ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í, ïðîô.
Ñ.Â.Àëåøèíà, ä.ô.-ì.í, ïðîô. Â.À.Áóåâè÷à, ê.ô.ì.í, ñ.í.ñ. Íîñîâà Ì.Â.;

- ñåìèíàðå �Òåîðèÿ àâòîìàòîâ� ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í, ïðîô. Â.Á.
Êóäðÿâöåâà;

- ñåìèíàðå �Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè� ïîä ðóêîâîäñòâîì
ä.ô.-ì.í, ïðîô. Î.Ì.Êàñèì-Çàäå;

- ñåìèíàðå �Ôóíêöèè ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè è ñìåæíûå âîïðîñû� ïîä
ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í, ïðîô. À.Á.Óãîëüíèêîâà.

À òàêæå íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Ê.Â.Ðóäàêîâà
â Âû÷èñëèòåëüíîì öåíòðå ÐÀÍ è íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è
êîíôåðåíöèÿõ:

- ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû è êîì-
ïüþòåðíûå íàóêè� ((Ìîñêâà, ÌÃÓ èì.Ëîìîíîñîâà, 2006);

- 9 ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå �Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæå-
íèÿ�, ïîñâÿùåííîì 75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Î.Á.Ëóïàíîâà
(Ìîñêâà, ÌÃÓ èì.Ëîìîíîñîâà, 2007);

- ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè,
ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé�, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ðåêòîðà ÌÃÓ àêà-
äåìèêà Â.À.Ñàäîâíè÷åãî (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì.Ëîìîíîñîâà, 2009);

- ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è
ìîëîäûõ ó÷åíûõ �Ëîìîíîñîâ� (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà, 2007, 2008,
2009 è 2010 ãã.);

- íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ� (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì.Ëî-
ìîíîñîâà, 2007, 2008 è 2009 ãã.);

Ïóáëèêàöèè
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ àâòîðà,
ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1] � [7].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç âååäåíèÿ, 12 ïàðàãðàôîâ è ñïèñêà ëèòåðàòó-
ðû. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè - 92 ñòðàíèöû, ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòå-
ðàòóðû ñîäåðæèò 61 íàèìåíîâàíèå.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1, Ek = {0, 1, . . . , k−1}. Ïóñòü Eτ
k � ìíîæåñòâî âñåõ

ñëîâ äëèíû τ , ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ Ek. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a,
ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó Eτ

k áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a = (a(1), . . . , a(τ)). Ïóñòü x, x1, . . . , y, y1, . . . � ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþ-
ùèå çíà÷åíèÿ èç Eτ

k . Âñÿêóþ òàêóþ ïåðåìåííóþ (íàïðèìåð, x) ïðåäñòà-
âèì â âèäå x = (x(1), . . . , x(τ)). Äëÿ ëþáîãî t (1 ≤ t ≤ τ) íà ìíîæåñòâå
Eτ

k ââåäåì îòíîøåíèå t-ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýëåìåíòû a1 è a2 èç Eτ
k íàçîâåì

t-ýêâèâàëåíòûìè (a1 ∼t a2), åñëè a1(1) = a2(1), . . . , a1(t) = a2(t).
Îïðåäåëåíèå Ïóñòü n ≥ 1. ×åðåç Eτ

k(n) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

Eτ
k × . . .× Eτ

k︸ ︷︷ ︸
n

.

Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn), îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî
Eτ

k(n) â Eτ
k íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé (ä.ôóíêöèåé), åñëè äëÿ âñÿ-

êîãî t (1 ≤ t ≤ τ) è äëÿ ëþáîé ïàðû (a1, . . . , an), (a
′
1, . . . , a

′
n) íàáîðîâ

ýëèìåíòîâ èç Eτ
k òàêîé, ÷òî a1 ∼t a′1, . . . , an ∼t a′n, f(a1, . . . , an) ∼t

f(a′1, . . . , a
′
n).

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ä.ôóíêöèÿ äëÿ çàäàííîãî τ ≥ 1 ìîæåò áûòü âû-
÷èñëåíà íåêîòîðûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì çà ïåðâûå τ òàêòîâ åãî ðàáîòû.

Ïóñòü P τ
k � ìíîæåñòâî âñåõ ä.ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ,

êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà Eτ
k . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà

ìíîæåñòâå P τ
k çàäàíà îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Ïóñòü M ⊆ P τ

k . Çàìûêà-
íèå ìíîæåñòâà M îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè îáîçíà÷èì [M].

Îïðåäåëåíèå Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1, M ⊆ P τ
k . Ìíîæåñòâî M íàçûâà-

åòñÿ ïîëíûì â P τ
k , åñëè [M] = P τ

k .
Èçâåñòíî,25 ÷òî äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 1 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ñèñòå-

ìû, ïîëíûå â P τ
k .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ïîëíîé ñèñòåìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñè-
ñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ä.ôóíêöèé: ä.ôóíêöèè g(x) � �çàäåðæêè� è
ä.ôóíêöèè h(x1, x2) � �øòðèõà Øåôôåðà�.

Ä. ôóíêöèÿ g(x) = y òàêîâà, ÷òî y(1) = 1 è äëÿ ëþáîãî t (1 ≤ t ≤
τ − 1) y(t) = min{x1(t), x2(t)}+ 1(modk).

25Ãàâðèëîâ Ã.Ï Î ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòå â ñ÷åòíî-çíà÷íîé ëîãèêå. Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè,
âûï.15, Ìîñêâà, Íàóêà, 1965, ñ.5-64
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Îïðåäåëåíèå Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ïóñòü D = {M1, M2, . . .} � íåêî-
òîðàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà P τ

k . Ñèñòåìà D íàçûâàåòñÿ êðè-
òåðèàëüíîé, åñëè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå: ìíîæåñòâî M ⊆ P τ

k ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì â P τ

k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M íå ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì íè
â îäíîì èç ìíîæåñòâ ñèñòåìû D.

Èç îáùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíîé
êðèòåðèàëüíîé ñèñòåìîé â P τ

k ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïðåä-
ïîëíûõ êëàññîâ â P τ

k .
Îïðåäåëåíèå Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî N ⊂ P τ

k

íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíûì êëàññîì â P τ
k , åñëè N íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, íî

äëÿ ëþáîé ä.ôóíêöèè f /∈ N çàìûêàíèå ìíîæåñòâà N ∪ {f} ñîâïàäàåò ñ
P τ

k .
Èìååò ìåñòî 26,27,28

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ìíîæåñòâî M ⊆ P τ
k ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì â P τ
k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M íå ïðèíàäëåæèò öåëèêîì íè

îäíîìó èç ïðåäïîëíûõ â P τ
k êëàññîâ, ïðè÷åì ÷èñëî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ

â P τ
k êîíå÷íî.
Îïðåäåëåíèå Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ïóñòü h ≥ 1, T = (t1, . . . , th) �

ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë òàêîé,÷òî max{t1, . . . ,
th} ≤ τ . Ïóñòü ET

k = Et1
k × . . .× Eth

k︸ ︷︷ ︸
h

. Ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî

R ⊆ ET
k íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì, çàäàííûì íà ET

k , à ÷èñëî h � àðíîñòüþ
ýòîãî îòíîøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ä.ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç P τ
k

ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå R ⊂ ET
k , åñëè äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè (a1

1, . . . , a
1
h),

. . . , (an
1 , . . . , a

n
h) ýëåìåíòîâ èç R íàáîð (f(a1

1, . . . , a
n
1), . . . , f(a1

h, . . . , a
n
h))

òàêæå ïðèíàäëåæèò R. Ìíîæåñòâî M ⊆ P τ
k ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå R,

åñëè êàæäàÿ ä.ôóíêöèÿ èç M ñîõðàíÿåò ýòî îòíîøåíèå.
Ìíîæåñòâî âñåõ ä.ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ íåêîòîðîå îòíîøåíèå R

îáîçíà÷èì ÷åðåç U(R). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî R ìíîæåñòâî
U(R) çàìêíóòî.

Ìîæíî ïîêàçàòü 26,27,28 ÷òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî ä.ôóíêöèé M ⊆ P τ
k áûëî ïîëíûì â P τ

k íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ h ≥ 1, T = (t1, . . . , th), R ⊂ ET

k òàêèõ, ÷òî
max{t1, . . . , th} ≤ τ è U(R) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â P τ

k , â M ñîäåðæàëàñü
ä.ôóíêöèÿ, íå ñîõðàíÿþùàÿ îòíîøåíèÿ R.

Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2., ââåäåì íåêî-
26Êîí Ï. Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà.Ìîñêâà, Ìèð, 1968
27Êóäðÿâöåâ Â.Á. Ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû. Ìîñêâà, Èçä-âî ÌÃÓ, 1982
28Ìàëüöåâ À.È. Èòåðàòèâíûå àëãåáðû Ïîñòà. Íîâîñèáèðñê, Èçä-âî ÑÎ ÀÍÑÑÑÐ, 1976
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òîðûå ïîíÿòèÿ è äîêàæåì äâå ëåììû. Ðàññìîòðèì äâà ñåìåéñòâà îòíî-
øåíèé � ñåìåéñòâî P1 è ñåìåéñòâî P2.

Ñåìåéñòâî P1. Ïóñòü T1 = τ × . . .× τ︸ ︷︷ ︸
kτ

, A1 ∈ ET1

k , ïðè÷åì A1 �

íåêîòîðûé íàáîð, ñîäåðæàùèé âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Eτ
k , íåêîòîðûì

îáðàçîì óïîðÿäî÷åííûå. Ïóñòü A1 = (a1, . . . , akτ ). Ðàññìîòðèì íàáîð
Ã = (ã1, . . . , ãkτ ) èç ET1

k òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî i (1 ≤ i ≤ kτ) ãi = g(ai).
Îòíîøåíèå R ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó P1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ET1

k , ñîäåðæèò ýëåìåíò A1, íî íå ñîäåðæèò
ýëåìåíòà Ã. Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî R èç P1 U(R) 6= P τ

k .
Ñåìåéñòâî P2. Ïóñòü B = ((b11, b12), . . . , (bk2τ1, bk2τ2)) � íàáîð, ñîäåð-

æàùèé âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Eτ
k × Eτ

k , íåêîòîðûì îáðàçîì óïîðÿäî-
÷åííûå. Ïóñòü T2 = τ × . . .× τ︸ ︷︷ ︸

k2τ

, B1 = (b11, . . . , bk2τ1), B2 = (b12, . . . , bk2τ2).

Î÷åâèäíî, B1 ∈ ET2

k , B2 ∈ ET2

k . Ðàññìîòðèì íàáîð B3 = (b1, . . . , b
2τ
k )

òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî i (1 ≤ i ≤ k2τ) bi = h(bi1, bi2). Îòíîøåíèå R
ïðèíàäëæåèò ñåìåéñòâó P2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ET2

k , ñîäåðæèò ýëåìåíòû B1 è B2, íî íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà
B3. Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî R èç P2 U(R) 6= P τ

k .
Â òåðìèíàõ ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèé äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 îïèñàíû 29

âñå ïðåäïîëíûå êëàññû â P τ
k ïðè τ = 1, ò. å. â Pk, à â [1-4] â òåõ æå

òåðìèíàõ îïèñàíû âñå ïðåäïîëíûå êëàññû â P τ
k äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ >

1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïèñàíèå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî
ñëîæíûì. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè íà ïîëíîòó â P τ

k

ñèñòåì, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûìè íàïåðä çàäàííûìè, íî â òî æå âðåìÿ
äîñòàòî÷íî îáùèìè ñâîéñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ P τ
k . Ä.

ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) íàçîâåì S-ôóíêöèåé, åñëè â ëþáîì ñîñòîÿíèè âû-
÷èñëÿþùåãî åå àâòîìàòà ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè, íå âû-
ïóñêàþùàÿ íè îäíîãî çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà Ek.

Î÷åâèäíî, ä.ôóíêöèÿ h(x1, x2) ÿâëÿåòñÿ S-ôóíêöèåé, à ä.ôóíêöèÿ
g(x) òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå Ïóñòü M ⊂ P τ
k . Ìíîæåñòâî M íàçîâåì S-ìíîæåñòâîì,

åñëè ëþáàÿ ä.ôóíêöèÿ èç M ÿâëÿåòñÿ S-ôóíêöèåé.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñóùåñòâóþò S-ìíîæåñòâà, îáðàçóþùèå

ïîëíûå ñèñòåìû â P τ
k è ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà S-ôóíêöèé.

Íàïðèìåð, òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç S-ôóíêöèè h(x1, x2)
è S-ôóíêöèè g̃(x1, x2) = y òàêîé, ÷òî y(1) = 1, åñëè x1(1) = x2(1) è
y(1) = x1(1), åñëè x1(1) 6= x2(1); y(t) = x1(t− 1), åñëè x1(1) = x2(1), . . .,

29ßáëîíñêèé Ñ.Â., Ãàâðèëîâ Ã.Ï, Êóäðÿâöåâ Â.Á. Ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè è êëàññû ÏîñòàÌîñê-
âà, Íàóêà, 1966, 177
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x1(t − 1) = x2(t − 1); x1(t) = x2(t); y(t) = x1(t), åñëè ñóùåñòâóåò t′ ≤ t
òàêîå, ÷òî x1(t

′) 6= x2(t) (1 ≤ t ≤ τ − 1).
Ïóñòü M ⊆ P τ

k , ïðè÷åì M, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ S-ìíîæåñòâîì.
×åðåç S(U(M)) îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî M, ñîäåðæàùåå âñå S-ôóíêöèè
èç M.

Îïðåäåëåíèå Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ïóñòü D = {M1, M2, . . .} � íåêî-
òîðàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà P τ

k . Ñèñòåìó D íàçîâåì S-êðèòå-
ðèàëüíîé, åñëè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå: S-ìíîæåñòâî M ⊂ P τ

k ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì â P τ

k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ íè
â îäíîì èç ìíîæåñòâ ñèñòåìû D.

Î÷åâèäíî, ëþáàÿ êðèòåðèàëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è S-êðèòå-
ðèàëüíîé. Îäíàêî îáðàòíîå íå âåðíî. Ïóñòü {N1, . . . ,Nm} � ñîâîêóï-
íîñòü ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â P τ

k . Òîãäà ìíîæåñòâî {S(N1), . . . , S(Nm)}
îáðàçóþò S-êðèòåðèàëüíóþ ñèñòåìó â P τ

k .
Îïðåäåëåíèå Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. S-ìíîæåñòâî N ⊂ P τ

k íàçûâàåòñÿ
S-ïðåäïîëíûì êëàññîì â P τ

k , åñëè N íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â P τ
k , íî äëÿ

ëþáîé S-ôóíêöèè f /∈ N çàìûêàíèå ìíîæåñòâà N ∪ {f} ñîâïàäàåò ñ P τ
k .

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ S-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â
P τ

k ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà {S(N1), . . . , S(Nm)}, íî íå ñîâ-
ïàäàåò ñ íèì.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ëþáàÿ S-êðèòåðèàëüíàÿ ñèñòå-
ìà â P τ

k â êà÷åñòâå ñâîåãî ïîäìíîæåñòâà ñîäåðæèò ìíîæåñòâî âñåõ S-
ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Ïóñòü D = {M1, M2 . . .} � òàêàÿ ñèñòåìà. Ìíî-
æåñòâî Mi (i ≥ 1) ÿâëÿåòñÿ S-ïðåäïîëíûì êëàññîì â P τ

k òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî j ≥ 1, j 6= i ,Mi * Mj.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. S-ìíîæåñòâî M ⊂ P τ
k ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì â P τ
k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M íå ïðèíàäëåæèò öåëèêîì

íè îäíîìó èç S-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ.
Ìíîæåñòâî âñåõ S-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â òåðìèíàõ ñîõðàíåíèÿ îòíî-

øåíèé äëÿ âñÿêîãî k ≥ 2 ïðè τ = 1 îïèñàíî. 30,31 Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 1.

Ðàññìîòðèì øåñòü ñåìåéñòâ îòíîøåíèé � ñåìåéñòâà Z(k, τ), D(k, τ),
N(k, τ), I(k, τ), L(k, τ) è V (k, τ).

Ñåìåéñòâî Z(k, τ) (Z(k, τ) 6= ∅ äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 1. Óíàðíîå
îòíîøåíèå R ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Z(k, τ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ íåêîòîðîãî t (1 ≤ t ≤ τ) R ⊂ Et

k, ïðè÷åì ïðè τ ≥ 2, t ≥ 2 èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîãî a ∈ Et−1

k , a = (a(1), . . . , a(t − 1)) ñóùåñòâóþò
a(t) ∈ Ek, a′(t) ∈ Ek òàêèå, ÷òî a(t) 6= a′(t), (a(1), . . . , a(t − 1), a(t))

30Êóäðÿâöåâ Â.Á. Òåîðåìà ïîëíîòû äëÿ îäíîãî êëàññà àâòîìàòîâ áåç îáðàòíûõ ñâÿçåé. ÄÀÍ
ÑÑÑÐ, 1960, ò.132, �2, ñ.272-274

31Ãàâðèëîâ Ã.Ï. Î ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòå â ñ÷åòíî-çíà÷íîé ëîãèêå. Ïðîáëåìû êèáåðíåòè-
êè,âûï.15, Ìîñêâà, Íàóêà, 1965, ñ.5-64
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ïðèíàäëåæèò, à (a(1), . . . , a(t− 1), a′(t)) íå ïðèíàäëåæèò R.
Ñåìåéñòâî D(k, τ) (D(k, τ) 6= ∅ äëÿ ëþáûõ k ≥ 3, τ ≥ 1. Áèíàð-

íîå îòíîøåíèå R ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó D(k, τ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî t (1 ≤ t ≤ τ) R ⊂ Et

k(2), R ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåí-
íûì íà Et

k îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè÷åì èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùåå. Ñóùåñòâóåò ïðèíàäëåæàùèé R íàáîð (a1, a2) òàêîé, ÷òî a1(1) =
a2(1), . . . , a1(t− 1) = a2(t− 1). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî a ∈ Et

k ñóùåñòâó-
åò a′ ∈ Et

k òàêîå, ÷òî a(t) 6= a′(t), íàáîð (a, a′) íå ïðèíàäëåæèò R è ïðè
τ ≥ 2, t ≥ 2 a(1) = a′(1), . . . , a(t− 1) = a′(t− 1).

Ñåìåéñòâî N(k, τ) (N(k, τ) 6= ∅ äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 1. Áèíàðíîå
îòíîøåíèå R ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó N(k, τ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ íåêîòîðîãî t (1 ≤ t ≤ τ) R ⊂ Et

k(2), ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ íà
Et

k ïîäñòàíîâêà σR, ðàçëàãàþùàÿñÿ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ îäèíàêîâîé
ïðîñòîé äëèíû p ≥ 2, ãðàôèê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ R, ïðè÷åì, åñëè τ ≥ 2,
t ≥ 2 è íàáîð (a1, a2) ïðèíàäëåæèò R, òî a1(1) = a2(1), . . . , a1(t − 1) =
a2(t−1). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî a ∈ Et

k(a, σR(a)) ∈ R è äëÿ âñÿêîãî
íàáîðà (a1, a2) èç R a2 = σR(a1).

Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ïóñòü Σ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê (ïåðå-
ñòàíîâîê), îïðåäåëåííûõ íà Ek. Ïóñòü t ∈ {1, . . . , τ} è Φt � ñîâîêóï-
íîñòü îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà Et

k â Σ òàêàÿ, ÷òî ïðè t = 1 äëÿ ëþáûõ
ϕ ∈ Φt, a ∈ Ek, a

′ ∈ Ek ϕ(a) = ϕ(a′), à ïðè τ ≥ 2, t ≥ 2 äëÿ ëþáûõ ϕ ∈ Φt,
a ∈ Et

k, a′ ∈ Et
k ϕ(a) = ϕ(a′), åñëè a(1) = a′(1), . . . , a(t − 1) = a′(t − 1).

Ïîäñòàíîâêó, êîòîðóþ îòîáðàæåíèå ϕ ∈ Φt ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëå-
ìåíòó a ∈ Et

k îáîçíà÷èì ÷åðåç σϕ(a).
Ñåìåéñòâî I(k, τ) (I(k, τ) 6= ∅ äëÿ ëþáûõ k ≥ 5, τ ≥ 1. Ïóñòü h ≥

5, m ≥ 1, k = hm. Áèíàðíîå îòíîøåíèå R ïðèíàäëåæèò ïîäñåìåéñòâó
Ih(k, τ) ñåìåéñòâà îòíîøåíèé I(k, τ) åñëè äëÿ íåêîòîðûõ t (1 ≤ t ≤ τ),
ϕ ∈ Φt èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: R ⊂ Et

k(2), íàáîð (a1, a2) ïðèíàäëåæèò
R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî i (1 ≤ i ≤ m) i-ûå êîìïîíåíòû
÷èñåë σϕ(a1)(a1(t)), σϕ(a1)(a2(t)) ïðè ðàçëîæåíèè èõ ïî ñòåïåíÿì ÷èñëà h
ðàçëè÷íû, ïðè÷åì ïðè τ ≥ 2, t ≥ 2 a1(1) = a2(1), . . . , a1(t−1) = a2(t−1).
Ñåìåéñòâî îòíîøåíèé I(k, τ) åñòü îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâ Ih(k, τ), âçÿòîå
ïî âñåì h ≥ 5, òàêèì, ÷òî hm = k, m ≥ 1.

Ïóñòü k = pm, ãäå p� ïðîñòîå ÷èñëî, p ≥ 2,m ≥ 1. ÏóñòüG = 〈Ek,⊕〉
� ïðîèçâîëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà. Â êàæäîé òàêîé ãðóïïå
âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò èìååò ïîðÿäîê p. Ïóñòü τ ≥ 1.

Ñåìåéñòâî L(k, τ) (L(k, τ) 6= ∅ äëÿ ëþáîãî τ ≥ 1, åñëè k = pm, ãäå
p � ïðîñòîå ÷èñëî, p ≥ 2, m ≥ 1. Îòíîøåíèå R, àðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà
÷åòûðåì, ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó L(k, τ), åñëè äëÿ íåêîòîðûõ t (1 ≤
t ≤ τ) ϕ ∈ Φt èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: R ⊂ Et

k(4), íàáîð (a1, a2, a3, a4)
ïðèíàäëåæèò R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà σϕ(a1)(a1(t))⊕σϕ(a1)(a2(t)) =
σϕ(a1)(a3(t)) ⊕ σϕ(a1)(a4(t)), ïðè÷åì ïðè τ ≥ 2, t ≥ 2 a1(1) = a2(1) =
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a3(1) = a4(1), . . . , a1(t− 1) = a2(t− 1) = a3(t− 1) = a4(t− 1).
Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâà îòíîøåíèé Z(k, τ), D(k, τ), N(k, τ), I(k, τ) è

L(k, τ) ñîâïàäàþò ñ ñåìåéñòâàìè îòíîøåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ 30,31

îïèñûâàþòñÿ âñå S-ïðåäïîëíûå êëàññû â k-çíà÷íûõ ëîãèêàõ.
Ñåìåéñòâî V (k, τ) (V (k, τ) 6= ∅ äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, τ ≥ 2. Áèíàð-

íîå îòíîøåíèå R ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó V (k, τ), åñëè äëÿ íåêîòîðûõ t
(t ≤ τ), ϕ ∈ Φt èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: R ⊂ Et

k(2), íàáîð (a1, a2) ïðè-
íàäëåæèò R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî a1(t − 1) = a2(t − 1),
a1(t) = a2(t), ëèáî a1(t − 1) 6= a2(t − 1) è ñóùåñòâóåò α ∈ Ek òà-
êîå, ÷òî a1(t) = σϕ(a1)(α), a2(t) = σϕ(a2)(α), ïðè÷åì ïðè τ ≥ 3, t ≥ 3
a1(1) = a2(1), . . . , a1(t− 2) = a2(t− 2).

Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1, W (k, τ) � îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâ Z(k, τ), D(k, τ),
N(k, τ), I(k, τ), L(k, τ) è V (k, τ).

Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàþòñÿ
Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ïðîèçâîëüíîå S-ìíîæåñòâî M ⊂

P τ
k ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M íå ñîõðàíÿåò íè

îäíîãî îòíîøåíèÿ R èç W (k, τ).
Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíûé S-

ïðåäïîëíûé êëàññ â P τ
k . Òîãäà ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå R ∈ W (k, τ) òàêîå,

÷òî N = S(U(R)).
Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Ïóñòü R ∈ W (k, τ). Òîãäà ìíîæå-

ñòâî S(U(R)) îáðàçóåò S-ïðåäïîëíûé êëàññ â P τ
k .

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
à) ÏóñòüR ∈ W (k, τ),R′ ∈ W (k, τ)\N(k, τ),R 6= R′. Òîãäà S(U(R)) 6=

S(U(R′))
á) Ïóñòü R ∈ N(k, τ), R′ ∈ N(k, τ). Òîãäà ðàâåíñòî S(U(R)) =

S(U(R′)) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îäíà èç ïîäñòàíîâîê σR è σR′, ãðàôèêè
êîòîðûõ îáðàçóþò îòíîøåíèÿ R è R′ ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
äðóãîé.

Îïðåäåëåíèå Ïóñòü k ≥ 2, τ ≥ 1, ρ(k, τ) � ÷èñëî S-ïðåäïîëíûõ â
P (k, τ) êëàññîâ.

Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü τ −→∞. Òîãäà

ρ(2, τ) ∼ 3 · 22τ−1

, ρ(3, τ) ∼ 3 · 63τ−1

, ρ(4, τ) ∼ 244τ−1

.

à, åñëè k ≥ 5, òî ρ(k, τ) ∼ (p + 2)(k!)kτ−1.
Ïóñòü N(2, τ), L2(2, τ), L3(3, τ), L4(4, τ), I1(k, τ) � ñåìåéñòâà îòíî-

øåíèé, òàêèõ, ÷òî êëàññ ñîõðàíåíèÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ èç ýòèõ ñåìåéñòâ
ñîäåðæèò âñå îäíîìåñòíûå S-î.-ä ôóíêöèè. Ïóñòü W1(k, τ) � îáúåäèíå-
íèå ýòèõ ñåìåéñòâ.
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Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñèñòåì S-î.-ä.ôóíêöèé M èç P , ÷òî
S(P (1)) ⊂ M è ìíîæåñòâî M \ S(P (1)) êîíå÷íî.

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü k ≥ 2. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî î.ä. ôóíêöèé
M, ïðèíàäëåæàùåå ñîâîêóïíîñòè S-ìíîæåñòâ M , ÿâëÿåòñÿ À-ïîëíûì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî τ ≥ 1 M íå ñîõðàíÿåò íè îäíîãî
îòíîøåíèÿ èç W1(k, τ)

Òåîðåìà 1.10 Ïóñòü k ≥ 2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ
À-ïîëíîòû ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì î.-ä.ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæå-
ñòâó M .

Ïóñòü k = 2. Ïóñòü N � ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì N èç P , ñîñòîÿùåå
èç ïðîèçâîëüíûõ î.-ä.ôóíêöèé, òàêèõ ÷òî S(P (1)) ⊂ N è ìíîæåñòâî
N \ S(P (1)) êîíå÷íî.

Òåîðåìà 1.11. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ À-ïîëíîòû
ñèñòåì î.-ä. ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó N .

Áëàãîäàðíîñòè Àâòîð âûðàæàåò ñâîþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü äîê-
òîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðó Âÿ÷åñëàâó Àëåêñàíäðî-
âè÷ó Áóåâè÷ó çà íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî, ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü â
ðàáîòå. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðèò êîëëåêòèâ êàôåäðû Ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì çà âíèìàíèå è ïîääåðæêó.
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