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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ. Èçó÷åíèå ðàñïðåäåëåíèé ñóìì
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí - îäíà èç òðàäèöèîííûõ çàäà÷
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Åå àêòóàëüíîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ñóììû òàêèõ âåëè÷èí ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷àõ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâåðòêàìè
ðàñïðåäåëåíèé ñëàãàåìûõ, à ñâåðòêè â ÿâíîì âèäå âû÷èñëÿþòñÿ
ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ è äàæå â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàñ÷åòû ïî
ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì ñâÿçàíû ñ ïðåîäîëåíèåì ñóùåñòâåííûõ
òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Ñêàçàííîå îáúÿñíÿåò àêòóàëüíîñòü
ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ ôîðìóë äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñóìì
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì â
ýòîì ðàçäåëå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ
òåîðåìà (ÖÏÒ), êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ
óñëîâèÿõ ñóììà ìíîãèõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò
ïðèáëèæ¼ííî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøàÿ ñõåìà ñóììèðîâàíèÿ, â

êîòîðîé èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, ... íåçàâèñèìû,
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èõ âòîðîé ìîìåíò êîíå÷åí. Ïðè âûïîëíåíèè
ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíû íóëþ,
à èõ äèñïåðñèè - åäèíèöå. Äëÿ ýòîé ñõåìû ñóììèðîâàíèÿ ÖÏÒ
óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè n→∞

Fn(x) = P

(
X1 + ...+Xn√

n
< x

)
→ Φ(x) , −∞ < x <∞,

ïðè÷åì ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà ïî âñåì äåéñòâèòåëüíûì x, òî åñòü
ïðè áîëüøèõ n ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x) ìîæíî çàìåíÿòü íà
Φ(x). Çäåñü è äàëåå

Φ(x) =

x∫
−∞

ϕ(u)du , −∞ < x < ∞ , - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, ϕ(u) = 1√
2π
e−

u2

2 - åå ïëîòíîñòü.
Çàìåíà ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x) íà Φ(x) îáîñíîâàíà ëèøü â

òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíà îöåíêà ðàçíîñòè Fn(x) è Φ(x), ïîýòîìó
îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ â òåîðèè ñóììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè â ÖÏÒ
èëè, êàê èíîãäà ãîâîðÿò, î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ÖÏÒ.
Ñîäåðæàòåëüíûå îöåíêè áëèçîñòè Fn(x) è Φ(x) ìîæíî ïîëó÷àòü

ëèøü äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, ..., ó êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
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ìîìåíò ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî, è ñàìûì èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì î
òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè â ÖÏÒ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Áåððè-Ýññååíà,
êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî

ρ (Fn,Φ) = sup
−∞<x<∞

|Fn(x)− Φ(x)| 6 c β3√
n
,

ãäå β3 = E |X1|3 =

∞∫
−∞

|x|3 dF (x) - òðåòèé àáñîëþòíûé ìîìåíò èñõîäíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, ... , à - c > 0 ïîñòîÿííàÿ.
Èñòîðèÿ óëó÷øåíèÿ âåðõíèõ îöåíîê ïîñòîÿííîé c íàñ÷èòûâàåò íå

îäíî äåñÿòèëåòèå. Ñðåäè ïîñëåäíèõ ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå îòìåòèì
ðàáîòû Â.Þ. Êîðîëåâà, È.Ã. Øåâöîâîé1 è È.Ñ. Òþðèíà2. Íèæíÿÿ
îöåíêà c > 3+

√
10

6
√

2π
= 0, 4097... áûëà ïîëó÷åíà Ê.-Ã. Ýññååíîì3 â 1956

ã. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì β3 > 1 (äëÿ ðàñïðåäåëåíèé
ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé) ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷íîñòü
îöåíêè Áåððè-Ýññååíà íåâåëèêà: äëÿ òîãî, ÷òîáû ρ (Fn,Φ) 6 10−3

íåîáõîäèìî n > 160 000, äëÿ n ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòåí îöåíêà
Áåððè-Ýññååíà ìàëî ñîäåðæàòåëüíà.
Ìàëàÿ òî÷íîñòü îöåíêè Áåððè-Ýññååíà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî îíà

ñïðàâåäëèâà äëÿ î÷åíü øèðîêîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé èñõîäíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí; â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ÖÏÒ
îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî âûøå, ÷åì â òåîðåìå Áåððè-Ýññååíà. Òàê, èç
îäíîé òåîðåìû È.À. Èáðàãèìîâà4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ó ðàñïðåäåëåíèÿ

F êîíå÷åí ìîìåíò βm+2 = E |X1|m+2 =

∞∫
−∞

|x|m+2 dF (x), ãäå m -

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è ìîìåíòû αj = EXj
1 =

∞∫
−∞

xjdF (x) ñîâïàäàþò

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîìåíòàìè íîðìàëüíîãî çàêîíà Φ(x) äëÿ

1Êîðîëåâ Â.Þ., Øåâöîâà È.Ã. Óòî÷íåíèå íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà ñ ïðèëîæåíèÿìè ê
ïóàññîíîâñêèì è ñìåøàííûì ïóàññîíîâñêèì ñëó÷àéíûì ñóììàì. // Îáîçðåíèå ïðèêë. è
ïðîìûøë. ìàòåì., 2010, ò. 17, â. 1, ñ. 25�56.
2Òþðèí È.Ñ. Î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â òåîðåìå Ëÿïóíîâà. // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå
ïðèìåíåíèÿ, 2010, ò. 55, â. 2, ñ. 250-270.
3Essen C.-G. A moment inequality with an application to the central limit theorem. // Skand. Aktu-
arrietidskr., 1956, vol. 39, p. 160�170.
4Èáðàãèìîâ È.À. Îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ×åáûøåâà-Êðàìåðà. // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è
åå ïðèìåí., 1967, ò. 12, âûïóñê 3, ñ. 596-619.
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j = 1, 2, ...,m+ 1, òî ïðè íåêîòîðîé ãëàäêîñòè F (x)

ρ (Fn,Φ) = O

(
1

nm/2

)
, n→∞, (1)

è èçâåñòíû5 ÿâíûå îöåíêè ýòîé âåëè÷èíû O
( 1
nm/2

)
.

Òàêèõ îöåíîê óæå ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ m õâàòèëî áû äëÿ
áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, îäíàêî ïðèìåíåíèþ ýòèõ îöåíîê
ïðåïÿòñòâóåò óïîìÿíóòîå óñëîâèå íà ñîâïàäåíèå ìîìåíòîâ αj, j =
1, 2, ...,m + 1, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîìåíòàìè íîðìàëüíîãî çàêîíà,
à ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (1). Îäíàêî,
ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå ìîæíî îáîéòè, åñëè àïïðîêñèìèðîâàòü Fn(x)
ñóììàìè ôóíêöèè Φ(x) è ñëàãàåìûõ, êîòîðûå óáûâàþò ïðè ðîñòå n
êàê 1√

n
è áûñòðåå, è ñâÿçàííûõ ñ ìîìåíòàìè αj, j > 3, ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Òàêèå ñóììû íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè
ðàçëîæåíèÿìè Fn(x).
Èññëåäîâàíèÿìè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â ÖÏÒ çàíèìàëèñü

Â.Þ. Áåíòêóñ, À. Áèêÿëèñ, É.Ï. Ãðàì, Á.Â. Ãíåäåíêî, È.À.
Èáðàãèìîâ, Ã. Êðàìåð, À.À. Ìàðêîâ, Ë.Â. Îñèïîâ, Â.Â. Ïåòðîâ,
Þ.Â. Ïðîõîðîâ, Ë.Â. Ðîçîâñêèé, Ë. Ñàóëèñ, Â.À. Ñòàòóëÿâè÷óñ,
Ï. Ñóðâèëà, Â.Â. Óëüÿíîâ, Ï.Ë. ×åáûøåâ, Ê. Øàðëüå, Ô.
Ýäæâîðò, Ê.-Ã. Ýññååí. Îíè ïîëó÷èëè âàæíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå,
îäíàêî, îáëàäàëè ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì: îöåíêè òî÷íîñòè
àïïðîêñèìàöèè, êîòîðóþ ãàðàíòèðóþò àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ,
áûëî íåâîçìîæíî äîâîäèòü äî ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé.
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ñ ÿâíûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè ïîÿâèëèñü â êîíöå

20-ãî âåêà â ðàáîòàõ R. Shimizy6 è V. Dobric, B.K. Ghosh7, â êîòîðûõ
ê íîðìàëüíîìó çàêîíó Φ (x) äîáàâëÿëîñü òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå.
Òî÷íîñòü òàêîé àïïðîêñèìàöèè (ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèÿõ) åñòü O

( 1
n

)
, n → ∞, ïðè÷åì äëÿ âåëè÷èí O

( 1
n

)
áûëè

óêàçàíû ÿâíûå îöåíêè.
Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè ñ ÿâíûìè

îöåíêàìè áûëè ïîëó÷åíû â ñàìîì êîíöå 20-ãî âåêà è èõ ïîñòðîåíèå
áûëî ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîïðîâîæäàþùèõ çàðÿäîâ.
Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîÿëà â ñëåäóþùåì. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Fn(x) íîðìèðîâàííûõ ñóìì, ââåäåííûå âûøå, ñóòü ìíîãîêðàòíûå

5Ñåíàòîâ Â.Â. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà: Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè è àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ. Ì.: Êíèæíûé äîì Ëèáðîêîì, 2009, ñ. 90.
6Shimizu R. On the remainder term for the central limit theorem. // Ann. Inst. Stat. Math., 1974,
V.26, p. 195-201.
7Dobric V., Ghosh B.K. Some analogs of Berry-Esseen bound for �rst order Chebychev-Edgeworth
expansions. // Stat. Decis., 1996, V.14, �4, p. 383-404.
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íîðìèðîâàííûå ñâåðòêè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, òî åñòü Fn(x) = F ∗n(x

√
n), ãäå ∗n îçíà÷àåò ñâåðòêó n

îäèíàêîâûõ ðàñïðåäåëåíèé. Åñëè äëÿ äàííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x) ïîäîáðàòü çàðÿä (çíàêîïåðåìåííóþ ìåðó) ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) òàêîé, ÷òî ìíîãîêðàòíûå íîðìèðîâàííûå
ñâåðòêè Gn(x) = G∗n(x

√
n) âû÷èñëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî è òàêîé,

÷òî ôóíêöèè Fn(x) è Gn(x) ïðè ðîñòå n ñáëèæàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì
áûñòðåå, ÷åì îíè ñáëèæàþòñÿ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî
çàêîíà Φ(x), òî â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè äëÿ Fn(x) ìîæíî âçÿòü
ôóíêöèèGn(x) èëè àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïîñëåäíèõ. Ôóíêöèè
Gn(x) åñòåñòâåííî íàçâàòü ñîïðîâîæäàþùèìè äëÿ Fn(x). Äëÿ
íåêîòîðûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñîïðîâîæäàþùèå çàðÿäû
äëÿ Fn(x) ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû Gn(x) áûëè ôóíêöèÿìè
ðàñïðåäåëåíèÿ, îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå ïðèõîäèòüñÿ èñïîëüçîâàòü
çàðÿäû.
Âûáèðàòü çàðÿäû ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè ìîæíî

ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê íèì, êàê ïîäñêàçûâàåò
óïîìèíàâøàÿñÿ âûøå òåîðåìà Èáðàãèìîâà, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îíè
èìåëè äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ, è ïåðâûå íåñêîëüêî
ìîìåíòîâ ñîâïàäàëè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîìåíòàìè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
Â.Â. Ñåíàòîâ8 äëÿ ðàñïðåäåëåíèé F (x) ñ êîíå÷íûì àáñîëþòíûì

ìîìåíòîì ïîðÿäêà m + 2, ãäå m > 2 - öåëîå ÷èñëî, ñòðîèë
ñîïðîâîæäàþùèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Gn(x), èñïîëüçóÿ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ G ñ ïëîòíîñòÿìè

q(x) = ϕ(x) +
m+1∑
s=3

θs
s!
Hs(x)ϕ(x) , (2)

ãäå Hs(x) = (−1)sϕ(s) (x) /ϕ (x) , s = 0, 1, 2, .. , - ìíîãî÷ëåíû

×åáûøåâà-Ýðìèòà, à ÷èñëà θs = θs(F ) =

∞∫
−∞

Hs(x)dF (x) , s =

3, ...,m + 1, - ìîìåíòû ×åáûøåâà-Ýðìèòà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x). Ìîìåíòû θs (F ) ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

θs(F )

s!
=

[s/2]∑
j=0

(−1)j

j!2j
αs−2j(F )

(s− 2j)!
,

8Ñåíàòîâ Â.Â. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà: Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè è àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ. Ì.: Êíèæíûé äîì Ëèáðîêîì, 2009, ñ. 128.
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ãäå αs−2j(F ) =

∫ ∞
−∞
xs−2jdF (x) - îáû÷íûå ìîìåíòû ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ F .
Äëÿ ìîìåíòîâ ×åáûøåâà-Ýðìèòà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

isθs(F ) =
(
et

2/2f(t)
)(s)
∣∣∣∣
t=0

, s = 0, 1, 2, ...m+ 2 ,

ãäå f - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F , i -
ìíèìàÿ åäèíèöà, àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâàì

isαs(F ) = (f(t))(s)
∣∣∣
t=0

, s = 0, 1, 2, ...m+ 2 ,

äëÿ ìîìåíòîâ è

isκs(F ) = (ln f(t))(s)
∣∣∣
t=0

, s = 0, 1, 2, ...m+ 2 ,

äëÿ ñåìèèíâàðèàíòîâ.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çàðÿäà c ïëîòíîñòüþ (2) åñòü

g(t) = e−
t
2

2

(
1 +

m+1∑
s=3

θs
s!

(it)s

)
, (3)

òî åñòü ýòà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åñòü ïðîèçâåäåíèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè e−t

2/2 ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî
çàêîíà è îòðåçêà ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè et

2/2f(t) â îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Ñ ïîìîùüþ òàêèõ çàðÿäîâ áûëè ïîëó÷åíû (ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ

îãðàíè÷åíèÿõ) àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x) è àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ â ëîêàëüíûõ
ôîðìàõ ÖÏÒ. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè, êîòîðóþ ãàðàíòèðóþò ýòè
ðàçëîæåíèÿ, ñîñòàâëÿåò O

( 1
nm/2

)
, n → ∞, äëÿ âåëè÷èí O

( 1
nm/2

)
áûëè

óêàçàíû ÿâíûå îöåíêè, â êîòîðûõ ó÷àñòâîâàëà âåëè÷èíà àáñîëþòíîãî
ìîìåíòà F ïîðÿäêà m + 2. Ïðè ýòîì íàëàãàëèñü îãðàíè÷åíèÿ,
ñîñòîÿùèå â òîì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ |θs|, s = 3, ...,m + 1, íåâåëèêè,
à îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷àñòåé ðàçëîæåíèé áûëè î÷åíü ãðîìîçäêèìè.
Óïîìÿíóòûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ ìîæíî îñëàáèòü,
íî äëÿ ýòîãî ñóììû X1 + ... + Xn ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íåîáõîäèìî
ðàçáèâàòü íà áëîêè, ñîäåðæàùèå ïî íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ.
À.Å. Êîíäðàòåíêî9 èñïîëüçîâàë çàðÿäû, îïðåäåëÿþùèåñÿ ñ

ïîìîùüþ ñåìèèíâàðèàíòîâ, à èìåííî, çàðÿäû ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè

9Êîíäðàòåíêî À.Å. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ñâ¼ðòîê ðàñïðåäåëåíèé àñèìïòîòè÷åñêèìè
ðàçëîæåíèÿìè. Êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ. Ì.: ÌÃÓ, 2001.
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g(t) = e

− t
2

2+

m+1∑
s=3

κs
s! (it)s

,

òî åñòü ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ñóòü e â
ñòåïåíè, ñîâïàäàþùåé ñ ðàçëîæåíèåì ln f(t) â îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà
â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ çàðÿäîâ áûëè ïîëó÷åíû
ðàçëîæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî óïîìèíàëèñü âûøå è ñ áîëåå
ïðîñòûìè îöåíêàìè îñòàòî÷íûõ ÷àñòåé, íî êëàññ ðàñïðåäåëåíèé F , äëÿ
êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêèå çàðÿäû, áûë äîñòàòî÷íî óçêèì.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 3 òðåáîâàëîñü, ÷òîáû âåëè÷èíà κ4 = α4 − 3
áûëà ìåíüøå íóëÿ, òî åñòü α4 < 3, ÷òî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñèëüíûì
îãðàíè÷åíèåì.
Çäåñü íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåìèèíâàðèàíòîâ â ñåðåäèíå 1960-õ çàíèìàëñÿ Â.Â.
Ïåòðîâ10. Ñîïðîâîæäàþùèå çàðÿäû îí íå èñïîëüçîâàë, îãðàíè÷åíèÿ
íà çíà÷åíèÿ ñåìèèíâàðèàíòîâ ó íåãî îòñóòñòâîâàëè, íî ïðè ýòîì
îöåíêè òî÷íîñòè ðàçëîæåíèé ñîäåðæàëè âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ
óòâåðæäàëîñü ëèøü èõ ñóùåñòâîâàíèå.
Êîìáèíèðóÿ èäåè ïîñòðîåíèÿ ïðèâåä¼ííûõ âûøå çàðÿäîâ, Â.Â.

Ñåíàòîâ ðàññìîòðåë çàðÿäû ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

g(t) = e−
t
2

2

e
θ3
3! (it)

3

, g(t) = e−
t
2

2+ θ3
3! (it)

3 (
1 + θ4

4! (it)
4
)
,

g(t) = e−
t
2

2+ θ3
3! (it)

3+ θ5
5! (it)

5

(
1 +

θ4

4!
(it)4

)
. (4)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ çàðÿäîâ áûëè ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå F èìååò êîíå÷íûé ìîìåíò
βm+2, äëÿ m = 2, 3, 4 è 5, ýòè ðàçëîæåíèÿ ãàðàíòèðîâàëè òî÷íîñòü
O
( 1
nm/2

)
, îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷àñòåé ðàçëîæåíèé áûëè îòíîñèòåëüíî

ïðîñòû, à åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå äëÿ m > 4 íà ìîìåíòû ñîñòîÿëî
â òîì, ÷òî θ4 = α4−3 < 6 (è ýòî îãðàíè÷åíèå ìîæíî îñëàáèòü, ðàçáèâàÿ
ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà áëîêè èç íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ).

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùèõ
çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îïòèìèçàöèåé àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â
ÖÏÒ:
1. Ñíÿòü îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ â àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðàçëîæåíèÿõ, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû ÿâíûå îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷àñòåé.
2. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ñ ÿâíûìè îöåíêàìè

îñòàòî÷íûõ ÷àñòåé, òî÷íîñòü êîòîðûõ âûøå O
( 1
n5/2

)
, n→∞.

10Ïåòðîâ Â.Â. Î ëîêàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
// Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 1964, ò. 9, â. 2, ñ. 343-352.
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3. Èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-
æåíèé â ÖÏÒ, êîòîðûå äàþò ñêîëü óãîäíî âûñîêóþ òî÷íîñòü
àïïðîêñèìàöèè, åñëè èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò äîñòàòî÷íîå
êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè
è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
1. Ïðåäëîæåí íîâûé âèä ñîïðîâîæäàþùèõ çàðÿäîâ, êîòîðûå

ïîçâîëÿþò ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ â ÖÏÒ áåç
îãðàíè÷åíèé íà ìîìåíòû èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñ ïîìîùüþ
ýòèõ çàðÿäîâ ïîëó÷åíû íîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ â ÖÏÒ,
ãàðàíòèðóþùèå òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè O

( 1
n3

)
, n → ∞, ñ ÿâíîé

îöåíêîé îñòàòêà.
2. Ïîëó÷åíû íîâûå ôîðìû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â ÖÏÒ,

êîòîðûå äàþò ñêîëü óãîäíî âûñîêóþ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè, åñëè
èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ. Ýòè
ôîðìû ðàçëîæåíèé äàþò íàèëó÷øèå èç îöåíîê îñòàòî÷íûõ ÷àñòåé,
èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ.
3. Ïîëó÷åíà íîâàÿ ôîðìóëà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ó÷àñòâóþùèõ â

àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ Ýäæâîðòà-Êðàìåðà. Ïîëó÷åíî íîâîå
ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìîìåíòîâ ×åáûøåâà-Ýðìèòà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ìåòîä ñîïðîâîæäàþùèõ çàðÿäîâ, à òàêæå
äðóãèå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ñìåæíûõ
îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
íà Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð.
ÐÀÍ, ïðîô. À. Í. Øèðÿåâà (ìåõ-ìàò ÌÃÓ, 2010 ã.), íà ñåìèíàðå
�Ïðèêëàäíûå çàäà÷è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
è òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Þ.Ñ.
Õîõëîâà, ïðîô. Â.Â. Ðûêîâà, ïðîô. À.Â. Ïå÷èíêèíà (ÐÓÄÍ, 2010 ã.),
íà ñåìèíàðå �Òåîðèÿ ðèñêà è ñìåæíûå âîïðîñû� íà ôàêóëüòåòå ÂÌÊ
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Â.Þ. Êîðîë¼âà
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(ÂÌÊ ÌÃÓ, 2010 ã.), íà �VIII Ìåæäóíàðîäíûõ Êîëìîãîðîâñêèõ
÷òåíèÿõ� (ßðîñëàâëü, 2010 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî äâå ðàáîòû â
æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå
àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû è ïóíêòû, çàêëþ÷åíèÿ
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 96 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 138 ñòðàíèö.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è èçâåñòíûå
ðåçóëüòàòû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé. Çäåñü æå ðàññìàòðèâàþòñÿ èçâåñòíûå àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ âèäà Ãðàìà-Øàðëüå è Ýäæâîðòà-Êðàìåðà.
Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ èñïîëüçîâàíèÿ çàðÿäîâ

ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Çäåñü æå ââîäÿòñÿ
çàðÿäû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè òðåõ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé, î êîòîðûõ ïîéä¼ò ðå÷ü íèæå. Ýòî - çàðÿäû ñ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè âèäà

g(t) = e

− t
2

2+

[m/2]∑
k=1

θ2k+1(it)2k+1

, m = 4, 5, 6 ,

ãäå θ2k+1 = 1
(2k+1)!

∫ ∞
−∞
H2k+1(x)dF (x) - íîðìèðîâàííûå ìîìåíòû

×åáûøåâà-Ýðìèòà èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Ìû ñîõðàíÿåì äëÿ ýòèõ ÷èñåë òî æå ñàìîå
îáîçíà÷åíèå, ÷òî è äëÿ ìîìåíòîâ ×åáûøåâà-Ýðìèòà; ýòî íå ïðèâåäåò
ê íåäîðàçóìåíèÿì, ïîñêîëüêó äàëåå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îíè. Äëÿ
ýòèõ çàðÿäîâ è äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ìîìåíòû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ 2k + 1, k = 1, ..., [m/2],
ñîâïàäàþò.
Âî âòîðîì ïóíêòå ãëàâû 1 ââîäÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îñíîâíîå îãðàíè÷åíèå,
êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé
äëÿ ïëîòíîñòåé pn(x) ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ñóìì
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ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Fn(x) ñ îáùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Óñëîâèå 1. Ïóñòü ó èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì

ñðåäíèì, åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àáñîëþòíûé ìîìåíò ïîðÿäêà m + 2, ãäå m
- öåëîå ÷èñëî, m > 2, è ñóùåñòâóåò ÷èñëî ν > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè f(t) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∫ ∞
−∞
|f (t)|ν dt <∞.

Óñëîâèå, ñâÿçàííîå ñî ñõîäèìîñòüþ óêàçàííîãî èíòåãðàëà,
ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòè pn(x) = F ′n(x)
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé ñóììû èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ïðè âñåõ n > ν è ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå ñòðîãîãî
íåðàâåíñòâà α (T ) = max {|f (t)| : t > T} < 1 äëÿ ëþáîãî T > 0.
Ïðè ïîñòðîåíèè âñåõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, ïîëó÷åííûõ â

äèññåðòàöèè, èñïîëüçóåòñÿ ïàðà (µ, T ), ãäå íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷åòíàÿ

ôóíêöèÿ µ (t), e−
t2

2 6 µ (t) 6 1 è ÷èñëî T > 0 òàêîâû, ÷òî |f (t)| 6 µ (t)
ïðè |t| 6 T . Ñ ïîìîùüþ ïàðû (µ, T ) îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëà

Bk,n−l =
1

2π

T
√
n∫

−T
√
n

|t|k µn−l
(

t√
n

)
dt , l, k, n ∈ {0, 1, 2, ...} , n > l.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé F ñ êîíå÷íûì òðåòüèì ìîìåíòîì ìîæíî

ïîëîæèòü µ (t) = e−
t2

3 , T = 1
β3
. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ êîíå÷íûì

÷åòâåðòûì ìîìåíòîì ïàðó (µ, T ) ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òî Bk,n−l →
Bk ïðè n → ∞, l, k ∈ {0, 1, 2, ...}, ãäå Bk - k-é àáñîëþòíûé ìîìåíò
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, äåë¼ííûé íà

√
2π.

Âî âòîðîì ïóíêòå ãëàâû 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå íåêîòîðûå
àëãåáðàè÷åñêèå ôîðìóëû è ïðåîáðàçîâàíèÿ, íåîáõîäèìûå â
äàëüíåéøåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.
Äîêàçûâàþòñÿ äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.
Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïóíêòàõ ïåðâîé ãëàâû ñôîðìóëèðîâàíû è

äîêàçàíû òåîðåìû 1-3.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 1 ïðè m = 4. Òîãäà äëÿ

ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è n > max (ν, 6)

pn(x) = ϕ(x) + θ3
n1/2H3(x)ϕ(x) + θ4

nH4(x)ϕ(x) + θ23
2nH6(x)ϕ(x)+

+ θ5
n3/2H5(x)ϕ(x) + n−1

n
θ3θ4
n3/2H7(x)ϕ(x) + θ33

3!n3/2H9(x)ϕ(x) +Rpn(x) ,
ãäå
|Rpn(x)| ≤ ‖θ6‖B6,n−1

n2 + θ23
2
B6,n

n2 + |θ3θ5|B8

n2 +
|θ4|‖θ4‖B8,n−1

2n2 + θ23|θ4|
2

B10

n2 +
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+θ43
4!
B12

n2 +
‖θ(5)7 ‖B7,n−1

n5/2 + |θ4θ5|B9

2n5/2 +
|θ4|‖θ(3)5 ‖B9,n−1

2n5/2 +

+
|θ3θ5|B8,n

n3 +
θ23|θ4|B10,n

4n3 + θ25
2
B10

n3 + θ25
2
B10,n−1

n4 + L0(T
√
n)+

+ |θ4|n L4 (T
√
n) + |θ3θ4|

n3/2 L7 (T
√
n) +

√
n
π α

n−ν (T )

∞∫
T

|f (t)|ν dt .

Çäåñü è äàëåå âåëè÷èíû ‖θk+2‖ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

‖θk+2‖ =

k
2+1∑
j=0

αk+2−2j

(k+2−2j)!
1

2jj! äëÿ ÷¼òíûõ k, à äëÿ íå÷¼òíûõ k - ýòîé æå

ôîðìóëîé, â êîòîðîé âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà
k−1
2 +1, âåëè÷èíû αk+2−2j çàìåíÿþòñÿ íà èõ àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ äëÿ
j > 1, à äëÿ j = 0 âìåñòî αk+2 èñïîëüçóåòñÿ àáñîëþòíûé ìîìåíò

ïîðÿäêà k + 2. Âåëè÷èíû
∥∥∥θ(k)

k+2

∥∥∥ îïðåäåëÿþòñÿ ýòîé æå ôîðìóëîé, â

êîòîðîé ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ ìîìåíòàìè ïîðÿäêîâ k + 1 è k + 2
îïóñêàþòñÿ. Âåëè÷èíû Lk(u) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Lk(u) =
1

π

∞∫
u

tke−t
2/2dt, k = 0, 1, ... . (5)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå ÷åòûðå ñëàãàåìûõ â îöåíêå âåëè÷èíû
|Rpn(x)| ïðè ðîñòå n óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî.
Â òåîðåìå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëîæåíèÿ pn (x) ïðè m = 5. Â

ãëàâíîé ÷àñòè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ó÷àñòâóþò ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà-
Ýðìèòà âïëîòü äî äâåíàäöàòîãî ïîðÿäêà, à îñòàòî÷íàÿ ÷àñòü
ðàçëîæåíèÿ åñòü O

( 1
n5/2

)
, n → ∞, è óêàçàíà ÿâíàÿ îöåíêà ýòîé

âåëè÷èíû O
( 1
n5/2

)
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 1 ïðè m = 6. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è n > max (ν, 8)
pn(x) = ϕ(x) + θ3

n1/2H3(x)ϕ(x) + θ4
nH4(x)ϕ(x)+

+
[
θ6
n2 + n−1

n
θ23
2n

]
H6(x)ϕ(x)+

+ θ5
n3/2H5(x)ϕ(x) +

[
θ7
n5/2 + n−1

n
θ3θ4
n3/2

]
H7(x)ϕ(x)+

+
[
θ33
3! +

(
θ3θ6 + θ4θ5 − θ33

2

)
n−1
n2

]
1

n3/2H9(x)ϕ(x)+

+
[
θ3θ5 + n−1

n
θ24
2

]
1
n2H8(x)ϕ(x) +

(
n−1
n

)2 θ23θ4
2n2 H10(x)ϕ(x)+

+ θ43
4!n2H12(x)ϕ(x) +

[
θ23
2 θ5 + θ3

θ24
2

]
1

n5/2H11(x)ϕ(x)+

+
(
n−1
n

)3 θ33θ4
3!n5/2H13(x)ϕ(x) + θ53

5!n5/2H15(x)ϕ(x) +Rpn(x) ,
ãäå
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|Rpn(x)| ≤ ‖θ8‖B8,n−1

n3 +
|θ3θ5|B8,n

n3 +
(
|θ3θ7|+ θ25

2

)
B10

n3 + θ63
6!
B18

n3 +

+ |θ4|2

(
‖θ6‖+ θ23

2 +
∣∣∣θ6 − θ23

2

∣∣∣) B10,n−2

n3 +
‖θ4‖θ24B12,n−4

6n3 + |θ3θ4θ5| B12

n3 +

+θ23θ
2
4B14

4n3 +
|θ33θ5|B14

3!n3 +
|θ43θ4|

4!
B16

n3 +
|θ33|
3!

B9,n

n7/2 +
‖θ(7)9 ‖B9,n−1

n7/2 + |θ4θ7|B11

2n7/2 +

+
∣∣∣θ6 − θ23

2

∣∣∣ |θ5| B11

n7/2 + |θ4|
2
‖θ(5)7 ‖B11,n−2

n7/2 +
θ24|θ5|B13,n−2

3!n7/2 +
‖θ(3)5 ‖θ24B13,n−4

3!n7/2 +

+θ25
2
B10,n−1

n4 + |θ5θ7| B12

n4 + 1
2

∣∣∣θ6 − θ23
2

∣∣∣ (‖θ6‖+ θ23
2 + |θ3θ4θ5|

2

)
B12,n−2

n4 +

+
θ23θ

2
4B14,n−3

12n4 + |θ4|θ25B14

2n4 +
∣∣∣θ6 − θ23

2

∣∣∣ |θ7| B13

2n9/2 +
∣∣∣θ6 − θ23

2

∣∣∣ |θ5| θ
2
3

2
B17

n9/2 +

+θ24|θ7|B15

3!n9/2 + 1
2

∣∣∣θ6 − θ23
2

∣∣∣ ‖θ(5)7 ‖B13,n−2

n9/2 + θ27
2
B14

n5 + |θ4|
2
θ25
2
B14,n−2

n5 +

+1
2

∣∣∣θ6 − θ23
2

∣∣∣ ( |θ3θ5|B14,n

n5 + θ25
2
B16,n−2

n6

)
+ L0(T

√
n) + |θ4|L4(T

√
n)

n +

+
∣∣∣θ6 − θ23

2

∣∣∣ (L6(T
√
n)

n2 + |θ3| L9(T
√
n)

n5/2

)
+ |θ3θ4|L7(T

√
n)

n3/2 + θ24L8(T
√
n)

2n2 +

+ |θ4θ5|L9(T
√
n)

n5/2 +
|θ23θ4|L10(T

√
n)

2n2 + |θ3|θ24L11(T
√
n)

2n5/2 +
|θ33θ4|L13(T

√
n)

3!n5/2 +

+
√
n
π α

n−ν (T )

∞∫
T

|f (t)|ν dt .

Îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷àñòåé àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé,
ïðåäñòàâëåííûå â ýòèõ òåîðåìàõ, äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè, îäíàêî,
ýòî íå ìåøàåò èõ ïðèìåíåíèþ, ïîñêîëüêó âñå âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî
ïðîñòû, à ñóììà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ, íàïðèìåð, â
îöåíêå òåîðåìû 3, îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé. Ýòî
èëëþñòðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ �ìîäåëüíîãî� ðàñïðåäåëåíèÿ, ó êîòîðîãî
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F èìååò ïëîòíîñòü p(x), ðàâíóþ e−x−1 ïðè

x > −1 è 0 ïðè x < −1; äëÿ íåãî ìîæíî âçÿòü µ (t) =
(
1 + t2

)−1/2
,

à â êà÷åñòâå T - ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà
îñòàòî÷íîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ (â êîòîðîé âåëè÷èíû Bk,n−l çàìåíÿþòñÿ
èõ àñèìïòîòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè Bk è ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó
ïðè T →∞) òåîðåìû 3 íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

482,5
n3 + 172

n7/2 + 718
n4 + 7065

n9/2 + 1814
n5 + 1348

n6 ,

êîòîðàÿ óæå ïðè n > 78 íå áîëåå 10−3.
Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷àñòåé ðàçëîæåíèé äëÿ

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â ãëàâå 3, çàâåäîìî
ëó÷øå îöåíîê ðàññìàòðèâàåìûõ â òåîðåìàõ 1-4. Â òî æå âðåìÿ äëÿ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
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èìåþùèõ óêàçàííîå âûøå �ìîäåëüíîå� ðàñïðåäåëåíèå, òåîðåìà Áåððè-
Ýññååíà ãàðàíòèðóåò òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè íîðìàëüíûì çàêîíîì
ïîðÿäêà 10−3 äëÿ n > 987 755.
Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû íàçûâàåòñÿ �Î íîâûõ

ôîðìàõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â ÖÏÒ�.
Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

ïëîòíîñòåé pn (x) ðàñïðåäåëåíèé íîðìèðîâàííûõ ñóìì íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óñëîâèå 1 âûïîëíåíî äëÿ
íàòóðàëüíîãî m > 2, ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó íà âåëè÷èíó m íå
íàëàãàþòñÿ. Ýòè ðàçëîæåíèÿ äàþò ñêîëü óãîäíî òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ïëîòíîñòåé pn (x), åñëè ó èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñóùåñòâóåò
äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ.
Õîðîøî èçâåñòíû äâà òèïà òàêèõ ðàçëîæåíèé, ýòî ðàçëîæåíèÿ

Ãðàìà-Øàðëüå è ðàçëîæåíèÿ Ýäæâîðòà-Êðàìåðà. Â âòîðîì ïóíêòå
âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ðàçëîæåíèÿìè.
Òàê íàçûâàåìûå êîðîòêèå ðàçëîæåíèÿ Ãðàìà-Øàðëüå äëÿ

ïëîòíîñòåé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

pn(x) = ϕ(x) +
m+1∑
l=3

θl(Fn)Hl(x)ϕ(x)+

+
3m−3∑

l=m+2, l 6=3m−4

θ
(m+1)
l (Fn)Hl(x)ϕ(x) +R , (6)

è äëÿ âåëè÷èíû R = O
( 1
nm/2

)
, n → ∞, ìîæíî óêàçàòü ÿâíóþ îöåíêó.

Äëÿ âåëè÷èí θl(Fn) è θ
(m+1)
l (Fn), l > 3, èçâåñòíû ôîðìóëû, äàþùèå èõ

âûðàæåíèÿ ÷åðåç n è ÷èñëà θj(F ), 3 6 j 6 m+ 1.
Ðàçëîæåíèÿ Ýäæâîðòà-Êðàìåðà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1 ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

pn(x) = ϕ(x) +
m−1∑
j=1

Kj(x)

nj/2
ϕ(x) +R, (7)

ãäå R = O
( 1
nm/2

)
, n → ∞, à Kj(x) -ìíîãî÷ëåíû, ÿâëÿþùèåñÿ

ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà-Ýðìèòà ñ
êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ
èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è íå çàâèñÿùèìè îò n. Ðàçëîæåíèå
(7) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàçëîæåíèÿ (6). Äëÿ ýòîãî íóæíî çàìåòèòü,
÷òî âåëè÷èíû θl(Fn)Hl(x)ϕ(x) è θ

(m+1)
l (Fn)Hl(x)ϕ(x) ïðè l > 6

ñóòü ñóììû ñëàãàåìûõ, êîòîðûå ïðè ðîñòå n ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè, èõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóìì âåëè÷èí
C(F )
nj/2

Hl(x)ϕ(x), ãäå j
2 > l

2 −
[
l
3

]
, à ÷èñëà C(F ) íå çàâèñÿò îò
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n, çàòåì ñãðóïïèðîâàòü óêàçàííûå ñëàãàåìûå ñ îäíèì è òåì æå
çíà÷åíèåì j, j = 1, ...,m − 1, à ñëàãàåìûå C(F )

nj/2
Hl(x)ϕ(x) ñ j > m

ïåðåíåñòè èç ãëàâíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ â îñòàòî÷íóþ ÷àñòü R èç (7).
Ðàçëîæåíèå (7) ìîæíî ïîëó÷àòü íå îáðàùàÿñü ê ðàçëîæåíèþ (6). Òàê,
â ÷àñòíîñòè, óïîìèíàâøèåñÿ ðåçóëüòàòû Â.Â. Ïåòðîâà áûëè ïîëó÷åíû
áåç îáðàùåíèÿ ê ðàçëîæåíèÿì Ãðàìà-Øàðëüå.
Âçãëÿíóâ íà ãëàâíóþ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ òåîðåìû 3, ëåãêî çàìåòèòü,

÷òî ñðåäè âåëè÷èí C(F ), ââåä¼ííûõ âûøå, ïðèñóòñòâóþò (ñ
íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè) ñîáñòâåííî âåëè÷èíû θj = θj(F ),
j > 3, ïðîèçâåäåíèÿ ïàð θj, â òîì ÷èñëå êâàäðàòû, ïðîèçâåäåíèÿ
òðîåê ýòèõ âåëè÷èí, â òîì ÷èñëå êóáû, è ò. ä. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü
ñãðóïïèðîâàòü ñëàãàåìûå C(F )

nj/2
Hl(x)ϕ(x) â ãëàâíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ

ïî êîëè÷åñòâó ñîìíîæèòåëåé (ìîìåíòîâ ×åáûøåâà-Ýðìèòà èñõîäíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ), ôîðìèðóþùèõ âåëè÷èíû C(F ).
Â òðåòüåì ïóíêòå �Îäíà íîâàÿ ôîðìà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé�

âòîðîé ãëàâû ïîëó÷åíà íîâàÿ ôîðìà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé
ñ ÿâíîé îöåíêîé îñòàòêà, îñíîâàííàÿ íà âûøåóïîìÿíóòîé èäåå
ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ. Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ ÷èñëà

Θs,l =
∑

t1+...+ts=l

θt1...θts , s = 1, 2, ...,m− 1 , l = 3s, ...,m− 1 + 2s , (8)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî íàáîðàì íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë
t1,...,ts òàêèì, ÷òî t1 + ...+ ts = l è tj > 3, j = 1, ...,m− 1 , è âåëè÷èíû

‖Θs,l‖ =
∑

t1+...+ts=l

|θt1...θts| , (9)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî òåì æå íàáîðàì íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë t1,...,ts, ÷òî è â (8) .
Òåîðåìà 4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1 äëÿ ëþáîãî

n > max (ν,m+ 1) ïðè âñå äåéñòâèòåëüíûõ x

pn(x) = ϕ(x) +
m−1∑
s=1

Cs
n

m−1+2s∑
l=3s

Θs,l

nl/2
Hl(x)ϕ(x) +R , (10)

ãäå

|R| 6 1

nm/2

(
‖θm+2‖Bm+2,n−1 +

∥∥∥θ(m+1)
m+3

∥∥∥ Bm+3,n−1√
n

+

+
m−1∑
s=2

1

s!

m+2−s∑
l=3

‖Θs−1,m−1+2s−l‖×

×
[
‖θl+1‖Bm+2s,n−1 +

∥∥∥θ(l)
l+2

∥∥∥ Bm+2s+1,n−1√
n

]
+
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+
m−1∑
s=1

1

(s+ 1)!
‖Θs,m−1+2s‖ ζ3Bm+2s+2,n−1

)
+

+

√
n

π
αn−ν (T )

∞∫
T

|f (t)|ν dt+
1

T
√
n
e−T

2n/2 +
m−1∑
s=1

Cs
n

m−1+2s∑
l=3s

|Θs,l|
nl/2

Ll(T
√
n) .

Ïðè m = 2 ñóììó ïî 2 6 s 6 m − 1 â îöåíêå âåëè÷èíû R ñëåäóåò
îïóñòèòü.
Â òåîðåìå 4 èñïîëüçóåòñÿ èäåàëüíàÿ ìåòðèêà ζ3 = ζ3(F,Φ).

Èäåàëüíûå ìåòðèêè ζs, s > 0, ââåäåííû Â.Ì. Çîëîòàð¼âûì11.
Ðàññòîÿíèå ζ3 = ζ3(F,Φ) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

ζ3(F,Φ) = sup


∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

u(x) (F (dx)− Φ(dx))

∣∣∣∣∣∣ : u ∈ F3

 ,

ãäå F3 - ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé u(x), −∞ < x < ∞, òàêèõ ÷òî,

∣∣u(2)(x)− u(2)(y)
∣∣ 6 |x− y|

äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y.
Äëÿ îñòàòî÷íîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ òåîðåìû 4 â äèññåðòàöèè

ïðèâîäèòñÿ åù¼ îäíà îöåíêà.
Â ýòîé æå ÷àñòè äîêàçûâàþòñÿ äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëîæåíèÿ èç

òåîðåìû 4. Òàê,

ðàçëîæåíèþ (10) ìîæíî ïðèäàòü âèä

pn(x) = ϕ(x) +
m−1∑
j=1

1

nj/2

j∑
s=1

Cs
n

ns
Θs,j+2sHj+2s(x)ϕ(x) +R , (11)

èëè

pn(x) = ϕ(x) +
m−2∑
j=0

1

nj/2

m−1−j∑
s=1

Cs
n

n3s/2Θs,j+3sHj+3s(x)ϕ(x) +R , (12)

ãäå âåëè÷èíû R - òå æå, ÷òî è â óòâåðæäåíèè òåîðåìû 4.

Îòìåòèì, ÷òî Csn
ns →

1
s! ïðè n→∞. Â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ

âîñüìîãî ìîìåíòà èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F (ýòî òî æå óñëîâèå, ÷òî
â òåîðåìå 3) âòîðàÿ èç îöåíîê îñòàòî÷íîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ òåîðåìû
4 äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàññìîòðåííîãî âûøå, äà¼ò

11Çîëîòàðåâ Â.Ì. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ñóììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ì.:
Íàóêà, 1986.
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(ïðè çàìåíå âåëè÷èí Bk,n−1 èõ àñèìïòîòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè Bk è
ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïðè T →∞) âåëè÷èíó

307
n3 + 830

n7/2 ,

êîòîðàÿ óæå ïðè n > 74 ïîçâîëÿåò ãàðàíòèðîâàòü òî÷íîñòü íå õóæå
10−3, à ïðè n > 156 - íå õóæå 10−4.
Â ÷åòâåðòîì ïóíêòå âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó

íîâîé ôîðìîé ðàçëîæåíèé è ðàçëîæåíèÿìè âèäà Ãðàìà-Øàðëüå. Â
íåì äîêàçàíà
Òåîðåìà 5. Äëÿ íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ ×åáûøåâà-Ýðìèòà

θl(Fn) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

θl(Fn) =
1

nl/2

[l/3]∑
s=1

Cs
nΘs,l . (13)

Ôîðìóëà (13) äåëàåò ìíîãèå èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò
óòâåðæäåíèÿ î âåëè÷èíàõ θl(Fn) äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûìè. Íàïðèìåð,
èç (13) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå θl(Fn) = O

( 1
nl/2−[l/3]

)
, l > 3, ïðè n→∞.

Äàëåå â ýòîì ïóíêòå äîêàçàíà
Òåîðåìà 6. Ðàçëîæåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â òåîðåìå 4, ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ Ãðàìà-Øàðëüå

pn(x) = ϕ(x) +
m+1∑
l=3

θl(Fn)Hl(x)ϕ(x)+

+
3m−3∑

l=m+2, l 6=3m−4

θ̂
(m+1)
l (Fn)Hl(x)ϕ(x) +R ,

ãäå âåëè÷èíà R - òà æå, ÷òî è â óòâåðæäåíèè òåîðåìû 4,

à θ̂
(m+1)
l (Fn) - óñå÷åííûé íîðìèðîâàííûé êâàçèìîìåíò ×åáûøåâà-

Ýðìèòà.

Óñå÷åííûé íîðìèðîâàííûé êâàçèìîìåíò ×åáûøåâà-Ýðìèòà ìîæíî
âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

θ̂
(m+1)
l (Fn) =

∑ n!

(n− k3 − ...− km+1)!nl/2
θk3
3

k3!
...
θ
km+1

m+1

km+1!
, (14)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òàêèì íàáîðàì íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë k3, ..., km+1 , ÷òî 3k3 + ...+ (m+ 1) km+1 = l,
k3 + ...+ km+1 6 n è k3 + ...+ km+1 > l−m+1

2 .

Ôîðìóëà (14) îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû äëÿ êâàçèìîìåíòà θ(m+1)
l (Fn)

×åáûøåâà-Ýðìèòà íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ
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k3 + ...+ km+1 > l−m+1
2 , òî åñòü ôîðìóëà (14) ñîäåðæèò ìåíüøåå ÷èñëî

ñëàãàåìûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íîé ñóììîé äëÿ êâàçèìîìåíòîâ
×åáûøåâà-Ýðìèòà.
Â ïÿòîì ïóíêòå âòîðîé ãëàâû óêàçûâàåòñÿ ÿâíàÿ ñâÿçü ìåæäó

íîâîé ôîðìîé ðàçëîæåíèé è ðàçëîæåíèÿìè âèäà Ýäæâîðòà-Êðàìåðà
(7). Â í¼ì ïîêàçàíî, êàê ðàçëîæåíèÿ âèäà (10) ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü
ðàçëîæåíèÿ Ýäæâîðòà-Êðàìåðà ñ íîâîé ÿâíîé ôîðìóëîé äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ Kj(x), ó÷àñòâóþùèõ â (7). Äëÿ ýòîãî âåëè÷èíû Cs

n

ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå Cs
n =

s∑
k=1

cs,kn
k è äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 7. Ìíîãî÷ëåíû Kj(x), j = 1, 2, ...,m − 1, ó÷àñòâóþùèå
â ðàçëîæåíèè Ýäæâîðòà-Êðàìåðà (7), äîïóñêàþò ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå

Kj(x) =

[ j−1
3 ]∑

k=0

j−3k∑
l=1

ck+l,lΘk+l, j+2lHj+2l(x) .

Òàêæå â ýòîì ïóíêòå äîêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî
ìíîãî÷ëåíû Kj(x), j = 1, 2, ...,m− 1 , ó÷àñòâóþùèå â ðàçëîæåíèè
Ýäæâîðòà-Êðàìåðà (7), äîïóñêàþò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

Kj(x) =

j−1∑
s=0

[ s3 ]∑
l=0

cj−s+l,j+sΘj−s+l,3j−2sH3j−2s(x) .

Â øåñòîì ïóíêòå ãëàâû 2 íàõîäèòñÿ ÿâíûé âèä êîýôôèöèåíòîâ cs,k,
êîòîðûå ó÷àñòâóþò â ïîñòðîåíèè ìíîãî÷ëåíîâ Kj(x) èç òåîðåìû 7.
Â ãëàâå 3 ïîêàçàíî êàê ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ãëàâ 1 è 2. Äëÿ

ýòîãî â óñëîâèè 1 îãðàíè÷åíèå

∞∫
−∞

|f (t)|ν dt < ∞ ìîæíî çàìåíèòü

áîëåå ñëàáûì: óñëîâèåì Êðàìåðà è ñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëà

∞∫
1

|f(t)|ν
t dt.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê òåîðåìå 4 ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

Fn(x)− Φ (x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itx
fn
(

t√
n

)
− e− t

2

2

−it
dt , −∞ < x <∞ . (15)
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Ñðàâíèâàÿ (15) ñ ïðåäñòàâëåíèåì

pn(x)− ϕ(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itx
[
fn
(

t√
n

)
− e−

t2

2

]
dt ,

èñïîëüçóåìûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4, íåòðóäíî ïîíÿòü, êàê
èç ðàçëîæåíèé òåîðåìû 4 äëÿ ïëîòíîñòåé pn(x) ìîæíî ïîëó÷èòü
ðàçëîæåíèÿ ñ ÿâíîé îöåíêîé îñòàòêà äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
Fn(x). Ïðè ïåðåõîäå îò ðàçëîæåíèé äëÿ pn(x) ê ðàçëîæåíèÿì
äëÿ Fn(x) ïðîèñõîäèò çàìåíà çíàêà ïåðåä âñåìè ñëàãàåìûìè,
êðîìå ñëàãàåìîãî Φ(x), íà ïðîòèâîïîëîæíûé, à êàæäûé ìíîãî÷ëåí
×åáûøåâà-Ýðìèòà Hl(x) èç ãëàâíûõ ÷àñòåé ðàçëîæåíèé äëÿ pn(x)
çàìåíÿåòñÿ íà ìíîãî÷ëåí Hl−1(x). Ïðèìåíèòåëüíî ê îñòàòî÷íîé ÷àñòè
ðàçëîæåíèÿ âåëè÷èíû Bk,n−1, Ll äîëæíî çàìåíèòü íà âåëè÷èíû

Bk−1,n−1, Ll−1 ñîîòâåòñòâåííî, à ñëàãàåìûå
√
n
π α

n−ν (T )

∞∫
T

|f (t)|ν dt è

1
T
√
n
e−T

2n/2 íà ñëàãàåìûå αn−ν(T )
π

∞∫
T

|f(t)|ν
t dt è

∞∫
T
√
n

e−t
2/2

t dt.

Äàëåå â ãëàâå 3 óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðàçëîæåíèé äëÿ
ðåøåò÷àòûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðàçëîæåíèé,
ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì è áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñîïðîâîæäàþùèõ
çàðÿäîâ. À òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå èëëþñòðàöèè, íåêîòîðûå èç
êîòîðûõ ðàññìîòðåíû âûøå.
Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ðàáîòû ïðîâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå

ïîñòðîåííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé è ðàçëîæåíèé Ãðàìà-
Øàðëüå è Ýäæâîðòà-Êðàìåðà.
Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó

ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Âëàäèìèðó
Âàñèëüåâè÷ó Ñåíàòîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê äàííîé ðàáîòå è
ïîëåçíîå îáñóæäåíèå åå ðåçóëüòàòîâ.
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