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Общая характеристика работы

Актуальность темы.
Диссертация посвящена исследованию интегрируемости гамильтоновых

систем алгебраическими и геометрическими методами. Как известно, мно-
гие классические уравнения механики (в частности, гамильтоновы систе-
мы) записываются как системы дифференциальных уравнений на евклидо-
вом пространстве Rn. Для полной интегрируемости такой системы в общем
случае необходимо (n − 1) независимых первых интегралов. Однако есть
класс многообразий, называемых симплектическими многообразиями, где
для полной интегрируемости системы иногда достаточно n/2 независимых
первых интегралов.

Один из простейших примеров симплектического многообразия — это
орбита коприсоединенного действия группы Ли. Если в Rn ввести струк-
туру алгебры Ли так, чтобы на орбите коприсоединенного действия век-
торное поле, задающее исследуемую систему, было гамильтоновым, то для
полной интегрируемости системы достаточно найти набор интегралов, удо-
влетворяющих теореме Лиувилля. В таких случаях число независимых ин-
тегралов должно быть равно половине размерности орбиты.

Эта задача допускает естественное обобщение: вместо рассмотрения кон-
кретной системы уравнений можно поставить вопрос об отыскании макси-
мального коммутативного набора полиномов для произвольной алгебры
Ли. Из таких наборов зачастую получаются интересные механические си-
стемы. А именно: взяв любую функцию из набора в качестве гамильтони-
ана, можно получить гамильтонову систему, которая будет интегрируема
ввиду наличия полного набора коммутирующих полиномиальных интегра-
лов.

Напомним ряд необходимых определений.

Определение 1. Алгеброй Ли g над полем K называется линейное про-
странство, на котором введена билинейная, кососимметрическая опера-
ция коммутатор [·, ·] : g × g → g, удовлетворяющая тождеству Якоби
[[ξ, η], ζ] + [[η, ζ], ξ] + [[ζ, ξ], η] = 0 для любых η, ζ, ξ ∈ g. Если рассмат-
ривать конечномерные алгебры Ли, то двойственное пространство g∗ (т.е.
пространство линейных функционалов на g) будет конечномерным линей-
ным пространством.

Ниже, если не оговорено противное, рассматриваются лишь веществен-
ные алгебры Ли.
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На двойственном пространстве g∗ рассматриваются гладкие функции
f : g∗ → R. На множестве таких функций C∞(g∗) существует скобка
Пуассона–Ли

{·; ·} : C∞(g∗)× C∞(g∗) → C∞(g∗),

определяемая в каждой точке x ∈ g∗ равенством

{f, g}(x) = ck
ijxk

∂f

∂xi

∂g

∂xj
. (1)

В механических системах первые интегралы чаще всего являются поли-
номиальными функциями на g∗, например, полная энергия механической
системы — это квадратичный полином от элементов самой алгебры. Для
полиномиальных функций f и g скобку Пуассона–Ли можно определить
следующим эквивалентным способом:
1). Если f и g — линейные (т.е. f, g ∈ g), то {f, g} = [f, g],
2). {, } — билинейная,
3). {, } — кососимметричная,
4). Скобка удовлетворяет правилу Лейбница {fg, h} = {f, h}g + {g, h}f
для любых полиномов f, g, h.

Определение 2. Говорят, что две функции находятся в инволюции (или
коммутируют), если их скобка Пуассона–Ли равна нулю.

Еще одно важное понятие — это коприсоединенное действие группы.
Пусть конечномерной алгебре Ли g соответствует группа Ли G, т.е. гладкое
многообразие, имеющее структуру группы с гладкими операциями умно-
жения и взятия обратного элемента. Тогда алгебра Ли — это касательное
пространство в единице этой группы. На алгебре g естественно определе-
но присоединенное действие ее группы Ad: G → GL(g) по следующему
правилу: пусть g(t) кривая в группе G, проходящая через единицу груп-
пы в начальный момент времени t = 0, касательный вектор к которой в
единице группы совпадает с наперед заданным вектором ξ ∈ g. Тогда для
любого элемента h ∈ G, hg(t)h−1 — тоже кривая в группе G, проходя-
щая через единицу группы в начальный момент времени t = 0, а значит
касательный вектор к ней в единице группы также лежит в алгебре g.
Этот вектор и является результатом действия оператора Adh на вектор ξ.
Действие, двойственное к присоединенному действию группы, называется
коприсоединенным действием Ad∗ : G → GL(g∗) и играет важную роль
в теории гамильтоновых систем, а именно: орбиты O∗ коприсоединенного
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действия являются симплектическими многообразиями (т.е. многообра-
зиями, на которых можно ввести замкнутую невырожденную 2-форму1).
Для симплектических многообразий верна теорема Лиувилля, позволяю-
щая уменьшить необходимое количество первых интегралов.

Теорема 1. Пусть на гладком симплектическом многообразии M 2n за-
даны гамильтонова система2 v = sgrad H и набор гладких функций
f1, . . . , fn со следующими свойствами:

• f1, . . . , fn — первые интегралы системы,

• они функционально независимы на M 2n,

• они попарно коммутируют относительно скобки Пуассона {f, g} =
ω(sgrad f, sgrad g),

• векторные поля sgradfi полны, т.е. естественный параметр вдоль
интегральных траекторий полей определен на всей числовой прямой.

Пусть Tξ — совместная поверхность уровня интегралов f1, . . . , fn. Тогда

i) Если многообразие Tξ связно, регулярно и компактно, то оно диффео-
морфно n-мерному тору. Этот тор называется тором Лиувилля

ii) Слоение Лиувилля в окрестности тора Лиувилля тривиально, т.е.
диффеоморфно прямому произведению T n ×Dn.

iii) В достаточно малой окрестности U = T n ×Dn существует такая
система координат s1, . . . , sn, ϕ1, . . . , ϕn (называемых переменными
действие-угол), что

• s1, . . . , sn — координаты на диске Dn, ϕ1, . . . , ϕn — координаты
на торе T n,

• симплектическая форма ω принимает в этих координатах ка-
нонический вид: ω = dϕi ∧ dsi,

• В переменных действие-угол гамильтонов поток выпрямляется
на каждом торе Лиувилля в окрестности U , т.е. гамильтоновы
уравнения принимают вид

ṡi = 0, ϕ̇i = qi(s1, . . . , sn), i = 1, . . . , n.
1Болсинов А.В., Фоменко А.Т. “Интегрируемые гамильтоновы системы”, Геометрия. Топология.

Классификация. Тома 1 и 2. - Издательский дом “Удмуртский университет”, Ижевск, 1999.
2Определение косого градиента функции sgrad и более подробную формулировку и доказательство

теоремы Лиувилля можно найти, например, в книге Болсинов А.В., Фоменко А.Т. “Интегрируемые
гамильтоновы системы”, Геометрия. Топология. Классификация. Тома 1 и 2. - Издательский дом “Уд-
муртский университет”, Ижевск, 1999.
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Как было сказано выше, орбита O∗ является симплектическим много-
образием, при этом симплектическая 2-форма ω вводится каноническим
образом. На пространстве гладких функций на любом симплектическом
многообразии M можно ввести операцию скобки Пуассона по следующе-
му правилу: {f, g} = ω(sgrad f, sgrad g). Оказывается, что если M — это
орбита коприсоединенного действия O∗, то ограничение скобки Пуассона–
Ли, введенной формулой (1), на M совпадает со скобкой Пуассона, суще-
ствующей на ней как на симплектическом многообразии с канонической
формой ω.

Модельным примером описанной выше конструкции может служить си-
стема, описывающая движение твердого тела в трехмерном пространстве.
Соответствующая система дифференциальных уравнений может быть за-
писана в виде

{
K̇ = [K, Ω] + [e, u],

ė = [e, Ω].
(2)

Здесь K — кинетический момент, Ω — угловая скорость тела, а физи-
ческий смысл векторов e и u определяется выбранной задачей. Эта си-
стема уравнений на R6(K, e) имеет два естественных первых интеграла:
f1 = 〈e, e〉, f2 = 〈K, e〉. Для полной интегрируемости системы (2) необ-
ходимо найти еще три интеграла. Однако введение на R6(K, e) структуры
алгебры Ли позволяет уменьшить искомое число первых интегралов.

На пространстве R6(K, e) можно ввести структуру алгебры Ли e(3), т.е.
алгебры Ли группы движений трехмерного пространства. Совместная по-
верхность уровня M12 первых интегралов f1 и f2 будет являться орбитой
коприсоединенного действия группы E(3), а значит ограничение скобки
Пуассона–Ли (вырожденной на всей алгебре e(3)), на орбиту окажется
невырожденным. Многообразие M12 в общем случае имеет размерность 4.
Поскольку векторное поле (2) касается поверхности M12 и оказывается га-
мильтоновым на M12

3, оно порождает гамильтонову систему на 4-мерном
симплектическом многообразии, для интегрируемости которой по теореме
Лиувилля необходимо два интеграла. Один из них — это гамильтониан
системы, второй требуется найти.

Обобщение этой конструкции на случай произвольной алгебры g вы-
глядит следующим образом: пусть размерность орбиты коприсоединенно-
го действия O∗ общего положения равна dim O∗. Тогда для «различения»

3Фоменко А.Т. Симплектическая геометрия. Методы и приложения. (Монография). - М.; изд-во
МГУ, 1988.
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орбит требуется dim g− dim O∗ = codim O∗ интегралов. Каждая орбита —
это симплектическое многообразие, поэтому для интегрируемости системы
на нем необходимо еще dim O∗

2 функций. Следовательно, общее число функ-
ционально независимых полиномов для интегрируемости системы на всей
алгебре Ли g равно

m = codim O∗ +
dim O∗

2
=

dim g + codim O∗

2
. (3)

Определение 3. Коразмерность орбиты регулярного элемента для копри-
соединенного действия называется индексом алгебры Ли g.

ind g = min
O∗

(dim g− dim O∗).

С использованием определения индекса алгебры формулу (3) можно пе-
реписать в виде: m =

(
dim g+ind g

2

)
.

Определение 4. Коммутативный относительно скобки Пуассона набор
функционально независимых полиномов f1, . . . , fm называется полным, ес-
ли

m =
1

2

(
dim g + ind g

)
. (4)

Таким образом, если на алгебре Ли найдется полный коммутативный
набор полиномов f1, . . . , fm, то гамильтонова система на всей алгебре, с
гамильтонианом f ∈ {f1, . . . , fn}, будет интегрируема.

Исследуя гамильтоновы системы на алгебрах Ли, А.С.Мищенко и
А.Т.Фоменко сформулировали важную гипотезу: на двойственном про-
странстве к любой конечномерной алгебре Ли над полем нулевой харак-
теристики K всегда существует полный коммутативный набор полиномов.
Следовательно, всегда существует интегрируемая гамильтонова система с
полиномиальными интегралами. А.С.Мищенко и А.Т.Фоменко доказали
эту гипотезу для всех редуктивных алгебр Ли (определение см. ниже). До-
казательство оказалось весьма нетривиальным и было основано на новом
методе, предложенном авторами, и получившем в дальнейшем широкие
применения и развитие во многих работах. Затем последовало большое
число работ различных авторов, в которых гипотеза Мищенко-Фоменко
доказывалась для других алгебр Ли. Окончательное доказательство гипо-
тезы было получено С.Т.Садэтовым4. Более наглядное и геометрическое

4С.Т. Садэтов, Доказательство гипотезы Мищенко–Фоменко, Докл. РАН, 397:6 (2004), 751–754;
англ. пер.: S. T. Sadetov, “A proof of the Mishchenko–Fomenko conjecture”, Dokl. Math., 1 (2004), 635–638.
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доказательство, основанное на алгоритме Садэтова, приведено А.В. Болси-
новым5. Таким образом, верно следующее фундаментальное утверждение.

Теорема 2 (Мищенко, Фоменко, Садэтов). На двойственном простран-
стве к любой конечномерной алгебре Ли над полем нулевой характери-
стики всегда существует полный инволютивный набор полиномов.

Наиболее изученный класс алгебр Ли — это полупростые и редуктив-
ные алгебры Ли. Полупростой называется алгебра Ли, не имеющая нетри-
виальных разрешимых идеалов. Прямая сумма полупростой алгебры Ли
с любой коммутативной алгеброй, называется редуктивной алгеброй Ли.
Для случая редуктивных алгебр теорема 2 была доказана А.С.Мищенко и
А.Т.Фоменко. Полный инволютивный набор полиномов для такой алгебры
может быть построен с помощью метода сдвига аргумента6.

Следующий важный класс алгебр — это полупрямые суммы алгебр Ли.

Определение 5. Пусть h — алгебра Ли с коммутатором [·, ·]h, а χ : h →
gl(V ) — произвольное линейное представление этой алгебры. Полупря-
мой суммой g = h +χ V называется алгебра Ли, которая как линейное
пространство изоморфна прямой сумме пространств h и V , а коммута-
тор определяется следующим образом: пусть ξ1, ξ2 ∈ h, v1, v2 ∈ V , тогда
[(ξ1, v1), (ξ2, v2)] = ([ξ1, ξ2]h, χ(ξ1)v2 − χ(ξ2)v1).

Вопрос построения полных наборов для полупрямых сумм алгебр Ли
рассматривался многими авторами. Полупрямыми суммами простых ал-
гебр Ли по неприводимому представлению занимались А.В.Болсинов7 и
Б.Привитцер8. Кроме того, для сумм gl(2n) + V по представлению Λ2ρ

(где Λ2ρ – вторая внешняя степень представления минимальной размерно-
сти), sl(2n) + V по представлению S2ρ (где S2ρ – вторая симметрическая
степень представления минимальной размерности) и sp(n) + V по сумме
представлений ρ + τ (где ρ – представление минимальной размерности,

5Болсинов А.В. “Полные инволютивные наборы полиномов в пуассоновых алгебрах: доказательство
гипотезы Мищенко-Фоменко”, Труды семинара по вект.и тенз.анализу. Вып.26. М.: Изд-во мех.-мат.
фак-та МГУ. 2005, с.87-109.

6Мищенко А.С., Фоменко А.Т. Интегрируемость уравнений Эйлера на полупростых алгебрах Ли
Труды семинара по векторному и тензорному анализу.. Вып.19, М.; изд-во МГУ, 1979, с.3-94.

7А.В.Болсинов, “Инволютивные семейства функций на двойственных пространствах к алгебрам
Ли типа G +φ V ”, УМН, 42:6(258) (1987), 183–184.
A.V.Bolsinov “Commutative families of functions related to consistent Poisson brackets”// Acta Appl. Math.,
24(1991), pp. 253-274.

8Б. Привитцер, “Новые примеры интегрируемых гамильтоновых систем на полупрямых суммах
алгебр Ли”, Матем. сб., 184:10 (1993), 135–143.
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а τ — одномерное тривиальное представление) Т.А.Певцовой9 построены
явные формулы для искомых полиномов. Наиболее полный список резуль-
татов приведен в обзоре В.В.Трофимова и А.Т.Фоменко10, а также во вве-
дении к кандидатской диссертации К.Шваи 11. Общие результаты в этом
направлении получены А.В. Браиловым (см. обзор Трофимова, Фоменко)
и А.С.Теном12.

Определение 6. Инвариантом алгебры Ли называется функция f : g∗ →
K, постоянная на орбитах коприсоединенного действия.

Теорема 3 (А.В.Браилов 13). Пусть g = h +χ V — полупрямая сумма
комплексной алгебры Ли h и линейного пространства V относительно
неприводимого представления. χ : h → gl(V ). Пусть g1, . . . , gk — инвари-
анты алгебры g. Тогда сдвиги этих инвариантов14 gm(x+λL) на элемент
L ∈ h∗, совместно с линейными функциями на V ∗, образуют инволютив-
ный набор функций на g∗.

Пусть
St v = {A ∈ h : χ∗(A)v = 0}, v ∈ V ∗. (5)

— стационарная подалгебра в смысле представления χ∗.

Теорема 4 (А.В.Браилов). Набор, описанный в теореме 3, является пол-
ным тогда и только тогда, когда сдвиги инвариантов алгебры St v дают
полный набор функций на пространстве (St v)∗, где v ∈ V ∗ — элемент
общего положения.

Определение 7. Пусть ad: g → gl(g) — дифференциал присоединенного
действия группы Ad: G → GL(g). Полупростой компактной (или просто
компактной) алгеброй Ли называется вещественная полупростая алгебра
Ли, форма Киллинга 〈M,N〉 = Tr adMadN на которой отрицательно опре-
делена.

9Певцова Т. А. Симплектическая структура орбит коприсоединенного представления алгебр Ли
типа E ×

ρ
G, Матем. сб., 1984, 123(165):2, 276–286.

10Трофимов В.В., Фоменко А.Т. “Алгебра интегрируемых гамильтоновых дифференциальных урав-
нений”. М.-Ижевск: Факториал и изд-во “Просперус” Удмуртского гос. ун-та, 1995.

11Крыстына Швая, Инварианты и полные инволютивные семейства полиномов некоторых алгебр
Ли, // Кандидатская диссертация, МГУ, 1988.

12см., например, статью [3]
13В. В. Трофимов, А. Т. Фоменко, Геометрические и алгебраические механизмы интегрируемости

гамильтоновых систем на однородных пространствах и алгебрах Ли, Динамические системы – 7,
Итоги науки и техн. Сер. Соврем. пробл. мат. Фундам. направления, 16, ВИНИТИ, М., 1987, с.227–
299.
А.В.Браилов, Некоторые свойства вполне интегрируемых гамильтоновых систем,// Кандидатская дис-
сертация, МГУ, 2006.

14Т.е. функции, полученные из инвариантов алгебры путем сдвига аргумента.
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В виду компактности алгебры h ее можно представить как подалгебру
в so(m) для достаточно большого m. Тогда отождествление c h∗ произво-
дится при помощи формы Tr : (A,B) = Tr AB, здесь A,B представлены
кососимметрическими матрицами m×m.

Теорема 5 (А.С.Тен15). Пусть g = h +χ V — полупрямая сумма ком-
пактной алгебры Ли h и линейного пространства V по произвольному
представлению χ : h → gl(V ). Рассмотрим следующий набор функций на
g∗ = h∗+V ∗:

∑
λmfk,L,m(M, v) = Tr (prSt v(M +λL))k, где L ∈ h∗, λ ∈ R, а

prSt vM — проекция элемента M ∈ h∗, рассматриваемого как элемент h,
на стационарную подалгебру St v элемента v. Функции fk,L,m, совместно
с базисом пространства V , рассматриваемым как набор линейных функ-
ций на V ∗, будут образовывать полный инволютивный набор функций на
g∗.

Поскольку результаты Тена и Браилова получены независимо, возника-
ет вопрос о сравнении наборов, получаемых методами Тена, Браилова и
Садэтова.

Определение 8. По полному набору функций {hj} можно определить
подпространство Dx(hj) ⊂ g, порожденное дифференциалами функций
hj(x) из набора в точке x.

Определение 9. Наборы полиномов {fk} и {gm} называются эквивалент-
ными, если подпространства Dx(fk) и Dx(gm) совпадают почти для всех
точек x ∈ g∗.

Как известно, два набора полиномов на алгебре Ли (и вообще на алгеб-
раическом многообразии) эквивалентны в том и только в том случае, когда
они алгебраически зависимы, т.е. полиномы одного набора полиномиально
выражаются через полиномы другого набора.

Поскольку в наборах, построенных каждым из методов, присутствует
матричный параметр сдвига, то естественно считать, что наборы эквива-
лентны, если возможно выбрать этот параметр так, чтобы полученные на-
боры оказались эквивалентными в смысле определения 9.

Определение 10. Набором Браилова называется следующий набор поли-
номов, состоящий из двух частей:
Первая часть — линейные функции на V ∗ (т.е. базис пространства V ),
Вторая часть — функции gm,L(x), полученные из сдвигов инвариантов gi(x)

15см. статью [3]
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коприсоединенного представления алгебры g на вектор L ∈ h∗, путем раз-
ложения gi(x + λL) по степеням λ.

Определение 11. Набором Тена называется следующий набор функций,
состоящий из двух частей:
Первая часть — линейные функции на V ∗ (т.е. базис пространства V ),
Вторая часть — функции fk,L(x), полученные из сдвигов следов степеней
Tr (prSt v(M + λL))i, путем разложения по степеням λ (см. теорему 5).

Цель работы.
Исследовать и сравнить известные методы построения полных инволю-

тивных наборов полиномов на полупрямых суммах алгебр Ли, получить
явные формулы для функций, входящих в набор, оценить степени получа-
ющихся полиномов.

Методы исследования.
В диссертации используются методы теории интегрируемых гамильто-

новых систем, методы построения полных инволютивных наборов полино-
мов на алгебрах Ли, аппарат алгебр и групп Ли, методы функционального
анализа и линейной алгебры.

Научная новизна работы.
Результаты работы являются новыми. В диссертации получены следу-

ющие результаты:

1. Решена задача сравнения трех основных методов построения полных
инволютивных наборов полиномов на алгебрах Ли вида полупрямой
суммы. Доказано, что при правильном выборе параметра сдвига, на-
боры, получаемые всеми тремя методами, эквивалентны. Указано со-
ответствие между параметрами сдвига.

2. С использованием методов, исследованных в первой главе, получены
явные формулы полиномов для трех бесконечных серий алгебр Ли.

3. Для алгебр Ли малой размерности из исследованных бесконечных се-
рий формулы для полиномов значительно упрощены.

4. Найдена оценка сверху для степеней полиномов, получаемых в беско-
нечной серии e(n).
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Теоретическая и практическая ценность.
Работа имеет теоретический характер. Полученные результаты относят-

ся к теории интегрируемых гамильтоновых систем и могут быть применены
для продвижения в исследовании интегрируемых систем на алгебрах Ли.

Апробация работы.
Результаты диссертации докладывались на следующих семинарах и кон-

ференциях:

1. на семинаре «Современные геометрические методы» под руководством
академика А.Т.Фоменко и др. (механико-математический факультет
МГУ им. М. В. Ломоносова) неоднократно в 2004 — 2010 гг.;

2. на семинаре «Динамические системы» под руководством д. ф.-м. н.,
профессора Ю. С. Ильяшенко (механико-математический факультет
МГУ им. М. В. Ломоносова), 2010 г.;

3. на семинаре кафедры «Прикладная математика-1» под руководством
д. ф.-м. н., профессора А.Д. Мышкиса (МИИТ), 2008 г.;

4. на семинаре профессора Х.Фленнера в Университете г.Бохум (Герма-
ния), апрель 2007 г.;

5. на Международной конференции «Александровские чтения»
(Москва), май 2006 г.;

6. на Международной конференции по дифференциальным уравнениям
и динамическим системам (Суздаль, Россия), июль 2006 г.;

7. на Международной конференции «Геометрия, динамика, интегрируе-
мые системы» (Белград, Сербия), сентябрь 2007 г.;

8. на Украинском математическом конгрессе, посвященном 100-летию со
дня рождения Н.Н.Боголюбова, (Киев, Украина), август 2009 г.

Публикации.
Результаты диссертации опубликованы в работах, список которых при-

ведён в конце автореферата [1–8].

Структура и объем работы.
Работа состоит из введения, двух глав и списка литературы, содержа-

щего 35 наименований. Общий объем диссертации 98 страниц.
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Содержание диссертации.

Первая глава диссертации посвящена сравнению наборов, получаемых
методами Тена, Браилова и Садэтова. Главный результат первой главы
сформулирован в теоремах A, B и С.

Теорема A. Пусть g = h +χ V — полупрямая сумма компактной ал-
гебры Ли h и линейного пространства V по произвольному линейному
представлению χ : h → gl(V ). Пусть вторые части наборов Тена и Бра-
илова получены сдвигом на один и тот же вектор L. Тогда наборы Тена
и Браилова эквивалентны.

Подобно описанным двум методам, метод Садэтова также использует
коммутативный идеал, который дополняется до полного набора функция-
ми следующего специального вида: рассматриваются рациональные отоб-
ражения ψ : V ∗ → g, такие что ψ(v) ∈ S̃t v для любого v ∈ V ∗, где S̃t v

— стационарная подалгебра в смысле представления (ad|V )∗ : g → gl(V ∗),
двойственного ограничению ad|V представления ad: g → gl(g) на идеал
V ⊂ g. Эти отображения будут являться сечениями расслоений стаци-
онарных подалгебр в g. По сечениям ψ строятся функции fψ(M, v) =
〈(M, v), ψ(v)〉. Функции fψ и будут образовывать алгебру K, на которой
необходимо построить полный инволютивный набор полиномов на втором
шаге. Пусть можно построить полный инволютивный набор полиномов на
алгебре K. «Вторая часть» искомого набора будет состоять из полино-
мов Hi от элементов алгебры K, но поскольку сечения ψ — рациональ-
ные, функции fψ также будут рациональными, а значит Hi можно считать
рациональными функциями от элементов g. Оказывается, что полиномы,
стоящие в знаменателях функций Hi, зависят только от V . Домножив Hi

на знаменатель и добавив первую часть набора Садэтова, можно получить
полный инволютивный набор полиномов на алгебре g.

Полный инволютивный набор на втором шаге метода Садэтова в рас-
сматриваемом случае строится методом сдвига аргумента, причем вектор
сдвига инвариантов F1, . . . Fn алгебры K — это некоторое сечение ϕ из ал-
гебры сечений Φ = {ϕ : V ∗ → h|ϕ(v) ∈ St v ∀v ∈ V ∗}.
Определение 12. Первую часть набора Садэтова составляют линейные
функции на V ∗, т.е. базис коммутативного идеала V . Вторая часть набора
Садэтова состоит функций, полученных на втором шаге метода Садэтова.

Теорема B. Пусть g = h +χ V — полупрямая сумма компактной алгеб-
ры Ли h и линейного пространства V по произвольному представлению
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χ : h → gl(V ). Пусть вторая часть набора Тена получена сдвигом функ-
ций fk на вектор L, а вторая часть набора Садэтова — сдвигами инва-
риантов Fi(ϕ) = Tr ϕi на сечение ϕL = prSt vL ∈ Φ, где проекция prSt v

определена в теореме 5.
Тогда наборы Тена и Садэтова эквивалентны.

Теорема C. Пусть g = h +χ V — полупрямая сумма компактной алгеб-
ры Ли h и линейного пространства V по произвольному представлению
χ : h → gl(V ). Пусть вторая часть набора Браилова получена сдвигом ин-
вариантов g1, . . . , gm на вектор L ∈ h∗. Пусть ψ̌L — такой элемент про-
странства Φ∗, двойственного алгебре сечений Φ, что для любого v ∈ V

ψ̌L(v) — естественная проекция элемента L ∈ h∗ на (St v)∗, а вторая
часть набора Садэтова получена из сдвигов инвариантов Fi : Φ∗ → R(V ∗)
на элемент ψ̌L ∈ Φ∗ (эти сдвиги рассматриваются как функции на g∗).

Тогда наборы Браилова и Садэтова эквивалентны.

Вторая глава диссертации посвящена свойствам инволютивных се-
мейств полиномов на некоторых алгебрах Ли. Здесь рассматриваются по-
лупрямые суммы алгебр gnk = so(n) +ρk

(Rn)k, hnk = su(n) +ζk
(Cn)k и

fnk = u(n) +ζ ′k (Cn)k (где ρk, ζk, ζ ′k — k-ые степени представлений мини-
мальной размерности, т.е. в каждом случае первая часть суммы действует
независимо на каждой компоненте Rn или Cn). Для рассматриваемых ал-
гебр найдены явные формулы для проекции на стационарную подалгебру
St v.

Теорема D. Пусть набор полиномиальных функций на g∗nk состоит из
базиса u1, . . . , unk пространства V = (Rn)k, рассматриваемого как линей-
ные функции на V ∗, и функций

fl,B,λ(M, v) = Γl(v1, . . . , vk) · Tr(prStv(M + λB))l, (6)

l = 2, 4, . . . , 2 · [(n − k)/2], где проекция prSt vM задана явной форму-
лой, Γ(v1, . . . , vk) — определитель матрицы Грама системы векторов
v1, . . . , vk, а B — регулярный элемент so(n), выступающий в качестве
параметра.

Эти функции находятся в инволюции и образуют полный набор на
двойственном пространстве к алгебре gnk = so(n)+ρk

(Rn)k при k < n−1.
Если k > n−1, то полный инволютивный набор на g∗nk образуют функции
u1, . . . , unk.
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Теорема E. Пусть набор полиномиальных функций на h∗nk состоит из
базиса u1, . . . , u2nk пространства V = (Cn)k, рассматриваемого как ли-
нейные функции на V ∗, и функций

fl,B,λ(M, v) = Γ2l(v1, . . . , vk) · Tr(prSt(v1,...,vk)(M + λB))l, (7)

l = 2, 3 . . . n − k − 1, где проекция prSt vM задана явной форму-
лой, Γ(v1, . . . , vk) — определитель матрицы Грама системы векторов
v1, . . . , vk, а B — регулярный элемент su(n), выступающий в качестве
параметра.

Эти функции находятся в инволюции и образуют полный набор на
двойственном пространстве к алгебре hnk = su(n) +ζk

(Cn)k при k <

n − 1. При k > n − 1 полный коммутативный набор образуют функции
u1, . . . , u2nk.

Теорема F. Пусть набор полиномиальных функций на f∗nk состоит из
базиса u1, . . . , u2nk пространства V = (Cn)k, рассматриваемого как ли-
нейные функции на V ∗, и функций

fl,B,λ(M, v) = Γ2l(v1, . . . , vk) · Tr(prSt(v1,...,vk)(M + λB))l, (8)

l = 1, 2 . . . n − k − 1, где проекция prSt vM задана явной форму-
лой, Γ(v1, . . . , vk) — определитель матрицы Грама системы векторов
v1, . . . , vk, а B — регулярный элемент u(n), выступающий в качестве па-
раметра.

Эти функции находятся в инволюции и образуют полный набор на
двойственном пространстве к алгебре fnk = u(n) +ζ ′k (Cn)k при k <

n − 1. При k > n − 1 полный коммутативный набор образуют функции
u1, . . . , u2nk.

Для алгебр gn1 также получена оценка на степени полиномов, входящих
в построенный набор.

Теорема G. Степени полиномов, входящих в набор, описанный в теореме
D для k=1, не превосходят 2n.

Автор благодарит своих научных руководителей, академика РАН Ана-
толия Тимофеевича Фоменко и доктора физико-математических наук, про-
фессора Алексея Викторовича Болсинова, за постановку задачи и плодо-
творные обсуждения. Автор благодарит коллектив кафедры дифференци-
альной геометрии и приложений за поддержку.
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