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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìû.Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ àò-òðàêòîðîâ è èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ âåùåñòâåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.Â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îäíèì èç âàæíûõ íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿêà÷åñòâåííîå îïèñàíèå äèíàìèêè ñèñòåìû. Íà÷àëî ýòîé äåÿòåëüíîñòè ïî-ëîæèë À. Ïóàíêàðå, êëàññèôèöèðîâàâøèé âîçìîæíûå âàðèàíòû äèíàìè-÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè è (ñîâìåñòíî ñ È. Áåíäèê-ñîíîì) âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè è íà ñôåðå. Äàííàÿ îáëàñòü çàòåìèíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü, óïîìÿíåì âûäàþùèåñÿ ðàáîòû À. À. Àíäðîíîâàïî òåîðèè áèôóðêàöèé, Ñ. Ñìåéëà è Ä. Â. Àíîñîâà, êîòîðûì ìû îáÿçàíûòåîðèåé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì, À. Í. Êîëìîãîðîâà ïî òóðáóëåíòíîñòè.Â äàëüíåéøåì, êà÷åñòâåííîé òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì çàíèìàëèñüâåäóùèå îòå÷åñòâåííûå è çàðóáåæíûå ìàòåìàòèêè, òàêèå, êàê À. À. Àíä-ðîíîâ, Ñ. Õ. Àðàíñîí, Ä. Â. Àíîñîâ, Â. È. Àðíîëüä, Ê. Áîíàòòè, Ð. Áîóýí,Â. Ç. Ãðèíåñ, Ý. Æèñ, Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî, À. Êàòîê, À. Í. Êîëìîãîðîâ,Ð. Ìàíå, Äæ. Ìèëíîð, Ø. Íüþõàóñ, Â. È. Îñåëåäåö, Ä. Ïàëèñ, ß. Ïåñèí,Ä. Ðþýëëü, ß. Ã. Ñèíàé, Ñ. Ñìåéë, À. Ì. Ñòåïèí, Ä. Ñóëëèâàí,Ô. Òàêåíñ,Ó. Ò¼ðñòîí, Äæ. Ôðàíêñ, À. Í. Øàðêîâñêèé, Ë. Ï. Øèëüíèêîâ, Ì. Øóá èìíîãèå äðóãèå.Îñîáóþ ðîëü èãðàþò âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ¾òèïè÷íûìè¿ ñâîéñòâàìèñèñòåìû, â ëþáîì èç îïðåäåëåíèé ïîíÿòèÿ òèïè÷íîñòè. Èñòîðèÿ äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîëíà îòêðûòèé, êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿâøèõ âçãëÿä íàñâîéñòâà ñèñòåì. Íàïðèìåð, äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî â òèïè÷íîé ãëàä-êîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïðèòÿãè-âàþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê èëè ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Òåì ñàìûì îðáèòûòî÷åê ñ áëèçêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðåäïîëîæèòåëüíî äîëæíû íåñëèøêîì óäàëÿòüñÿ äðóã îò äðóãà. Â 40-õ ãîäàõ, èññëåäóÿ óðàâíåíèå Âàíäåð Ïîëÿ Ì. Ë. Êàðòðàéò è Äæ. Å. Ëèòòëâóä1 ïðèâåëè ïðèìåð äèôôåðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ îò íà÷àëüíûõóñëîâèé áûëà ñóùåñòâåííî íåëèíåéíà. Èõ ïðèìåð áûë ñóùåñòâåííî óïðî-ùåí Í. Ëèâèíãñîíîì2, à çàòåì â 60-õ ãîäàõ Ñìåéë 3 ïðèâåë ïðîñòåéøèé1M. L. Cartwright, J. E. Littlewood. On nonlinear di�erential equations of the second order. I: Theequation y′′ − k(1 − y2)y′ + y = bλk cos(λt + a), k large. J. London Math. Soc, 20 (1945), p. 180�189.2N. Levinson. A second order di�erential equation with singular solutions. Ann. Math. 50 (1949): p.127�153.3St. Smaile. Di�eomorphisms with many periodic points. Di�erential and Combinatorial Topology,Princeton, NJ: Princeton University Press, 1965, p. 63�80.1



ïðèìåð ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ, îáëàäàþùåãî ñ÷åòíûì êîëè-÷åñòâîì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê� ïîäêîâó Ñìåéëà. Èíâàðè-àíòíîå ìíîæåñòâî äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïîäêîâû èìååò ñòðóêòóðó êàíòîðîâñêî-ãî ìíîæåñòâà. Â äàëüíåéøåì àêòèâíî ñòàëè èçó÷àòüñÿ àòòðàêòîðû äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì � èíâàðèàíòíûå ïðèòÿãèâàþùèå ìíîæåñòâà. Ñóùåñòâóåòìíîãî ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé àòòðàêòîðîâ. Óïîìÿíåì ñëåäóþùèå èç íèõ:ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð Amax, ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî L, öåíòð Áèðêãîôà,àòòðàêòîð Ìèëíîðà AM , ñòàòèñòè÷åñêèé àòòðàêòîð Astat è ìèíèìàëüíûéàòòðàêòîð Amin. Ýòè àòòðàêòîðû èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ À. Ñ. Ãîðîäåöêîãî4,Ä. Ðþýëÿ5, Äæ. Ïàëèñà6 è äð. Ñðåäè ñîâñåì íîâûõ ðàáîò ñòîèò îòìåòèòüîáíàðóæåíèå òàê íàçûâàåìûõ ε-íåâèäèìûõ àòòðàêòîðîâ, ïîÿâèâøèõñÿ âðàáîòå Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî è À. Íåãóòà7.Íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èÿ â îïðåäåëåíèÿõ àòòðàêòîðîâ, âñå èìåþùèåñÿ íàäàííûé ìîìåíò ïðèìåðû íåñîâïàäåíèÿ ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ, çàäàþ-ùèõñÿ ðàçíûìè îïðåäåëåíèÿìè, ÿâëÿþòñÿ íåòèïè÷íûìè. Îäíà èç ñóùå-ñòâóþùèõ òî÷åê çðåíèÿ, ãèïîòåçà Ïàëèñà6, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî â òèïè÷íîìñëó÷àå âñå îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðîâ çàäàþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî, ðàñ-ïàäàþùååñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò. Êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåíò ÿâ-ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì àòòðàêòîðîì íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòè, è äëÿêàæäîé èç íèõ èìååòñÿ SRB-ìåðà (â êàæäîì èç ñóùåñòâóþùèõ îïðåäåëå-íèé ýòîãî ïîíÿòèÿ). Ãèïîòåçà Ðþýëÿ5 óòâåðæäàåò îáðàòíîå, à èìåííî, ÷òîñóùåñòâóþò òèïè÷íûå ïðèìåðû ¾õàîòè÷åñêîãî¿ ñ òî÷êè çðåíèÿ àòòðàêòî-ðîâ, ïîâåäåíèÿ. Òåì íå ìåíåå èç-çà òîãî, ÷òî â êàæäîé èç ãèïîòåç èñïîëüçó-åòñÿ ñâîå îïðåäåëåíèå òèïè÷íîñòè (ìåòðè÷åñêàÿ òèïè÷íîñòü äëÿ ãèïîòåçûÏàëèñà è òîïîëîãè÷åñêàÿ äëÿ ãèïîòåçû Ðþýëÿ), ýòè ãèïîòåçû íå ÿâëÿþòñÿâçàèìîèñêëþ÷àþùèìè.Åñëè ïåðåéòè îò ðàññìîòðåíèÿ àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê èçó-÷åíèþ ïðèòÿãèâàþùèõ áàññåéíîâ ýòèõ àòòðàêòîðîâ � òî åñòü ìíîæåñòâóòî÷åê, ñòðåìÿùèõñÿ ê àòòðàêòîðó, òî ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â ¾îáû÷íîé¿ñèñòåìå áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè (çà÷àñòóþ äàæå ñ êó-ñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé). Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íåâåðíî, ÷òî è ïðîäåìîíñòðè-4À. Ñ. Ãîðîäåöêèé. Ìèíèìàëüíûå àòòðàêòîðû è ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå èíâàðèàíòíûå ìíî-æåñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òåêñò êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè, Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíè-âåðñèòåò, 2001.5D. Ruelle. Historical behaviour in smooth dynamical systems. Global analysis of dynamical systems, Inst.Phys., Bristol, 2001 p. 63�66.6J. Palis.A global view of dynamics and a conjecture on the dynamics of �nitude of attractors, G�eometri�ecomplexe et syst�emes dynamiques, Orsay 1995, Ast�erisque 261 (2000), xiii�xiv, pp. 335�347.7Yu. Ilyashenko, A. Negut. Invisible Parts of Attractors. Nonlinearity, 23 (2010), p. 1199�12192



ðîâàë â 1994 ãîäó È. Êàí8 â ñâîåé ðàáîòå. Îí ïðèâåë ïðèìåð îòîáðàæåíèÿêîëüöà â ñåáÿ, ãäå áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ äâóõ êîìïîíåíò àòòðàêòîðà âñþ-äó ïëîòíû, òî åñòü èìååò ìåñòî ïåðåìåæàåìîñòü áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿàòòðàêòîðîâ. Òàì æå Êàí àíîíñèðîâàë ñîõðàíåíèå ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ ìà-ëûõ âîçìóùåíèé ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ â êëàññå ãëàäêèõ îòîáðàæåíèéêîëüöà â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèõ êðàé, íî äîêàçàòåëüñòâà íå îïóáëèêîâàë:Ãèïîòåçà 1 (Èòòàè Êàí, 1994). Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî îòîáðà-æåíèé â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé êîëüöà â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèõãðàíèöó, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ïåðåìåæàåìîñòè àòòðàêòîðîâ.Â äàëüíåéøåì ñèñòåìû ñî ñâîéñòâàìè ïåðåìåæàåìîñòè áàññåéíîâ ïðè-òÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ èññëåäîâàëèñü Ìèëíîðîì è Áîíèôàíò9, à òàêæåÞ. Ñ. Èëüÿøåíêî10.Åùå îäíèì âàæíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñèìâîëè÷åñêèõ ñèñòåì. Àäëåð è Âàéñ11 â ñâîåé ðàáîòåïðåäëîæèëè êîíñòðóêöèþ ìàðêîâñêèõ ðàçáèåíèé äëÿ àâòîìîðôèçìîâ äâó-ìåðíûõ òîðîâ. Òåì ñàìûì áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ñâÿçü ìåæäó ñèìâî-ëè÷åñêîé äèíàìèêîé è òåîðèåé ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. ×óòü ïîçæåïîÿâèëèñü ðàáîòû Ñèíàÿ12 è Áîóýíà13, â êîòîðûõ ñòðîèëèñü áîëåå ñëîæíûåìàðêîâñêèå ðàçáèåíèÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïî-âåäåíèåì. Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü âîçìîæíûì, èñïîëüçóÿ êîäèðîâàíèå, ñíà-÷àëà ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû äëÿ ñèìâîëè÷åñêèõ ñèñòåì, à çàòåì ïåðåíîñèòüèõ íà ãëàäêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû.Êëàññè÷åñêàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà Áèðêãîôà áûëà äîêàçàíà â 1931 ãî-äó. Â ïðîøåäøåì äåñÿòèëåòèè, èçó÷àÿ òàê íàçûâàåìûå ¾íåâèäèìûå¿ àò-òðàêòîðû, Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî è À. Íåãóò14 äîêàçàëè óñèëåíèå êëàññè÷åñ-êîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ óäâîåíèÿ îêðóæíîñòè. Îòêðûòàÿèìè ñïåöèàëüíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðå-ðûâíîé ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà òî-÷åê, ÷üè âðåìåííûå ñðåäíèå âäîëü îðáèò îòëè÷àþòñÿ îò ïðîñòðàíñòâåííîãî8I. Kan. Open sets of di�eomorphisms having two attractors, each with everywhere dense basin. Bull.Amer. Math. Soc., 31 (1994), p. 68�74.9A. Bonifant, J. Milnor. Schwarzian derivatives and cylinder maps. Holomorphic dynamics andrenormalization, Fields Inst. Commun., 53, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2008, p. 1�21.10Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî. Äèôôåîìîðôèçìû ñ ïåðåìåæàþùèìèñÿ áàññåéíàìè ïðèòÿæåíèÿ. Ôóíêö. àíà-ëèç è åãî ïðèë., 42:4 (2008), ñ. 60�71.11R. L. Adler, B. Weiss. Entropy, a complete metric invariant for automorphisms of the torus. Proc. Nat.Acad. Sci. USA, 57(1967), p. 1573�1576.12ß. Ã. Ñèíàé. Ïîñòðîåíèå ìàðêîâñêèõ ðàçáèåíèé. Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë. 2:3 (1968), ñ. 70�80.13R. Bowen. Markov partitions for Axiom A di�eomorphisms. Amer. J. Math., 92(1970), p. 725�747.14Yu. Ilyashenko, A. Negut. Invisible Parts of Attractors, Nonlinearity 23 (2010), p. 1199�1219.3



ñðåäíåãî ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó, èìåþò õàóñäîðôîâó ðàçìåð-íîñòü, ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü 1 (òàêæå, â ñõîæåé ñè-òóàöèè õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê ñ ñèëüíûìóêëîíåíèåì âðåìåíí�ûõ ñðåäíèõ èññëåäîâàëè Á. Ì. Ãóðåâè÷ è À. À. Òåì-ïåëüìàí 15). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñ-ïîëüçîâàëîñü êîäèðîâàíèå îêðóæíîñòè áåñêîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-ìè, à òàêæå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (òåîðåìà î áîëüøèõ óêëîíåíèÿx ).Îòìåòèì èññëåäîâàíèÿ Ë. Ñ. ßíã16 â îáëàñòè ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,àíàëîãè÷íûõ òåîðåìàì áîëüøèì óêëîíåíèÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ñ ýòîéòî÷êè çðåíèÿ ñïåöèàëüíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ïðå-äåëüíûé¿ âàðèàíò ðåçóëüòàòîâ Ë. Ñ. ßíã.Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ðåçóëüòàòà Þ. Ñ. Èëüÿ-øåíêî è À. Íåãóòà è åãî ïðèìåíåíèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîãî äîêàçàòåëüñòâàãèïîòåçû È. Êàíà, à òàêæå îöåíîê äîëè òî÷åê, íå ñòðåìÿùèõñÿ ê êîìïîíåí-òàì àòòðàêòîðà â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòèõ êîìïîíåíò. Â äèññåðòàöèè äîêà-çàíà ñïåöèàëüíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåîìîðôèçìîâÀíîñîâà íà äâóìåðíîì òîðå, îöåíåíà õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâàòî÷åê, íå ñòðåìÿùèõñÿ ê êîìïîíåíòàì àòòðàêòîðà Ìèëíîðà äëÿ îòêðûòîãîìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâå êîñûõ ïðîèçâåäåíèé è ïðèâåäåíîäîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Èòòàè Êàíà. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäå-íèå î ñóùåñòâîâàíèè îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé êîëüöà â ñåáÿ,ñîõðàíÿþùèõ êðàé è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ïåðåìåæàåìîñòè áàññåéíîâïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ, íå ïðîòèâîðå÷èò ãèïîòåçå Ïàëèñà: ðàññìàòðèâà-åìûå îòîáðàæåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñîõðàíåíèÿ ãðàíèöû,÷òî â êëàññå âñåõ îòîáðàæåíèé êîëüöà â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì êî-ðàçìåðíîñòè áåñêîíå÷íîñòü. Ïðè ýòîì, â ñëó÷àå îòêàçà îò óñëîâèÿ ñîõðàíèÿãðàíèöû, ýôôåêò ïåðåìåæàåìîñòè àòòðàêòîðîâ â îáùåì ñëó÷àå èñ÷åçàåò.Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ãèïîòåçà È. Êàíà óæå áûëà äîêàçàíà Áîíàòòè,Äèàñîì è Âèàíà17, îäíàêî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëååñèëüíûå ðåçóëüòàòû, à òàêæå ÿâíûå îöåíêè ìåðû òî÷åê, ïîêèäàþùèõ ìà-ëóþ îêðåñòíîñòü êîìïîíåíòû àòòðàêòîðà.Åùå îäíèì âîïðîñîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñëîæíîñ-òè îòîáðàæåíèÿ, îäíîé èç ìåð êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ,âïåðâûå ââåäåííàÿ â ðàáîòå Àäëåðà, Êîòõàéìà è ÌàêÝíäðþ18. Â äàëüíåé-15Á. Ì. Ãóðåâè÷, À. À. Òåìïåëüìàí, Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà òèïè÷íûõ òî÷åê äëÿãèááñîâñêèõ ìåð, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 36:3 (2002), c. 68�7116L.-S. Young. Some large deviation results for dynamical systems, Trans. AMS, 199017C. Bonatti, L. J. Diaz, M. Viana. Dynamics Beyond Uniform Hyperbolicity. Springer, 2005.18R. L. Adler, A. G. Konheim, M. H. McAndrew. Topological entropy. Transactions of the AMS. 1144



øåì À. Êóøíèðåíêî19 ïîêàçàë åå êîíå÷íîñòü äëÿ ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõñèñòåì íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äîêàçà-íî óñèëåíèå òåîðåìû Êóøíèðåíêî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì. Äîêàçà-òåëüñòâî èñïîëüçóåò ýíòðîïèéíóþ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. À èìåííî,ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñïåöèàëüíûì âûáîðîììåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâå òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîä-íî òî÷íî ïðèáëèæåíà ñâåðõó ïðîèçâåäåíèåì ýíòðîïèéíîé ðàçìåðíîñòè ïðî-ñòðàíñòâà è ëîãàðèôìà êîíñòàíòû Ëèïøèöà îòîáðàæåíèÿ.Öåëü ðàáîòû.Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå àòòðàêòîðîâ èèíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîëó÷åíèå îöåíîê õàóñäîð-ôîâûõ ðàçìåðíîñòåé òàêèõ ìíîæåñòâ, à òàêæå èññëåäîâàíèå ñâÿçè ìåæäóòîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé è ýíòðîïèéíîé ðàçìåðíîñòüþ.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèô-ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðèè âåðîÿò-íîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, àëãåáðû, à òàêæå ðàçðàáîòàííàÿ àâ-òîðîì òåõíèêà ðàáîòû ñ ã¼ëüäåðîâûìè îòîáðàæåíèÿìè.Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû.Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:� Äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêå õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà òî-÷åê, ÷üè âðåìåííûå ñðåäíèå íà êîíñòàíòó îòëè÷àþòñÿ îò ïðîñòðàíñ-òâåííîãî ñðåäíåãî, äëÿ ëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâäâóìåðíîãî òîðà.� Ïðèâåäåíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû È. Êàíà î ñóùåñòâîâàíèèîòêðûòîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ îòîáðàæåíèé êîëüöà â ñåáÿ, ñî-õðàíÿþùèõ ãðàíèöó, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ïåðåìåæàåìîñòè áàññåé-íîâ ïðèòÿæåíèÿ êîìïîíåíò àòòðàêòîðà. Èìåâøèéñÿ ðåçóëüòàò óñèëåíîöåíêîé õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê, íå ñòðåìÿùèõñÿê àòòðàêòîðó Ìèëíîðà. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñòðîãî ìåíüøå ðàçìåðíî-ñòè ïðîñòðàíñòâà è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé â ïîñòðîåííîé îáëàñòè.(1965), p.309�319.19À.Ã. Êóøíèðåíêî. Îöåíêà ñâåðõó ýíòðîïèè êëàññè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Äîêëàäû Àêà-äåìèè Íàóê ÑÑÑÐ, 161:3 (1965), ñ. 37�38 5



� Äîêàçàíà òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ äîñòèæå-íèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè îöåíêîé, èñïîëüçóþùåé ýíòðîïèéíóþðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà è ïîêàçàòåëü Ëèïøèöà, äëÿ íåïðåðûâíûõîòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà â ñåáÿ. Äîêàçàíî, ÷òî ãèïåðáîëè-÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèþ äîñòàòî÷íîñòè.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Òåõíèêà, ðàçðàáîòàííàÿ âäèññåðòàöèè, ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñïåöèàëèñòàì ïî òåîðèè äèíàìè÷åñêèõñèñòåì, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè. Ïîëó÷åí-íûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äàþò îöåíêó ðàçìåðíîñòè èñêëþ÷èòåëüíûõìíîæåñòâ, ðàçâèòûå ìåòîäû îòêðûâàþò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ èçó÷åíèÿàòòðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåé-øèõ èññëåäîâàíèÿõ ñïåöèàëèñòàìè â ýòîé îáëàñòè.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþ-ùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:1. ñåìèíàð ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëî-ìîíîñîâà ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðàÞ. Ñ. Èëüÿøåíêî (íåîäíîêðàòíî, 2007�2009 ãã.);2. ñåìèíàð ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëî-ìîíîñîâà ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿ ïîä ðóêî-âîäñòâîì ïðîôåññîðà Â. È. Îñåëåäöà, ïðîôåññîðà Á. Ì. Ãóðåâè÷à èäîöåíòà Ñ. À. Ïèðîãîâà (2010 ã.);3. ñåìèíàð îòäåëà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÌÈÀÍ èì. Ñòåêëîâàïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Ä. Â. Àíîñîâà (2011 ã.);4. ëåòíÿÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ (Ñëîâàêèÿ,25 èþíÿ � 7 èþëÿ 2009 ã.),5. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Òîïîëîãèÿ, ãåîìåòðèÿ è äèíàìèêà¿,ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè Â. À. Ðîõëèíà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ,11�16 ÿíâàðÿ 2010).Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â òðåõ ðàáîòàõ, ñïèñîêêîòîðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1�3].6



Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ââåäåíèå, ÷åòûðå ãëàâû è ñïèñîê ëèòåðàòóðû.Âñå ãëàâû ðàçäåëåíû íà ïàðàãðàôû; ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç 5 ïàðàãðà-ôîâ, âòîðàÿ � èç 5 ïàðàãðàôîâ, òðåòüÿ � èç 6 ïàðàãðàôîâ, ÷åòâåðòàÿ �èç 5 ïàðàãðàôîâ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 36 íàèìåíîâàíèé. Îáúåìäèññåðòàöèè � 99 ñòðàíèö.Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ àòòðàêòîðîâ èèíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîëó÷åíèþ îöåíîê õàóñäîð-ôîâîé ðàçìåðíîñòè èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ è ïðèìåíåíèþ ïîëó÷åííûõîöåíîê äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû È. Êàíà, à òàêæå ê èññëåäîâàíèþñâÿçè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè è ýíòðîïèéíîé ðàçìåðíîñòè.Âî ââåäåíèè îñâåùàåòñÿ èñòîðèÿ ðåøàåìûõ çàäà÷. Òàì æå äàþòñÿ îñ-íîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòà-öèè, îïèñûâàåòñÿ åå ñòðóêòóðà.Â ãëàâå 1 äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâàòî÷åê, ÷üè âðåìåííûå ñðåäíèå ñóùåñòâåííî îòêëîíÿþòñÿ îò ïðîñòðàíñòâåí-íûõ ñðåäíèõ äëÿ ëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâàíà äâóìåðíîì òîðå. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì òîðà
FL(x, y) = (ax + by, cx + dy),A =

(

a b

c d

)

∈ SL2. (1)Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ g è âðåìåííûå ñðåä-íèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè p ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà FL. Êëàññè-÷åñêàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà Áèðõãîôà â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿïî÷òè âñåõ òî÷åê p ïî ìåðå Ëåáåãà ñóùåñòâóåò ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ âðåìåí-íûõ ñðåäíèõ, ðàâíûé ïðîñòðàíñòâåííîìó ñðåäíåìó ôóíêöèè g.Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 1 ñîñòîèò â îöåíêå õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíî-ñòè òåõ òî÷åê òîðà, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòè÷íûå âðåìåííûå ñðåäíèå ¾ñèëüíî¿îòëè÷àþòñÿ îò ïðîñòðàíñòâåííîãî.Îïðåäåëåíèå 1. Âðåìåííûì ñðåäíèì ôóíêöèè g âäîëü îðáèò îòîáðàæå-íèÿ F : X → X ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë
g̃(p) = lim

n→∞
gn(p), ãäå gn(p) =

1

n

n
∑

k=0

g ◦ F k(p), (2)åñëè îí ñóùåñòâóåò. 7



Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâåííûì ñðåäíèì ôóíêöèè g ïî ìåðå µ íà-çûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå
ḡ(p) =

∫

X

gdµ. (3)Â äàííîé ãëàâå ïîä ìåðîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìåðà Ëåáåãà. Ðàññìîòðèììíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà ¾ñèëüíî íàðóøàåòñÿ¿.À èìåííî, äëÿ êàæäîãî α > 0 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
Xα = Xg,α := {p | lim

n→∞
|gn(p) − ḡ| ≥ α}. (4)Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîêðûòèå L ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Xêîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñëîì øàðîâ ðàäèóñà ri è îïðåäåëèì d-ìåðíûéîáúåì ýòîãî ïîêðûòèÿ ïî ôîðìóëå:

Vd(L) = Σir
d
i . (5)Îïðåäåëåíèå 3. Õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà X íàçûâàåò-ñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé d, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîêðûòèåìíîæåñòâà X øàðàìè ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûì d-ìåðíûì îáúåìîì.Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà F � îòîáðàæåíèå óäâîåíèÿ îêðóæíîñòè, Þ. Ñ. Èëüÿ-øåíêî áûëà äîêàçàíà ñïåöèàëüíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà. Ýòà òåîðåìàóòâåðæäàåò, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà Xα ìåíüøå ðàçìåð-íîñòè îêðóæíîñòè.Òåîðåìà 1. (Ñïåöèàëüíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ óäâîåíèÿîêðóæíîñòè20) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå óäâîåíèÿ îêðóæíîñòè. Òîãäàäëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè g ∈ C(S1) è ëþáîãî α > 0 âûïîëíåíîñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

dimH Xg,α < 1.Â äèññåðòàöèè äàííûé ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ëèíåéíûõäèôôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâà íà äâóìåðíîì òîðå.Òåîðåìà 2. (Ñïåöèàëüíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ëèíåéíûõàâòîìîðôèçìîâ Àíîñîâà.) Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçìÀíîñîâà FL(x, y) = (ax+ by, cx+ dy) íà äâóìåðíîì òîðå. Ïóñòü g � ïðîèç-âîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà T
2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 0 âûïîëíåíîñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

dimHXg,α < 2.20Yu. Ilyashenko, V. Kleptsyn, P. Saltykov. Openness of the set of boundary preserving maps of an annuluswith intermingled attracting basins. Journal of Fixed Point Theory and Applications. 3:2 (2008), p. 449�463.8



Â ãëàâå 2 èññëåäóåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, íå ïðèòÿãèâàþùèõñÿ ê àòòðàê-òîðó Ìèëíîðà, äëÿ ã¼ëüäåðîâûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé. À èìåííî, ïîêàçà-íî, ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ã¼ëüäåðîâûõ êîñûõïðîèçâåäåíèé ñ áàçîé îêðóæíîñòü è ñëîåì îòðåçîê, äëÿ êîòîðûõ õàóñäîð-ôîâà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê, íå ñòðåìÿùèõñÿ ê àòòðàêòîðó Ìèëíî-ðà, ñòðîãî ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà (òî åñòü äâóõ), ïðè÷åì îöåíêàðàâíîìåðíà ïî ïîëó÷åííîé îêðåñòíîñòè.Îïðåäåëåíèå 4. Àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà AM íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîåçàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ω-ïðåäåëüíûå òî÷êè äëÿ ïî÷òè âñåõ îð-áèò.Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå àòòðàêòîðîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿàñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå íåïîäâèæíûå òî÷êè è ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû.Â ýòîì ñëó÷àå áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ êîìïîíåíò àòòðàêòîðà, òî åñòü òî÷-êè, ñòðåìÿùèåñÿ ê êîìïîíåíòå àòòðàêòîðà, îáðàçóþò îòêðûòóþ îáëàñòü.Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî è â îáùåì ñëó÷àå.Îäíàêî â 1994 ãîäó È. Êàí ïðèâåë ïðèìåð, êîãäà ýòî ñâîéñòâî íå âûïîë-íÿåòñÿ.Ïðèìåð 1 (È. Êàí, 1994). Ïóñòü X = S1× I, ãäå S1 = R/2πZ, I = [0, 1].Òîãäà îòîáðàæåíèå
F : (y, x) 7→ (3y, x + cos(2πx)

x

32
(1 − x)) (6)îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. Äëÿ ïî÷òè ëþáîé (ïî ìåðå Ëåáåãà) íà÷àëüíîé òî÷êè p ∈ X åå îðáèòàñòðåìèòñÿ ê îäíîé èç äâóõ êîìïîíåíò ãðàíèöû:

fn(p) −−−→
n→∞

A0 := S1 × {0} (7)èëè
fn(p) −−−→

n→∞
A1 := S1 × {1}. (8)2. Áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ Bj := {p ∈ X | fn(p) −−−→

n→∞
Aj}, j = 0, 1, ÿâëÿ-þòñÿ ìåòðè÷åñêè âñþäó ïëîòíûìè, ò.å. äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæå-ñòâà U ⊂ X èìååì: µLeb(B0 ∩ U) > 0, µLeb(B1 ∩ U) > 0.Ðàññìîòðèì êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ íàä îêðóæíîñòüþ B = S1; îáîçíà÷èì÷åðåç µ ìåðó Ëåáåãà íà B, è ïóñòü T : B → B � îòîáðàæåíèå óäâîåíèÿ9



îêðóæíîñòè T (y) = 2y mod 1. Îïðåäåëèì êîñîå ïðîèçâåäåíèå G íà ìíî-æåñòâå X = B × [0, 1] ñëåäóþùèì îáðàçîì:
G(y, x) = (T (y), f̃y(x)), (y, x) ∈ X. (9)Ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ Diff2([0, 1]) ìåòðèêîé

d(f, g) = max(dist C2(f, g), dist C2(f−1, g−1)),è áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ êàê íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿèç S1 â Diff2([0, 1]), ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâ-íûõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ C è α ñêàæåì, ÷òî ã¼ëü-äåðîâî êîñîå ïðîèçâåäåíèå � êëàññà (C, α), åñëè êàê îòîáðàæåíèå èç S1â Diff2([0, 1]) îíî ã¼ëüäåðîâî ñ ïîêàçàòåëåì α è êîíñòàíòîé C. Îáîçíà÷èììíîæåñòâî òàêèõ ïðîèçâåäåíèé ÷åðåç H2
(C,α). Ïðîñòðàíñòâî H2

(C,α) ÿâëÿåòñÿçàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé. Äëÿ êàæ-äîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ âèäà (9) îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìàêñèìàëüíûé ïîêà-çàòåëü Ëèïøèöà äëÿ ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé f̃y(x).Îñíîâíîé òåîðåìîé 2-îé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3 (Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà äëÿêîñûõ ïðîèçâåäåíèé). Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå X = B × [0, 1] ã¼ëüäåðîâîêîñîå ïðîèçâåäåíèå êëàññà (C, α):
G(y, x) = (T (y), f̃y(x)), (10)äëÿ êîòîðîãî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå 2α > L. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî:1. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âäîëü ñëîÿ

λ0 =

∫

B

log(f̃y)
′(0) dy è λ1 =

∫

B

log(f̃y)
′(1) dyîòðèöàòåëüíû;2. Ïîñëå çàìåíû êîîðäèíàò

Φ : (0, 1) → R, z = Φ(x) = ln(x/(1− x)),ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèé f̃y îêàçûâàþòñÿ ñòðîãî áîëüøå åäèíèöû(íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îòäåëåíû îò íå¼):
∀y ∈ B, ∀z ∈ R (Φ ◦ f̃y ◦ Φ−1)′(z) > 1. (11)10



Òîãäàa) õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê (x, y), íå ñòðåìÿùèõñÿ íèê A0 = B × {0}, íè ê A1 = B × {1}, äàëåå èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî,ñòðîãî ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà X.b) Ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ
∀y ∈ B

(f̃y)
′′(0)

2(f̃y)′(0)
− 1 + (f̃y)

′(0) > 0,

−
(f̃y)

′′(1)

2(f̃y)′(1)
− 1 + (f̃y)

′(1) > 0, (12)õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü îòäåëåíà îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðàâíî-ìåðíî ïî äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè èñõîäíîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ âïðîñòðàíñòâå H2
(C,α) ã¼ëüäåðîâûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé.Â ãëàâå 3 èññëåäóþòñÿ ãëàäêèå âîçìóùåíèÿ ïðèìåðà È. Êàíà ñ èñïîëü-çîâàíèåì ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 2 ðåçóëüòàòîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè ââåäåíèèäîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (óñëîâèå ìîíîòîííîñòè, ñì. íèæå), âûïîëíÿåòñÿãèïîòåçà È. Êàíà, à èìåííî ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî ãëàäêèõîòîáðàæåíèé êîëüöà â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèõ ãðàíèöó, äëÿ êîòîðûõ áàññåéíûïðèòÿæåíèÿ êîìïîíåíò àòòðàêòîðà îêàçûâàþòñÿ ìåòðè÷åñêè âñþäó ïëîò-íûìè. Îòìåòèì, ÷òî ñàì ïî ñåáå ýòîò ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì, îäíàêîðàçâèòûìè â äèññåðòàöèè ìåòîäàìè äîêàçûâàåòñÿ áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäå-íèå � ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, íå ïðèòÿãèâàþùèõñÿ ê àòòðàêòîðó Ìèëíîðà,íå òîëüêî èìååò íóëåâóþ ìåðó, íî äàæå èìååò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü,ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà âûâîäèò-ñÿ ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü äîëÿ òî÷åê, íå ïðèòÿãèâàþùèõñÿ ê êîìïîíåíòåàòòðàêòîðà â ìàëîé åå îêðåñòíîñòè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãëàäêîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå èç òåîðåìû 3 òàêæå óäîâ-ëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:Óñëîâèå 1 (ìîíîòîííîñòè). Îòîáðàæåíèå T â áàçå êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ (9)èìååò äâå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû y(0) = T k0(y(0)), y(1) = T k1(y(1)) òàêèå,÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëîéíûå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

f̃T k0−1(y(0)) ◦ f̃T k0−2(y(0)) ◦ . . . ◦ f̃y(0)
è f̃T k1−1(y(1)) ◦ f̃T k1−2(y(1)) ◦ . . . ◦ f̃y(1)îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: çà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäû êàæäàÿ èçêîìïîçèöèé èìååò ðîâíî 2 íåïîäâèæíûõ òî÷êè, x = 0 è x = 1, ïðè÷åì âñåýòè òî÷êè ãèïåðáîëè÷åñêèå, è äëÿ ïåðâîé êîìïîçèöèè x = 0 ïðèòÿãèâàåò,à x = 1 îòòàëêèâàåò, à äëÿ âòîðîé íàîáîðîò.11



Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ êîñûõ ïðîèç-âåäåíèé:Òåîðåìà 4 (Óñèëåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü). Ïóñòü G(y, x) =
(T (y), f̃y(x)) � ã¼ëüäåðîâî êîñîå ïðîèçâåäåíèå êëàññà (C, α), óäîâëåòâîðÿ-þùåå óñëîâèÿì òåîðåìû 3 è ãèïîòåçå ìîíîòîííîñòè. Òîãäà íàéäóòñÿ êîí-ñòàíòû c1 > 0, c2 < dimB, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P = (p, x) èçóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè (y(0), 0) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:Ðàññìîòðèì �ãîðèçîíòàëüíóþ� îêðåñòíîñòü

Un := U2−n(p) × {x}òî÷êè P . Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê (q, x) ∈ Un,îáðàçû êîòîðûõ íå ñòðåìÿòñÿ ê A0, ìîæåò áûòü ïîêðûòî îáúåäèíåíèåì ïî
m ≥ (1 + c1)n îáúåäèíåíèé 2c2(m−n) øàðîâ ðàäèóñà 2−m.Áîëåå òîãî, êîíñòàíòû c1 è c2 ìîãóò áûòü âûáðàíû ðàâíîìåðíî ïî ìàëîéîêðåñòíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå H2

(C,α).Òîãäà äëÿ âîçìóùåííîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ èç äàííîé òåîðåìû(â êëàñ-ñå C2 -ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ êðàé) àòòðàêòîð Ìèëíîðà òàê-æå áóäåò ñîñòîÿòü èç êðà¼â ìíîãîîáðàçèÿ A0 = B × {0} è A1 = B × {1}, àáàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ êîìïîíåíò A0 è A1 áóäóò ìåòðè÷åñêè ïëîòíû:Òåîðåìà 5. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå, óäîâëå-òâîðÿþùåå óñëîâèÿì òåîðåìû 3, à òàêæå ãèïîòåçå ìîíîòîííîñòè, ïðè÷åìïîñëîéíûå îòîáðàæåíèÿ F äîñòàòî÷íî áëèçêè ê òîæäåñòâåííûì. Ðàññìîò-ðèì C2-ìàëîå âîçìóùåíèå G îòîáðàæåíèÿ F : X → X, ñîõðàíÿþùåå ãðà-íèöó: G(∂X) = ∂X. Òîãäà àòòðàêòîð Ìèëíîðà îòîáðàæåíèÿ G ñîñòîèò èçäâóõ êîìïîíåíò A0 = B × {0} è A1 = B × {1}, ÷üè áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿìåòðè÷åñêè ïëîòíû.Èç îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà, ñëåäóåò îöåíêà ìåðûòî÷åê, íå ïðèòÿãèâàþùèõñÿ ê êîìïîíåíòå àòòðàêòîðà â ìàëîé åå îêðåñòíî-ñòè:Ïðåäëîæåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xd ìíîæåñòâî B×[0, d]. Òîãäà äëÿ ëþáî-ãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî d ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû C, γ, ÷òî äîëÿ òî÷åêèç Xh, h ∈ (0, d), ñòðåìÿùèõñÿ ê êîìïîíåíòå àòòðàêòîðà B × {0} è íå ïî-êèäàþùèõ Xd, íå ìåíüøå, ÷åì 1 − Chγ äëÿ êàæäîãî èç îòîáðàæåíèé âîêðåñòíîñòè, ïîëó÷åííîé â òåîðåìå 5.12



Â ãëàâå 4 èññëåäóåòñÿ ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé è ýíòðî-ïèéíîé ðàçìåðíîñòüþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.Ïóñòü f : X → X � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî êîìïàê-òà X â ñåáÿ, d � ìåòðèêà íà êîìïàêòå X, Ld � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿîòîáðàæåíèÿ f â ìåòðèêå d.Îïðåäåëåíèå 5. Ðàññìîòðèì ìåòðèêó
dN(x, y) = max

0≤k<N−1
d(f k(x), f k(y))íà X. Òîãäà ε-ñåòü äëÿ ìåòðèêè dN íàçâàåòñÿ (N, ε)-ñåòüþ äëÿ ìåòðèêè d.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ(N, ε) ìîùíîñòü ìèíèìàëüíîé (N, ε)-ñåòè.Ââåäåì ôóíêöèþ h(ε) = limn→∞

ln Σ(n,ε)
n

.Îïðåäåëåíèå 6. Òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
htop(f) = lim

ε→+0
h(ε).Ïóñòü S(r) �ìîùíîñòü ìèíèìàëüíîé r-ñåòè â ìåòðèêå d.Îïðåäåëåíèå 7. Ýíòðîïèéíàÿ ðàçìåðíîñòü ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

X îïðåäåëÿåòñÿ êàê
dimE X = lim

r→+0

lnS(r)

| ln r|
.Äëÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé êîíå÷íîñòü òîïî-ëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè áûëà óñòàíîâëåíà òåîðåìîé Êóøíèðåíêî, äàþùåéýôôåêòèâíóþ îöåíêó äëÿ f : M → M êàê

htop(f) ≤ dimM · ln ‖f ′‖.Ýòà îöåíêà îáîáùàåòñÿ äî ñëåäóþùåé:
htop ≤ inf

d∈D

dimE(X, d) · lnLd(f), (13)ãäå f : X → X � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà â ñåáÿ,
dimE X � ýíòðîïèéíàÿ ðàçìåðíîñòü, à ÷åðåç L(f) îáîçíà÷åíà êîíñòàíòàËèïøèöà îòîáðàæåíèÿ f , íèæíèé ïðåäåë áåðåòñÿ ïî êëàññó ìåòðèê, ïîðîæ-äàþùèõ îäíó è òó æå òîïîëîãèþ.Æèñ ïðåäïîëîæèë, ÷òî íåðàâåíñòâî (13) ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ðà-âåíñòâî. Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:13



Îïðåäåëåíèå 8. Ñõîäèìîñòü â îïðåäåëåíèè htop(f) ýêñïîíåíöèàëüíàÿ, åñ-ëè äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò ìåòðèêà dδ, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíò-íàÿ èñõîäíîé ìåòðèêå d, è êîíñòàíòû C è εδ > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
0 < ε < εδ äëÿ N > C · | ln ε| âåðíî íåðàâåíñòâî

ln(Σdδ
(N, ε))

N
≤ htop + δ. (14)Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû:Òåîðåìà 6 (Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè äëÿ ãèïîòåçû Æèñà). Äëÿ âûïîëíåíèÿðàâåíñòâà

htop = inf
d∈D

dimE(X, d) · lnLd(f).íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèìîñòü â îïðåäåëåíèè htop áûëà ýêñ-ïîíåíöèàëüíîé.Òåîðåìà 7. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ãèïîòåçà Æèñà âåðíà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7 îñíîâàíî íà ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿñõîäèìîñòè (òåîðåìû 6).ß èñêðåííå õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü ïðîôåññîðà äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Þëèÿ Ñåðãååâè÷à Èëüÿøåíêî çà åãî ïîääåðæêó âñåãîäû îáó÷åíèÿ è â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè äèññåðòàöèè, çà ñîçäàííóþ èìïðåêðàñíóþ òâîð÷åñêóþ îáñòàíîâêó è çà áåñêîíå÷íóþ âåðó â ïîçíàíèå,êîòîðàÿ ïåðåäàëàñü è ìíå; òàêæå âûðàæàþ îãðîìíóþ áëàãîäàðíîñòüêàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Âèêòîðó Àëåêñååâè÷ó Êëåïöûíóçà ïëîäîòâîðíûå äèññêóññèè è ãîòîâíîñòü îáñóæäàòü íîâûå èäåè â ëþáîåâðåìÿ ñóòîê.
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