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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ çàäà÷ î íàèìåíüøåì àýðîäèíàìè÷åñêîì
ñîïðîòèâëåíèè, î áèëëèàðäíîì ðàññåÿíèè íà ïðåïÿòñòâèè è ñâÿçàííîé ñ íèìè
çàäà÷è Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷à î íàèìåíüøåì ñîïðîòèâëåíèè áûëà âïåðâûå
ïîñòàâëåíà Íüþòîíîì â åãî êíèãå "Principia". Ðàññìàòðèâàëîñü òåëî, äâèæó-
ùååñÿ â ðàçðåæåííîé ñðåäå íåïîäâèæíûõ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö, â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ÷àñòèöû íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé, à ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ ïîâåðõ-
íîñòüþ òåëà îòðàæàþòñÿ îò íåå àáñîëþòíî óïðóãî. Íüþòîí ðàññìîòðåë çàäà÷ó
î íàõîæäåíèè ôîðìû òåëà, ïðè êîòîðîé ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ òåëà
â ñðåäå ìèíèìàëüíà, â êëàññå âûïóêëûõ òåë ôèêñèðîâàííîé äëèíû è øèðè-
íû, îáëàäàþùèõ âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî îñè, ïàðàëëåëüíîé
íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ.

Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
∫ 1

0

r

1 + ϕ′2(r)
dr (1)

â êëàññå âûïóêëûõ íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé ϕ : [0, 1] → [0, h]. Çäåñü ãðàôèê
ôóíêöèè z = −ϕ(

√
x2 + y2) îïðåäåëÿåò âåðõíþþ ÷àñòü ãðàíèöû òåëà â ïîä-

õîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò (â êîòîðîé äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ââåðõ âäîëü îñè
Oz), à h îáîçíà÷àåò âûñîòó òåëà. Íüþòîí îïèñûâàåò òåëî íàèìåíüøåãî ñîïðî-
òèâëåíèÿ, íî íå äàåò íèêàêèõ óêàçàíèé íà òî, êàêèì îáðàçîì îíî íàéäåíî. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà çàäà÷à ïîñëóæèëà îäíèì èç èñòî-
êîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è äàæå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ1.

Âïîñëåäñòâèè ìàòåìàòèêè íåîäíîêðàòíî îáðàùàëèñü ê çàäà÷å Íüþòîíà è
åå ìîäèôèêàöèÿì. Êàê ïðàâèëî, ìîäèôèêàöèè çàêëþ÷àëèñü â òîì, ÷òî çàäà÷à
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (1) ðàññìàòðèâàëàñü â êëàññàõ ôóíêöèé, îòëè÷-
íûõ îò íüþòîíîâñêîãî. Òàê, â ðàáîòå Ëåæàíäðà2 çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (1) ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü ïðè óñëîâèè, ÷òî äëèíà ãðàôèêà ôóíêöèè f (à íå åå àìïëèòóäà
h) ïîñòîÿííà.

Â 1993 ã. íà÷àëñÿ íîâûé ýòàï â èçó÷åíèè ýòîé çàäà÷è. Áûëà ïîñòàâëåíà çà-
äà÷à î ìèíèìèçàöèè ñîïðîòèâëåíèÿ â êëàññå âûïóêëûõ (íå îáÿçàòåëüíî îñå-
ñèììåòðè÷íûõ) òåë, âïèñàííûõ â çàäàííûõ ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð (ñêà-
æåì, ðàäèóñà 1 è âûñîòû h)3. Îíà ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

∫ ∫

Ω

1

1 + |∇f(x, y)|2 dx dy (2)

1Àëåêñååâ Â.Ì., Òèõîìèðîâ Â.Ì., Ôîìèí Ñ.Â. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. � 2-å èçä. � Ì., Ôèçìàòëèò,
2005.

2Legendre, A.M. M�emoire sur la Mani�ere de distinguer le Maxima et les Minima dans les Calcul des
Variations. M�emoires de L'Acad�emie royale des Sciences, Ann�ee MDCCLXXVI (Paris 1788), pp. 7-37.

3G. Buttazzo and B. Kawohl. On Newton's problem of minimal resistance. Math. Intell. 15, 7-12 (1993).
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â êëàññå âûïóêëûõ ôóíêöèé f : Ω → [0, h], ãäå Ω � åäèíè÷íûé êðóã. Òà-
êèì îáðàçîì, îò îäíîìåðíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è ïåðåøëè ê (íàìíîãî áîëåå
òðóäíîé) çàäà÷å â äâóõ èçìåðåíèÿõ. Îíà äî ñèõ ïîð íå ðåøåíà ïîëíîñòüþ;
òåì íå ìåíåå â ñòàòüÿõ4 áûë ïîëó÷åí ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ÷àñòíîñòè,
áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2) ñóùåñòâóåò è íå ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåò-
ðè÷íûì, à ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå ñîïðîòèâëåíèå ìåíüøå íüþòîíîâñêîãî.
Áûëè óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèè. Êðîìå òî-
ãî, áûëî íàéäåíî ðåøåíèå â áîëåå óçêîì êëàññå ôóíêöèé, ãðàôèê êîòîðûõ åñòü
âûïóêëîå çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè z = 0
è âûïóêëîãî ìíîæåñòâà â ïëîñêîñòè z = h5.

Â ñòàòüå3 áûë òàêæå ïîñòàâëåí âîïðîñ î íàõîæäåíèè òåëà íàèìåíüøåãî ñî-
ïðîòèâëåíèÿ â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ íåâûïóêëûõ òåë. Çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòà-
òû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû Êîìòå è Ëàøàí-Ðîáåðîì6. Íåêîòîðûå
çàäà÷è áûëè èìè ñ áîëüøîé èçîáðåòàòåëüíîñòüþ ðåøåíû â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî êàæäàÿ ÷àñòèöà ñðåäû èñïûòûâàåò íå áîëüøå îäíîãî ñîóäàðåíèÿ ñ òåëîì.
Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå single impact assumption. Îíî ÿâëÿåò-
ñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîïðîòèâëåíèå òåëà
âûðàæàëîñü ôîðìóëîé (2), è ïîýòîìó ñëóæèò íåîáõîäèìîé ïðåäïîñûëêîé äëÿ
ïðèìåíèìîñòè âàðèàöèîííûõ òåõíèê ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñîïðîòèâëåíèÿ.

Áåç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, îäíàêî, âîïðîñ î íàèìåíüøåì ñîïðîòèâëåíèè
íåâûïóêëûõ òåë íåêîòîðîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Âïîñëåäñòâèè ñòàëî
ÿñíî, ÷òî çàäà÷è òàêîãî ðîäà ñëåäóåò ðåøàòü ñ ïðèâëå÷åíèåì ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè áèëëèàðäîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà òåîðèÿ äîñòèãëà âûñîêîãî
óðîâíÿ ðàçâèòèÿ; îáçîðû ïî ýòîé òåîðèè, ðàçíîé ñòåïåíè òðóäíîñòè è îõâàòà
ìàòåðèàëà, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ7. Äåòàëüíî èçó÷åíû áèëëèàð-
äû âíóòðè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (ê òàêèì áèëëèàðäàì ìîæíî ñâåñòè è ãàç
Ëîðåíöà); èìåþòñÿ ðåçóëüòàòû î áèëëèàðäàõ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ (ê
íèì îòíîñÿòñÿ è ðåçóëüòàòû ïî îöåíêå ÷èñëà ñîóäàðåíèé â ñèñòåìå êîíå÷íîãî

4F. Brock, V. Ferone, and B. Kawohl. A symmetry problem in the calculus of variations. Calc. Var. 4, 593-
599 (1996); G. Buttazzo, V. Ferone, and B. Kawohl. Minimum problems over sets of concave functions and
related questions. Math. Nachr. 173, 71-89 (1995); G. Buttazzo and P. Guasoni. Shape optimization problems
over classes of convex domains. J. Convex Anal. 4, 343-351 (1997); T. Lachand-Robert and M. A. Peletier.
An example of non-convex minimization and an application to Newton's problem of the body of least resistance.
Ann. Inst. H. Poincar�e, Anal. Non Lin. 18, 179-198 (2001); T. Lachand-Robert and E. Oudet. Minimizing within
convex bodies using a convex hull method. SIAM J. Optim. 16, 368-379 (2006).

5T. Lachand-Robert and M. A. Peletier. Newton's problem of the body of minimal resistance in the class of
convex developable functions. Math. Nachr. 226, 153-176 (2001).

6M. Comte and T. Lachand-Robert. Newton's problem of the body of minimal resistance under a single-impact
assumption. Calc. Var. Partial Di�er. Equ. 12, 173-211 (2001); M. Comte and T. Lachand-Robert. Existence of
minimizers for Newton's problem of the body of minimal resistance under a single-impact assumption. J. Anal.
Math. 83, 313-335 (2001).

7Ã.À. Ãàëüïåðèí è À.Í. Çåìëÿêîâ. Ìàòåìàòè÷åñêèå áèëüÿðäû. Ì.: Íàóêà, 1990; Ã.À. Ãàëüïåðèí è
Í.È. ×åðíîâ. Áèëëèàðäû è õàîñ. Ì.: Çíàíèå, 1991; Â.Â. Êîçëîâ è Ä.Â. Òðåùåâ. Áèëëèàðäû. Ãåíåòè÷åñêîå
ââåäåíèå â äèíàìèêó ñèñòåì ñ óäàðàìè. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1991; S. Tabachnikov. Billiards, Paris: Soci�et�e
Math�ematique de France (1995); S. Tabachnikov. Geometry and billiards. (Student Mathematical Library, Vol.
30.) Providence, RI: AMS, 2005; N. Chernov and R. Markarian. Chaotic billiards. American Mathematical
Society, 2006.
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÷èñëà øàðîâ)8. Îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, ìàëî èëè ñîâñåì íå èçó÷àëñÿ áèëëèàðä
âî âíåøíîñòè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd.9 Òàêàÿ
òåîðèÿ ìîãëà áû ñûãðàòü ðîëü êîðïóñêóëÿðíîãî àíàëîãà òåîðèè âîëíîâîãî
ðàññåÿíèÿ íà ïðåïÿòñòâèè.

Åùå îäíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà, êîòîðàÿ òàêæå îêàçàëàñü òåñíî ñâÿ-
çàííîé ñ çàäà÷àìè î íàèìåíüøåì ñîïðîòèâëåíèè, � ýòî çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòî-
ðîâè÷à îá îïòèìàëüíîì ïåðåíîñå ìàññû. Îíà âåñüìà äèíàìè÷íî ðàçâèâàåòñÿ
íà÷èíàÿ ïðèìåðíî ñ ñåðåäèíû 80-õ ãã. (ñì. êíèãè è îáçîðû10). Ïî-âèäèìîìó,
îïèñàíèå îïòèìàëüíîãî òðàíñïîðòà â ÿâíîì âèäå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ëèøü
â íåêîòîðûõ âåñüìà ðåäêèõ ñëó÷àÿõ; òåì íå ìåíåå, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿâ-
ëåíèå òàêèõ ñëó÷àåâ è îïèñàíèå òî÷íûõ ðåøåíèé. (Ñèòóàöèÿ çäåñü òàêàÿ æå,
êàê è â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.) Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èç-
âåñòíî åùå î÷åíü íåìíîãî òàêèõ ñëó÷àåâ. Îòìåòèì çäåñü ñòàòüè Ìàê-Êåííà11
è Óêåëüìàíà12 â îäíîìåðíîé çàäà÷å è Â.Ë. Ëåâèíà13 â äâóìåðíîé çàäà÷å.
Ìàê-Êåíí èçó÷àë çàäà÷ó íà ïðÿìîé ñ ÷åòíîé ôóíêöèåé öåííîñòè, âîãíóòîé
íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Óêåëüìàí ðàññìàòðèâàë ôóíêöèþ öåííîñòè ñ òðå-
ìÿ èíòåðâàëàìè âûïóêëîñòè è íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû,
çàäàííûå ëåáåãîâîé ìåðîé íà åäèíè÷íîì îòðåçêå. Â.Ë. Ëåâèí ðàññìàòðèâàë
íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, çàäàííîå ëåáåãîâîé ìåðîé íà íåêîòîðîé ôèãóðå íà
ïëîñêîñòè � â ÷àñòíîñòè, áûëè ðàññìîòðåíû ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðà 1 × 2,
ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, � è êîíå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîëó÷åí-
íîå èç íà÷àëüíîãî íåêîòîðîé èçîìåòðèåé: ïðÿìîóãîëüíèê ïîâîðà÷èâàëñÿ âî-
êðóã ñâîåãî öåíòðà íà 900; òðåóãîëüíèê ïîâîðà÷èâàëñÿ âîêðóã öåíòðà íà 600
èëè îòðàæàëñÿ îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ñâîèõ ñòîðîí; êâàäðàò ïîâîðà÷èâàëñÿ
âîêðóã öåíòðà íà 450. Ôóíêöèÿ öåííîñòè ðàâíÿëàñü ðàññòîÿíèþ èëè êâàäðàòó
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. Êðîìå òîãî, Â.Ë. Ëåâèí ðàññìîòðåë äâå
ôèãóðû, ïîëó÷åííûå îäíà èç äðóãîé ñäâèãîì, è ôóíêöèþ öåííîñòè, ðàâíóþ

8ß.Ã. Ñèíàé. Áèëëèàðäíûå òðàåêòîðèè â ìíîãîãðàííîì óãëå. ÓÌÍ, 1978, ò. 33, âûï. 1 (199), ñ. 229-230;
T. J. Murphy and E.G.D. Cohen. On the sequences of collisions among hard spheres in in�nite space, pp 29-50,
in "Hard ball systems and the Lorentz gas"(Editor D. Sz�asz), Springer, 2000.

9Çäåñü ìû íå êàñàåìñÿ òåîðèè òàê íàçûâàåìîãî âíåøíåãî áèëëèàðäà, â êîòîðîé äèíàìèêà îïðåäåëÿåòñÿ
ïî-äðóãîìó.

10S.T. Rachev, L. R�uschendorf. Mass transportation problems. Vol. 1: Theory. Springer, 1998; L. Ambrosio.
Lecture notes on optimal transport problems. Lectures given in Madeira (PT), Euro Summer School
"Mathematical aspects of evolving interfaces 2-9 July 2000; C. Villani. Topics in optimal transportation.
Graduate Studies in Mathematics, 58. American Mathematical Society, Providence, RI, 2003; L. C. Evans.
Partial di�erential equations and Monge-Kantorovich mass transfer, pp. 26-87, in "Current Developments in
Mathematics"(R. Bott et al., eds), International Press, Cambridge, 1997.

11R. J. McCann. Exact solutions to the transportation problem on the line. Proc. R. Soc. Lond. A 455, 1341-
1380 (1999).

12L. Uckelmann. Optimal couplings between one-dimensional distributions. Distributions with given marginals
and moment problems (ed. V. Benes & J. Stepan), pp. 275-281. Dordrecht: Kluwer (1997).

13Â.Ë. Ëåâèí. Ðåøåíèå çàäà÷ Ìîíæà è Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à. Òåîðèÿ è ïðèìåðû. ÄÀÍ 388, No.1, 7-10
(2003); V. L. Levin. Optimal solutions of the Monge problem. Advances in Mathematical Economics, 6, 85-122
(2004); Â.Ë. Ëåâèí. Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè è òî÷íûå ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à.
Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ, 312 (2004). Ñïåöèàëüíûé âûïóñê "Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé. Äèíàìè-
÷åñêèå ñèñòåìûXI (îòâåòñòâåííûé ðåäàêòîð À.Ì. Âåðøèê), ñ 1456-1463.
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êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ. Âî âñåõ îïèñûâàåìûõ ñëó÷àÿõ îïòèìàëüíûé òðàíñïîðò
ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-èçîìåòðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñïåöèàëüíîãî
âèäà.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ (i) èçó÷åíèå
çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ òåëà â ðàçðåæåííîé ñðåäå äëÿ
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ êàê âûïóêëûõ, òàê è (ïðåèìóùåñòâåííî) íåâûïóêëûõ òåë,
äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà è äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòóïàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ âìåñòå ñ âðàùåíèåì; (ii) èçó÷åíèå çàäà÷ î õàðàêòåðèçàöèè áèë-
ëèàðäíîãî ðàññåÿíèÿ íà íåâûïóêëûõ è øåðîõîâàòûõ òåëàõ; (iii) ïîëó÷åíèå
â ÿâíîì âèäå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à íà ïðÿìîé ñ íå÷åòíîé è
âîãíóòîé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ôóíêöèåé öåííîñòè è çàäà÷è Ìîíæà-
Êàíòîðîâè÷à íà ñôåðå ñ ôóíêöèåé öåííîñòè, ðàâíîé êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ;
(iv) âûÿâëåíèå ñâÿçè ìåæäó ýòèìè òðåìÿ âèäàìè çàäà÷.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû
òåîðèè áèëëèàðäîâ (ãëàâû 2, 4, 6). Â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì âûïóê-
ëûõ òåë, ìû îáðàùàåìñÿ ê âàðèàöèîííûì ìåòîäàì (ãëàâà 3). Â ãëàâàõ 5 è 7
èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû îïòèìàëüíîãî òðàíñïîðòà ìàññû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñ-
íîâíûå ðåçóëüòàòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

• Äëÿ íåñêîëüêèõ êëàññîâ íåâûïóêëûõ òåë â ñëó÷àå ïîñòóïàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ äîêàçàíî, ÷òî èíôèìóì ñîïðîòèâëåíèÿ ðàâåí íóëþ.

•Ïîäðîáíî èçó÷åíà îáîáùåííàÿ çàäà÷à Íüþòîíà äëÿ âûïóêëûõ îñåñèììåò-
ðè÷íûõ òåë, äâèæóùèõñÿ â ñðåäå ñ òåïëîâûì äâèæåíèåì ÷àñòèö. Îáíàðóæåíî,
÷òî èìååòñÿ 2 âèäà ðåøåíèé â òðåõìåðíîì ñëó÷àå è 5 âèäîâ ðåøåíèé â äâóìåð-
íîì ñëó÷àå, è íàéäåíû óñëîâèÿ (íà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òåëà è ðàñïðåäåëåíèå
ñêîðîñòåé òåïëîâîãî äâèæåíèÿ), îáåñïå÷èâàþùèå ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ
òîìó èëè èíîìó âèäó.

• Äàíî îïðåäåëåíèå øåðîõîâàòîãî òåëà, àäàïòèðîâàííîå ê çàäà÷å î áèëëè-
àðäíîì ðàññåÿíèè íà ïîâåðõíîñòè. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î õàðàêòåðèçàöèè
çàêîíîâ áèëëèàðäíîãî ðàññåÿíèÿ íà íåâûïóêëûõ è øåðîõîâàòûõ òåëàõ.

• Ðåøåíà ÷àñòíàÿ çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à íà ïðÿìîé ñ íå÷åòíîé ôóíê-
öèåé öåííîñòè, âîãíóòîé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, à òàêæå ÷àñòíàÿ çàäà÷à
Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à íà ñôåðå, ãäå ôóíêöèÿ öåííîñòè ðàâíà êâàäðàòó ðàññòî-
ÿíèÿ.

• Ðåøåíà äâóìåðíàÿ çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè ñîïðîòèâëåíèÿ íåâûïóêëîãî òå-
ëà ôèêñèðîâàííîé ïëîùàäè äëÿ ñëó÷àÿ ìåäëåííîãî ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ.
Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ðåøåíà çàäà÷à îá îïòèìàëü-
íîì ðèôëåíèè âûïóêëîãî ìåäëåííî âðàùàþùåãîñÿ (êóâûðêàþùåãîñÿ) òåëà,
îáåñïå÷èâàþùåì íàèìåíüøåå èëè íàèáîëüøåå ñîïðîòèâëåíèå.

• Èçó÷åíà äèíàìèêà áûñòðî âðàùàþùåãîñÿ øåðîõîâàòîãî äèñêà, äâèæóùå-
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ãîñÿ íà ïëîñêîñòè. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ñèëû è ìîìåíòà ñèëû, äåéñòâó-
þùèõ íà äèñê, îò âèäà øåðîõîâàòîñòè. Ýòà çàâèñèìîñòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû. Çàäà÷à î íàõîæäåíèè âñåõ âîçìîæíûõ ñèë ñòàâèòñÿ
è ðåøàåòñÿ êàê âåêòîðíîçíà÷íàÿ çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû â òåîðèè áèëëèàðäîâ, â
òåîðèè îïòèìàëüíîãî òðàíñïîðòà ìàññû, â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ôîðìû. Â òî
æå âðåìÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ êîñìè÷åñêîé
àýðîäèíàìèêè è ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëå-
äóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì è ïðèëîæåíè-
ÿì ê òåîðåòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè Â. Ì. Àëåêñååâà,
Ìîñêâà, äåêàáðü 2002 ã.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Êîëìîãîðîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà",
Ìîñêâà, èþíü 2003 ã.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äè-
íàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Ñóçäàëü, 2004 è 2010 ãã.

• 4-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèî-
íàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, Ìîñêâà, àâã. 2005 ã.

• 22-ÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ñìåæíûì âîïðî-
ñàì, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè È. Ã. Ïåòðîâñêîãî, ÌÃÓ, ìàé 2007 ã.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî àíàëèçó è ñèíãóëÿðíîñòÿì, ïîñâÿùåí-
íàÿ 70-ëåòèþ Â.È. Àðíîëüäà, Ìîñêâà, àâãóñò 2007 ã.

• XXIV Workshop on Geometric Methods in Physics, BiaÃlowie
za (Ïîëüøà),
èþíü 2005 ã.

• MSRI Workshop on Optimal Mass Transport and its Applications, Áåðêëè
(ÑØÀ), íîÿáðü 2005 ã.

• Workshop on Calculus of Variations, Oberwolfach (Ãåðìàíèÿ), 2006 è 2010
ãã.

• ICMS Workshop on Optimal Transportation and Applications to Geophysics
and Geometry, óíèâåðñèòåò Ýäèíáóðãà (Âåëèêîáðèòàíèÿ), èþëü 2007 ã.

• Workshop on Variational Analysis and Aerospace Engineering, Erice (Èòà-
ëèÿ), 2007 è 2010 ãã.

• Workshop on Geometric Probability and Optimal Transportation, Èíñòèòóò
Ôèëäñà, Òîðîíòî (Êàíàäà), íîÿáðü 2010 ã.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü òàêæå íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñå-
ìèíàðàõ:

• ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ñåìèíàð ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ïîä ðóê.
àêàä. ÐÀÍ Ä.Â. Àíîñîâà è ïðîô. À.Ì. Ñòåïèíà, 2002, 2003, 2004, 2006 ãã, ìàðò
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è ñåíò. 2008 ã, 2009 ã.
• Ñåìèíàð Ìàòåìàòè÷åñêîãî Èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ìîñêâà,

2004, 2010 ãã.
• ÈÏÏÈ èì. À.À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ, Ìîñêâà (ñåìèíàð äîáðóøèíñêîé ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè è ñåìèíàð ïîä ðóê. àêàä. ÐÀÍ ß.Ã. Ñèíàÿ): 2004,
2005, 2006, 2008, 2009, 2010 ãã.

• ñåìèíàð êàôåäðû àýðîìåõàíèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2004 ã.
• ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ñåìèíàð êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè

ïîä ðóê. âèöå-ïðåçèäåíòà ÐÀÍ àêàä. Â.Â. Êîçëîâà è ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ä.Â. Òðå-
ùåâà, 2005, 2008, 2010 ãã.

• ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ñåìèíàð ïî ãåîìåòðèè ïîä ðóê. àêàä. ÐÀÍ
À.Ò. Ôîìåíêî, 2005 è 2008 ãã.

• Ñåìèíàð êàôåäðû ÎÏÓ ïîä ðóê. ïðîô. Â.Ì. Òèõîìèðîâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà, ìàðò 2010 ã.

• Ñåìèíàð ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, Èíñòèòóò Ïðèêëàäíîé Ìàòåìàòèêè
èì Ì.Â. Êåëäûøà, Ìîñêâà, äåê. 2010 ã.

• Ñåìèíàð â Íåçàâèñèìîì Óíèâåðñèòåòå, Ìîñêâà, ìàðò 2010 ã.
• Ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà Ïèçû (Èòàëèÿ) ïîä ðóê. ïðîô. Äæ. Áóòòàööî,

2003 ã.
• Ñåìèíàð ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Óíèâåðñèòåò ã. Ïîðòî (Ïîðòóãà-

ëèÿ), 2003, 2004, 2007 ãã.; ñåìèíàð â Instituto Superior T�ecnico, Ëèññàáîí (Ïîð-
òóãàëèÿ), ôåâðàëü è ìàé 2004 ã. è 2005 ã.; ñåìèíàð â Ëèññàáîíñêîì óíèâåðñè-
òåòå, ôåâð. 2007 ã.

• Ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà Chamb�ery (Ôðàíöèÿ), ÿíâ. 2004 ã.
• Ñåìèíàð â Georgia Institute of Technology, Àòëàíòà, ÑØÀ, ìàðò 2006 ã.
• Ñåìèíàð íà Ôèëäñîâñêîì Êîëëîêâèóìå ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, Òî-

ðîíòî, Êàíàäà, ÿíâ. 2007 ã.
• Ñåìèíàð DynamIC, Imperial College, Ëîíäîí, ÿíâ. 2008 ã.
• Ñåìèíàð â University of Surrey, îêò. 2008 ã.
• London Analysis Seminar, University College of London (Âåëèêîáðèòàíèÿ),

îêò. 2010 ã.
• Ñåìèíàð â óíèâåðñèòåòå ã. Ëèäñà (Âåëèêîáðèòàíèÿ), îêò. 2010 ã.
• Ñåìèíàð â Queen Mary University of London (Âåëèêîáðèòàíèÿ), îêò. 2010.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 15 ðà-

áîòàõ àâòîðà, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå
àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ñåìè ãëàâ, ðàçáèòûõ
íà ðàçäåëû (ïåðâàÿ ãëàâà � ââåäåíèå), è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 67 íàèìåíîâà-
íèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 223 ñòðàíèö. Íóìåðàöèÿ òåîðåì,
ëåìì, ôîðìóë, ðèñóíêîâ � äâîéíàÿ: íîìåð ãëàâû è ñîáñòâåííûé íîìåð. Â
ðàáîòå èìååòñÿ 48 èëëþñòðàöèé.
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ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ãëàâà 1: Ââåäåíèå. Â ïåðâîé ãëàâå âíà÷àëå äàíà îáùàÿ õàðàêòåðèñòè-
êà ðàáîòû: èñòîðè÷åñêèé îáçîð ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ è ôîðìóëèðîâêà
çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèè. Çàòåì äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êî-
òîðûå ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì: îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèå
òåëà, áèëëèàðäíîãî ðàññåÿíèÿ íà íåì è ñîïðîòèâëåíèÿ òåëà.

Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé â Rd, d ≥ 2, íàçûâà-
åòñÿ òåëîì è îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé B. Ðàññìàòðèâàåòñÿ áèëëèàðä â Rd \ B è
âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå îãðàíè÷åííîå òåëî C, ñîäåðæàùåå B. Îáîçíà÷èì n(ξ)
âíåøíþþ åäèíè÷íóþ íîðìàëü ê ∂C â ðåãóëÿðíîé òî÷êå ξ ∈ ∂C è 〈· , ·〉 � ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Îáîçíà÷èì òàêæå (∂C×Sd−1)± := {(ξ, v) ∈ ∂C×Sd−1 :
±〈n(ξ), v〉 ≥ 0}.

Äëÿ áèëëèàðäíîé ÷àñòèöû, â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå ξ è
èìåþùåé ñêîðîñòü v, (ξ, v) ∈ (∂C ×Sd−1)−, ôèêñèðóåì òî÷êó ξ+ = ξ+B,C(ξ, v),
â êîòîðîé ÷àñòèöà ïåðåñå÷åò ∂C âî âòîðîé ðàç, è åå ñêîðîñòü v+ = v+B,C(ξ, v)
â ýòîé òî÷êå. Îòîáðàæåíèå ξ+B,C(ξ, v), v+B,C(ξ, v) îïèñûâàåò áèëëèàðäíîå ðàñ-
ñåÿíèå íà òåëå B.

Ñîïðîòèâëåíèå òåëà B îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Rχ(B) :=

∫

(∂C×Sd−1)−
c(v, v+B,C(ξ, v)) |〈n(ξ), v〉| dξ dχ(v). (3)

Îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà îáúåìëþùåãî òåëà C. Çäåñü ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ (öåííîñòè) c : Sd−1 × Sd−1 → Rq, q ≥ 1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
c(v, v) = 0, è áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà χ íà Sd−1 îïðåäåëÿþòñÿ ñïåöè-
ôèêîé çàäà÷è.

Òàê, ôóíêöèÿ c(v, v+) = v− v+ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà íà íåïîäâèæ-
íîå òåëî íàëåòàåò ïîòîê ÷àñòèö, ïðè÷åì ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â ïîòîêå
çàäàåòñÿ ìåðîé χ. Â ýòîì ñëó÷àå Rχ (3) åñòü ñèëà äàâëåíèÿ ïîòîêà íà òåëî.
Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå v−v+B(ξ, v) ïðîïîðöèîíàëüíî èìïóëüñó, êîòîðûé
èíäèâèäóàëüíàÿ ÷àñòèöà ïåðåäàåò òåëó.

Â ÷àñòíîñòè, îáîçíà÷èì δv0 âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå
v0 ∈ Sd−1; òîãäà Rδv0

(B) åñòü ñîïðîòèâëåíèå òåëà â íàïðàâëåíèè v0.
Ôóíêöèÿ c(v, v+) = 〈v−v+, v〉 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà íà òåëî íàëåòàåò

ïîòîê ïàðàëëåëüíûõ ÷àñòèö, ïðè÷åì íàïðàâëåíèå ïîòîêà âûáèðàåòñÿ ñëó÷àé-
íî èç Sd−1 ñ ðàñïðåäåëåíèåì χ. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå Rχ ðàâíî ìàòåìàòè-
÷åñêîìó îæèäàíèþ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñèëû äàâëåíèÿ ïîòîêà. Ïîäûí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå 〈v− v+B(ξ, v), v〉 ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîåêöèè èìïóëüñà,
ïåðåäàííîãî òåëó èíäèâèäóàëüíîé ÷àñòèöåé, íà íàïðàâëåíèå ïîòîêà.

Ôóíêöèè öåííîñòè c äðóãèõ âèäîâ (êàê ñêàëÿðíûå, òàê è âåêòîðíîçíà÷-
íûå) èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷å îïòèìèçàöèè ñîïðîòèâëåíèÿ áûñòðî âðàùàþùå-
ãîñÿ øåðîõîâàòîãî äèñêà.
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Àýðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à Íüþòîíà è åå íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå ñôîð-
ìóëèðîâàíû âî ââåäåííûõ âûøå òåðìèíàõ.

Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Íüþòîíà åñòü âûïóêëîå òåëî
âðàùåíèÿ, ïåðåäíÿÿ è çàäíÿÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî åñòü ïëîñêèå äèñêè,
à áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ãëàäêàÿ è ñòðîãî âûïóêëàÿ. Íåôîðìàëüíî âûðàæàÿñü,
ýòî òåëî íàïîìèíàåò óñå÷åííûé êîíóñ ñî ñëåãêà ðàçäóòîé áîêîâîé ïîâåðõíî-
ñòüþ. Óãîë èçëîìà ïîâåðõíîñòè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ïåðåäíåãî äèñêà ðàâåí
1350.

Äàëåå â ãëàâå 1 êðàòêî èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ïîñëåäóþùèõ ãëàâ äèññåðòà-
öèè.

Ãëàâà 2: Çàäà÷à î íàèìåíüøåì ñîïðîòèâëåíèè ïîñòóïàòåëüíî äâè-
æóùèõñÿ òåë. Ýòà çàäà÷à èçó÷åíà â íåêîòîðûõ êëàññàõ íåâûïóêëûõ òåë. À
èìåííî, ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå êëàññû:

(1) P(h) � êëàññ ñâÿçíûõ òåë B, ñîäåðæàùèõñÿ â íåêîòîðîì ïðÿìîì êðó-
ãîâîì öèëèíäðå è òàêèõ, ÷òî ïðîåêöèÿ B íà ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ ïåðïåí-
äèêóëÿðíîå ñå÷åíèå öèëèíäðà, ñîâïàäàåò ñ ýòèì ñå÷åíèåì.

(2) S(h) � êëàññ ñâÿçíûõ òåë, ñîäåðæàùèõñÿ â öèëèíäðå è ñîäåðæàùèõ
õîòÿ áû îäíî åãî ïåðïåíäèêóëÿðíîå ñå÷åíèå.

(3) Äëÿ ëþáûõ äâóõ âûïóêëûõ îãðàíè÷åííûõ òåë K1 è K2 òàêèõ, ÷òî K1 ⊂
K2 è ∂K1 ∩ ∂K2 = ∅, B(K1, K2) îáîçíà÷àåò êëàññ ñâÿçíûõ òåë B òàêèõ, ÷òî
K1 ⊂ B ⊂ K2.

Ðàññìîòðåíû çàäà÷è î íàèìåíüøåì ñîïðîòèâëåíèè Rδv0
â êëàññàõ (1), (2)

è (3), ãäå âåêòîð v0 â ñëó÷àÿõ (1) è (2) ïàðàëëåëåí îñè öèëèíäðà. Ðåçóëüòàòû
âûðàæåíû ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 1. Â êàæäîì èç òðåõ êëàññîâ P(h), S(h), B(K1, K2) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî inf Rδv0

(B) = 0.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëó÷åí äîâîëüíî íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò: â êàæäîì èç

ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ ñóùåñòâóþò "ïî÷òè àáñîëþòíî îáòåêàåìûå" òåëà.
Íàêîíåö, ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î íàèìåíüøåì ñîïðîòèâëåíèè äëÿ àíà-

ëîãîâ êëàññîâ (1) è (2) â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Íàéäåí èíôèìóì ñîïðîòèâëåíèÿ;
îí âñåãäà ïîëîæèòåëåí.

Ãëàâà 3: Çàäà÷à Íüþòîíà â ñðåäàõ ñ íåíóëåâîé òåìïåðàòóðîé.
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè ñîïðîòèâëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ
òåïëîâîå äâèæåíèå ÷àñòèö ñðåäû, â òðåõìåðíîì è äâóìåðíîì ñëó÷àÿõ. Îíà
(êàê è êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Íüþòîíà) ðåøåíà â êëàññå âûïóêëûõ îñåñèììåò-
ðè÷íûõ òåë ôèêñèðîâàííîé äëèíû è øèðèíû, ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùèõñÿ â
ñðåäå.

Îêàçûâàåòñÿ, â ñëó÷àå íåíóëåâîé òåìïåðàòóðû âîçíèêàåò ãîðàçäî áîëüøåå
ðàçíîîáðàçèå ðåøåíèé, íåæåëè â èñõîäíîé çàäà÷å Íüþòîíà. Â îòëè÷èå îò çà-
äà÷è Íüþòîíà, çäåñü ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü ñîñòàâ ñðåäû: ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ
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îäíîðîäíîé (òî åñòü ñîäåðæàùåé ÷àñòèöû îäèíàêîâîé ìàññû) ñðåäû íå òàêîå,
êàê â ñëó÷àå ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò è òåì
ñàìûì ñîäåðæàùåé ÷àñòèöû ðàçëè÷íîé ìàññû.

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èìååòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ âèäà ðåøåíèé. Ðåøåíèå ïåð-
âîãî âèäà ïîäîáíî ðåøåíèþ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Íüþòîíà: çàäíÿÿ ÷àñòü åãî
ïîâåðõíîñòè åñòü ïëîñêèé äèñê, à ïåðåäíÿÿ åå ÷àñòü ñîñòîèò èç ïëîñêîãî äèñêà
ìåíüøåãî ðàçìåðà ïîñðåäèíå è ñòðîãî âûïóêëîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Çàìå-
òèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ Íüþòîíà, óãîë èçëîìà ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè
â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ïåðåäíåãî äèñêà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâåí 1350.

Ðåøåíèå âòîðîãî âèäà åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ òåë, ïîäîáíûõ ðåøåíèþ Íüþ-
òîíà, "ñêëååííûõ" çàäíèìè ÷àñòÿìè ñâîèõ ïîâåðõíîñòåé. Äëèíà (âäîëü íà-
ïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ) ïåðåäíåãî òåëà âñåãäà áîëüøå äëèíû çàäíåãî "ïåðåâåð-
íóòîãî"òåëà. Ðåøåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî âèäà ðåàëèçóþòñÿ, êîãäà ñêîðîñòü V

äâèæåíèÿ òåëà â ñðåäå áîëüøå èëè ìåíüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
Vc, ñîîòâåòñòâåííî.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé â íåêîòîðîì ñìûñëå áîëåå
ñëîæíàÿ. Ñóùåñòâóåò ïÿòü âèäîâ ðåøåíèé:

(à) òðàïåöèÿ;
(á) ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê;
(â) îáúåäèíåíèå òðåóãîëüíèêà è òðàïåöèè;
(ã) îáúåäèíåíèå äâóõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ;
(ä) îáúåäèíåíèå äâóõ òðåóãîëüíèêîâ è òðàïåöèè.
Ðåøåíèÿ (à) � (ã) ðåàëèçóþòñÿ äëÿ ëþáûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòåé òåïëî-

âîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ñðåäå è äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé V ; ðåøåíèå (ä) ðåàëè-
çóåòñÿ ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíûå ôîðìû (à) �
(ã) ðåàëèçóþòñÿ óæå â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà, â òî âðåìÿ êàê
ôîðìà (ä) ìîæåò âîçíèêíóòü â ñëó÷àå, êîãäà ãàç åñòü ñìåñü ïî êðàéíåé ìåðå
äâóõ îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â äâóìåðíîì àíàëîãå êëàñ-
ñè÷åñêîé çàäà÷è Íüþòîíà (ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àþ íóëåâîé òåìïåðàòóðû)
èìåþòñÿ òîëüêî äâà âèäà îïòèìàëüíûõ ôîðì: (à) è (á).

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü òåëà âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåä-
íåé ñêîðîñòüþ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö, V → +∞, îïòèìàëüíàÿ ôîðìà
ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Íüþòîíà. Â äðóãîì ïðåäåëüíîì
ñëó÷àå, V → 0+, òðåõìåðíîå îïòèìàëüíîå òåëî ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íûì
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ îäèíàêîâûõ íüþòîíîïîäîáíûõ òåë. Äâóìåðíîå
æå îïòèìàëüíîå òåëî åñòü, â çàâèñèìîñòè îò äëèíû h, îäíà èç ÷åòûðåõ ôè-
ãóð: (a) òðàïåöèÿ ïðè 0 < h < 1.272; (b) ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ïðè
h = 1.272; (c) îáúåäèíåíèå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà è òðàïåöèè ïðè
1.272 < h < 2.544; (d) ðîìá ïðè h ≥ 2.544. Îïòèìàëüíàÿ ôîðìà íàèìåíüøåãî
ñîïðîòèâëåíèÿ, â ïðåäåëå íèçêîé ñêîðîñòè, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé: îíà çàâè-
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ñèò òîëüêî îò äëèíû òåëà h è íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö.

Ãëàâà 4: Î ðàññåÿíèè â áèëëèàðäàõ. Èçëîæåííûå â ãëàâå 2 ðåçóëüòàòû
î òåëàõ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïîëó÷åíû ïðè âåñüìà îãðàíè÷è-
òåëüíûõ óñëîâèÿõ; â ÷àñòíîñòè, òåìïåðàòóðà ñðåäû ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé
íóëþ è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå òåëà îòñóòñòâóåò. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêëè
íîâûå âîïðîñû îá îïòèìèçàöèè ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ òåë, êîòîðûå äâèæóòñÿ íå
òîëüêî ïîñòóïàòåëüíî, íî è âðàùàòåëüíî, à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íåâû-
ïóêëîå òåëî äâèæåòñÿ â ñðåäå ñ òåïëîâûì äâèæåíèåì ÷àñòèö. Ìíîãèå èç ýòèõ
âîïðîñîâ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å èçó÷åíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ, óñðåäíåííîãî ïî êîíòè-
íóóìó íàïðàâëåíèé, è ïîýòîìó òðåáóþò ïðåäâàðèòåëüíîé ðàáîòû ïî èçó÷åíèþ
áèëëèàðäíîãî ðàññåÿíèÿ âî âíåøíîñòè îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ.

Òàêàÿ ðàáîòà ïðîäåëàíà â ãëàâå 4. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå äàíî îïðåäåëåíèå
ÿìêè íà ãðàíèöå ñâÿçíîãî íåâûïóêëîãî òåëà è çàêîíà áèëëèàðäíîãî ðàññåÿíèÿ
íà ÿìêå. Çàêîí ðàññåÿíèÿ � ýòî ìåðà, îïèñûâàþùàÿ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñêîðîñòåé ñëó÷àéíî âûáðàííîé ÷àñòèöû, ïàäàþùåé
íà ÿìêó. Îêàçûâàåòñÿ, çàêîí ðàññåÿíèÿ ìîæåò áûòü áîëåå åñòåñòâåííî çàïè-
ñàí â âèäå ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óãëà ïàäåíèÿ ÷àñòèöû ϕ è óãëà ïðè åå
âûëåòå èç ÿìêè ϕ+. Çàêîí ðàññåÿíèÿ íà âûïóêëîé ÷àñòè ãðàíèöû òåëà îïðåäå-
ëÿåòñÿ èçâåñòíûì ïðàâèëîì "óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ" è ÿâëÿåòñÿ
ìåðîé, ñîñðåäîòî÷åííîé íà äèàãîíàëè ϕ+ = −ϕ. Äàëåå, îïðåäåëåíà ìåðà ηB
� "ðåäóöèðîâàííûé" çàêîí ðàññåÿíèÿ íà âñåì òåëå B � êîòîðàÿ âûðàæàåò
ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå óãëà ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà òåëî è óãëà îòðàæåííîé
÷àñòèöû. Îíà ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííîé ñóììîé çàêîíîâ îòðàæåíèÿ íà âñåõ ÿìêàõ
òåëà è íà âûïóêëîé ÷àñòè åãî ãðàíèöû.

Áîëåå òî÷íî, äëÿ C = ConvB è (ξ, v) ∈ (∂C × S1)± îáîçíà÷èì ϕ(ξ, v) ∈
[−π/2, π/2] óãîë ìåæäó v è ±n(ξ), îòìåðÿåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Îïðåäåëèì ìåðó µ íà (∂C×S1)− ñîãëàñíî dµ(ξ, v) = 1

2 |〈v, n(ξ)〉| dξ dv è çàäà-
äèì îòîáðàæåíèå TB èç (∂C×S1)− â ¤ := [−π/2, π/2]× [−π/2, π/2] ñîãëàñíî
TB : (ξ, v) 7→ ϕ = ϕ(ξ, v), ϕ+ = ϕ(ξ+B,C(ξ, v), v

+
B,C(ξ, v)). Îáðàç ìåðû µ ïîä

äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ TB îáîçíà÷àåòñÿ ηB.
Êëàññèôèêàöèÿ çàêîíîâ ðàññåÿíèÿ íà äâóìåðíûõ íåâûïóêëûõ òåëàõ äàåò-

ñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó λ íà [−π/2, π/2] ñîãëàñíî dλ(ϕ) = 1

2 cosϕdϕ.
Îáîçíà÷èì πϕ è πϕ+ åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè, πϕ(ϕ, ϕ+) = ϕ, πϕ+(ϕ, ϕ+) = ϕ+,
è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå πd ñîãëàñíî πd(ϕ, ϕ

+) = (ϕ+, ϕ). Çäåñü è íèæå π#η

îáîçíà÷àåò îáðàç ìåðû η ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ π.

Îïðåäåëåíèå 1. M îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî áîðåëåâñêèõ ìåð η íà ¤, äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî (M1) π#

ϕ η = λ = π#
ϕ+η è (M2) π#

d η = η.

Ïóñòü K1 è K2 � âûïóêëûå îãðàíè÷åííûå òåëà òàêèõ, ÷òî K1 ⊂ K2 è
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∂K1 ∩ ∂K2 = ∅.
Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâî M = {ηB : B ∈ B(K1, K2)}, ãäå âåðõíÿÿ ÷åðòà îáî-
çíà÷àåò çàìûêàíèå â ñëàáîé òîïîëîãèè.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè îïðåäåëåíî øåðîõîâàòîå âûïóêëîå òå-
ëî. Çàêîí ðàññåÿíèÿ íà íåì � ýòî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå òðîéêè âåêòîðîâ:
íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñêîðîñòè è íîðìàëè â òî÷êå ñîóäàðåíèÿ � äëÿ ñëó÷àéíî
âûáðàííîé ÷àñòèöû, ñòîëêíóâøåéñÿ ñ òåëîì. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ðàññåÿíèÿ
íà øåðîõîâàòîì òåëå B � ýòî ìåðà íà Sd−1 × Sd−1 × Sd−1.

Íåôîðìàëüíî øåðîõîâàòîå òåëî ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà
ïîâåðõíîñòè âûïóêëîãî òåëà äåëàþòñÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèå ÿìêè; òàêèì îáðà-
çîì, ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åííîå òåëî ñ ÿìêàìè (øåðîõîâà-
òîå òåëî) íåîòëè÷èìî îò âûïóêëîãî, íî çàêîí áèëëèàðäíîãî ðàññåÿíèÿ íà íåì
ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî äðóãèì.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå øåðîõîâàòîãî òåëà òàêîâî. Ïóñòü C � îãðà-
íè÷åííîå âûïóêëîå òåëî â Rd, ñîäåðæàùåå íåêîòîðîå òåëî B. Îïðåäåëèì ìå-
ðó µ = µ∂C íà ∂C × Sd−1 ñîãëàñíî dµ(ξ, v) = bd |〈n(ξ), v〉| dξ dv, ãäå bd =
Γ(d+1

2 )π(1−d)/2 åñòü íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ, âûáðàííàÿ òàê, ÷òî µ
(
∂C × Sd−1

)
= 2|∂C|. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìåðà νB,C çàäàíà íà (Sd−1)3 è ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ìå-
ðû µ ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ (ξ, v) 7→ (v, v+B,C , n(ξ)).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåë {Bn, n = 1, 2, . . .}
ïðåäñòàâëÿåò øåðîõîâàòîå òåëî, ïîëó÷åííîå ðèôëåíèåì âûïóêëîãî òåëà C,
åñëè (R1) Bn ⊂ C è Vol(C \ Bn) → 0 ïðè n → ∞; (R2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìåð νBn,C ñëàáî ñõîäèòñÿ. Äâå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ýê-
âèâàëåíòíûìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðåäåëüíûå ìåðû ñîâïàäàþò, à
îáúåìëþùåå òåëî C îäíî è òî æå. Øåðîõîâàòîå òåëî B åñòü êëàññ ýêâè-
âàëåíòíîñòè òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðåäåëüíàÿ ìåðà νB íàçûâàåòñÿ
çàêîíîì áèëëèàðäíîãî ðàññåÿíèÿ íà B.

Øåðîõîâàòîå òåëî èíà÷å íàçûâàåòñÿ òåëîì, ïîëó÷åííûì ðèôëåíèåì âûïóê-
ëîãî òåëà C; ÿñíî, ÷òî ó êàæäîãî âûïóêëîãî òåëà èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðèôëåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ôîðìîé ÿìîê.

Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèå è òåîðåìà äàþò õàðàêòåðèçàöèþ çàêîíîâ ðàññå-
ÿíèÿ íà øåðîõîâàòûõ òåëàõ. Îáîçíà÷èì τC ïîâåðõíîñòíóþ ìåðó âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà C. Ìåðû τ̂+C è τ̂−C íà (Sd−1)2 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåí-
ñòâîì

∫
(Sd−1)2 f(v, n) dτ̂

±
C (v, n) =

∫
Sd−1

∫
Sd−1 f(v, n) bd〈v, n〉± dv dτC(n), ñïðàâåä-

ëèâûì äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà (Sd−1)2. Îïðåäåëèì îòîáðàæå-
íèå πa : (v, v+, n) = (−v+,−v, n) èç

(
Sd−1

)3 â ñåáÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Îáîçíà÷èì ΓC ìíîæåñòâî ìåð ν íà (Sd−1)3 òàêèõ, ÷òî
(Ã1) π#

v,nν = τ̂−C è π#
v+,nν = τ̂+C ; (Ã2) π#

a ν = ν.
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Òåîðåìà 3. {νB, B ïîëó÷åíû ðèôëåíèåì C} = ΓC.

Îáùàÿ ôîðìà óòâåðæäåíèÿ â òåîðåìàõ 2 è 3 îäèíàêîâà: óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî ìåðà ÿâëÿåòñÿ (èëè ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà) çàêîíîì ðàññåÿíèÿ â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíà èìååò ôèêñèðîâàííûå ïðîåêöèè è îáëàäàåò
îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè.

Ãëàâà 5: Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïåðåíîñà
ìàññû Â ðÿäå ñëó÷àåâ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñîïðîòèâëåíèÿ øåðîõîâàòûõ ïî-
âåðõíîñòåé ïðè ïîìîùè âûøåóïîìÿíóòûõ òåîðåì 2 è 3 ìîæåò áûòü ñâåäåíà
ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè ìåðû ñ ôèêñèðîâàííûìè ïðîåêöèÿìè (òî åñòü çàêî-
íà ðàññåÿíèÿ), ìèíèìèçèðóþùåé èëè ìàêñèìèçèðóþùåé íåêîòîðûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à íîñèò íàçâàíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ïåðå-
íîñå ìàññû, èëè çàäà÷è Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à. Â ãëàâå 5 ìû ðàññìàòðèâàåì
÷àñòíóþ îäíîìåðíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ïåðåíîñà ìàññû, ïîðîæäåííóþ çà-
äà÷åé î íàèìåíüøåì óñðåäíåííîì ñîïðîòèâëåíèè.

À èìåííî, îáîçíà÷èì Γ(λ1, λ2) ìíîæåñòâî ìåð íà R2
x,y, ïðîåêöèè êîòîðûõ

íà îñè x è y ñîâïàäàþò ñ λ1 è λ1, ñîîòâåòñòâåííî. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìåðó ν∗,
ðåøàþùóþ çàäà÷ó

inf
ν∈Γ(λ1,λ2)

∫∫

R2

c(x, y) dν(x, y).

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà c(x, y) = f(x + y), ïðè÷åì f � íå÷åòíàÿ
ôóíêöèÿ, ñòðîãî âîãíóòàÿ ïðè x ≥ 0 (à çíà÷èò, ñòðîãî âûïóêëàÿ ïðè x ≤
0), è λ1 = λ2, ïðè÷åì íîñèòåëü ìåðû λ1 åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
îãðàíè÷åííûõ îòðåçêîâ è λ1-ìåðà ëþáîé òî÷êè ðàâíà íóëþ.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îñíîâûâàåòñÿ íà òîì ñâîéñòâå, ÷òî íîñèòåëü îïòè-
ìàëüíîé ìåðû ν∗, spt ν∗, ÿâëÿåòñÿ c-ìîíîòîííûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü äëÿ
ëþáûõ äâóõ òî÷åê (x1, y1), (x2, y2) ∈ spt ν∗ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî c(x1, y1)+
c(x2, y2) ≤ c(x1, y2) + c(x2, y1). Äîâîëüíî ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò íîñèòåëü åñòü
îáúåäèíåíèå ãðàôèêà íåêîòîðîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèè, ëåæàùåé
â ïîëóïëîñêîñòè x + y ≤ 0, è ãðàôèêà ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè,
ïðèíàäëåæàùåé ïîëóïëîñêîñòè x+ y ≥ 0. Óòî÷íåíèå âèäà ýòèõ ãðàôèêîâ ñî-
ñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå áîëüøåé ÷àñòè ãëàâû 5. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ãðàôèê ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé x = y è,
áîëåå òîãî, îïòèìàëüíàÿ ìåðà ν∗ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íî- èëè ñ÷åòíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ìåð, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ìåðîé λ1 è íå çàâèñèò
îò f . Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 4.

Áóäåì îáîçíà÷àòü λ1 = λ. Çàäàäèì çíàêîïåðåìåííóþ ìåðó λ̃ íà R+ :=
[0, +∞) ôîðìóëîé λ̃(B) = λ(B)−λ(−3B), ãäå B ⊂ R+ � ïðîèçâîëüíîå áîðå-
ëåâñêîå ìíîæåñòâî, −3B := {−3x : x ∈ B}, è îáîçíà÷èì λ+ è λ− âåðõíþþ è
íèæíþþ âàðèàöèè λ̃. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî èíòåðâàëîâ
I = {Ii}, ãäå èíäåêñû i � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ïðè i 6= 0 èíòåðâàëû
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ñåìåéñòâà èìåþò âèä Ii = (ai, bi), ãäå 0 < ai < bi ≤ +∞. Åñëè çíà÷åíèå i = 0
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó èíäåêñîâ {i}, òî ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë èìååò
âèä I0 = [0, b0); òàêèì îáðàçîì, a0 = 0. Çàìûêàíèÿ èíòåðâàëîâ ñåìåéñòâà
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ: Īi∩ Īj = ∅ ïðè i 6= j. Íàêîíåö, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷å-
íèå R+ \ (∪iIi) ⊂ sptλ+. Ñåìåéñòâî I ñîäåðæèò ðîâíî îäèí ïîëóáåñêîíå÷íûé
èíòåðâàë. Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó èíäåêñ îáîçíà÷èì i = r. Åñëè r 6= 0, òî ýòîò
èíòåðâàë èìååò âèä Ir = (ar, +∞), òî åñòü ñïðàâåäëèâî br = +∞. Ìîæåò
îêàçàòüñÿ, ÷òî r = 0; â òàêîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî I ñîäåðæèò ðîâíî îäèí ýòîò
èíòåðâàë [0, +∞).
Îïðåäåëåíèå 4. Ñåìåéñòâî èíòåðâàëîâ I íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè
îíî (äîïîëíèòåëüíî ê âûøåèçëîæåííûì) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè.

(à) Äëÿ ëþáîãî i 6= 0 ñïðàâåäëèâî λ̃(Ii) = 0.

(á) Äëÿ ëþáîãî i è ïðè x ∈
{

(ai, bi), åñëè ai > 0
(−3bi, bi), åñëè ai = 0

ñïðàâåäëèâî

λ((−3bi, −2bi − x)) ≤ λ((x, bi)) ≤ λ((−3bi, −2ai − x)).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè GI , àññîöèèðîâàííîå ñ äîïóñòèìûì
ñåìåéñòâîì I. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàäàäèì ìíîæåñòâî G+ = G+(I) ñîãëàñíî
G+ := {(x, x) : x ∈ R+ \ (∪iIi)}. Äàëåå, ïîëîæèì GD

(0) := {(x, y) : y =

−3x, x ∈ R+\(∪iIi) , y ∈ sptλ}, îáîçíà÷èìGL
(0) ìíîæåñòâî, ñèììåòðè÷íîåGD

(0)

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé {x = y} è îïðåäåëèì G(0) = G(0)(I) ñîãëàñíî G(0) :=
GD

(0) ∪ GL
(0). Ïðè i 6= 0 ïîëîæèì GD

i := {(x, y) : x ∈ sptλ ∩ Ii, y ∈ sptλ ∩
(−3Ii), λ((x, bi)) = λ((−3bi, y))}, îáîçíà÷èì GL

i ìíîæåñòâî, ñèììåòðè÷íîå
GD

i îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé {x = y}, è çàäàäèì ìíîæåñòâî Gi = Gi(I) ñîãëàñíî
Gi := GD

i ∪GL
i . Åñëè ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {i} ñîäåðæèò 0 (äðóãèìè ñëîâàìè,

åñëè ñåìåéñòâî I ñîäåðæèò èíòåðâàë âèäà (0, b0)), òî ïîëîæèì G0 = {(x, y) :
x, y ∈ sptλ ∩ (−3b0, b0), λ((x, b0)) = λ((−3b0, y))}. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
G− = G−(I)ôîðìóëîéG− := G(0)∪(∪iGi) è, íàêîíåö, ïîëîæèìGI = G+∪G−.

Òåîðåìà 4. (a) Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ñåìåéñòâà I = {Ii} ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ìåðà νI ∈ Γ(λ, λ), èìåþùàÿ íîñèòåëü GI.

(á) Îïòèìàëüíàÿ ìåðà ν∗ ñîâïàäàåò ñ νI äëÿ íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî
ñåìåéñòâà èíòåðâàëîâ I.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à ñâîäèòñÿ ê
íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà íåêîòîðîé ôóíêöèè êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ (â íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ � ôóíêöèè âñåãî ëèøü îäíî-
ãî ïåðåìåííîãî).

Ãëàâà 6: Çàäà÷è îïòèìèçàöèè óñðåäíåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Â
ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Ru(B) (3) ñ
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ôóíêöèåé öåííîñòè c(v, v+) = 〈v−v+, v〉 è ðàâíîìåðíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé
u íà Sd−1. Ýòîò ôóíêöèîíàë ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåëî B äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòüþ è â òî æå
âðåìÿ ñîâåðøàåò ìåäëåííîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå (êóâûðêàåòñÿ). Ñêîðîñòü
ýòîãî âðàùåíèÿ íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè ðàññìîòðåíèè
âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà ñ èíäèâèäóàëüíûìè ÷àñòèöàìè. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ-
çàííîé ñ òåëîì, âåêòîð ñêîðîñòè îïèñûâàåò êðèâóþ íà ñôåðå Sd−1 è òåì ñàìûì
èíäóöèðóåò íåêîòîðóþ (ñèíãóëÿðíóþ) ìåðó íà ýòîé ñôåðå: ìåðà ìíîæåñòâà
A ⊂ Sd−1 åñòü äîëÿ âðåìåíè, ïðîâåäåííîãî âåêòîðîì ñêîðîñòè â A. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ïåðèîäà íàáëþäåíèÿ ýòà ìåðà
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê u. Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå ñîïðîòèâëåíèÿ â òå÷åíèå ýòîãî
ïåðèîäà ñòðåìèòñÿ ê Ru(B).

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñîïðîòèâëåíèå Ru(B) ñâÿçíîãî òåëà B ïðåäñòàâëåíî
â âèäå èíòåãðàëà ïî ìåðå, ïðåäñòàâëÿþùåé çàêîí ðàññåÿíèÿ,

Ru(B) = |∂(ConvB)|
∫∫

¤
(1 + cos(ϕ− ϕ+)) dηB(ϕ, ϕ

+),

ãäå ¤ = [−π/2, π/2]× [−π/2, π/2]. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à 1 î íàèìåíüøåì çíà÷åíèè
ñîïðîòèâëåíèÿ inf Ru(B) â êëàññå (à) ñâÿçíûõ (âîîáùå ãîâîðÿ, íåâûïóêëûõ)
òåë B ôèêñèðîâàííîé ïëîùàäè; (á) âûïóêëûõ òåë B ôèêñèðîâàííîé ïëî-
ùàäè.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4 î õàðàêòåðèçàöèè ìåð ηB çàäà÷à 1 (à) ñâåäåíà ê
ñëåäóþùåé ÷àñòíîé çàäà÷å Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à (ÌÊ): íàéòè

inf
η∈Γ(λ,λ)

∫∫

¤
(1 + cos(ϕ− ϕ+)) dη(ϕ, ϕ+), (4)

êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâåäåíà ê çàäà÷å ÌÊ íà ïðÿìîé, ðàññìîòðåííîé â
ãëàâå 5. Çàòåì ñòðîèòñÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåë, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ øåðîõîâàòûì êðóãîì çàäàííîé ïëîùàäè. Â ðå-
çóëüòàòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Ðàññìîòðèì çàäà÷è î íàèìåíüøåì ñîïðîòèâëåíèè
(à) I1 = inf{Ru(B) : B� ñâÿçíîå òåëî, Area(B) = c};
(á) I2 = inf{Ru(B) : B� âûïóêëîå òåëî, Area(B) = c}.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå. Ðåøåíèåì çàäà÷è (á) ÿâëÿåòñÿ êðóã B(c) ïëîùà-
äè c. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåë Bn, n ≥ 1, ðåøàþùàÿ çàäà÷ó
ìèíèìèçàöèè (à) è òàêàÿ, ÷òî

(i) limn→∞Area(Bn∆B(c)) = 0;
(ii) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåäóöèðîâàííûõ çàêîíîâ ðàññåÿíèÿ, ïîðîæäåí-

íûõ ýòèìè òåëàìè, ηBn
, ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ìåðå ν∗, ñëóæàùåé ðåøåíèåì

çàäà÷è ÌÊ (4).
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Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà íàéäåíî îòíîøåíèå m2 = I1/I2: m2 ≈ 0.9878.
Èíûìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâî

(íàèìåíüøåå ñîïðîòèâëåíèå â êëàññå íåâûïóêëûõ òåë)
(íàèìåíüøåå ñîïðîòèâëåíèå â êëàññå âûïóêëûõ òåë) ≈ 0.9878.

Ïóñòü C1 è C2 � îãðàíè÷åííûå âûïóêëûå òåëà òàêèå, ÷òî C1 ⊂ C2 ⊂ R2 è
∂C1∩∂C2 = ∅. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñâÿçíûõ òåë B òàêèõ, ÷òî C1 ⊂ B ⊂ C2.
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à 2 î íàõîæäåíèè

(à) inf
C1⊂B⊂C2

Ru(B); (á) sup
C1⊂B⊂C2

Ru(B).

Ðåøåíèå çàäà÷è 2 (à) ïî ñóùåñòâó ïîâòîðÿåò ðåøåíèå (à) ïðåäûäóùåé çà-
äà÷è. Ìèíèìèçèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåë â ñëó÷àÿõ (à) è (á) ìîæ-
íî îòîæäåñòâèòü ñ øåðîõîâàòûìè òåëàìè, ïîëó÷åííûìè ðèôëåíèåì C1 è C2,
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
infB Ru(B)

Ru(C1)
= m2 ≈ 0.9878 è supB Ru(B)

Ru(C2)
= 1.5.

Äàëåå, ïîêàçàíî, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå òåëà â ñðåäå ñ òåïëîâûì äâèæåíèåì
÷àñòèö ïðîïîðöèîíàëüíî ñîïðîòèâëåíèþ â ñðåäå íåïîäâèæíûõ ÷àñòèö, ïðè-
÷åì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè áîëüøå 1 è çàâèñèò òîëüêî îò õàðàêòå-
ðà äâèæåíèÿ ÷àñòèö: ÷åì âûøå òåìïåðàòóðà, òåì áîëüøå ýòîò êîýôôèöèåíò,
òåì áîëüøå ñîïðîòèâëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è 1 è 2 â ñðåäàõ ñ íåíóëåâîé
òåìïåðàòóðîé èìåþò òå æå ðåøåíèÿ, ÷òî è ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, d ≥ 2, ðåøàþòñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè
ñîïðîòèâëåíèÿ â êëàññå øåðîõîâàòûõ òåë, ïîëó÷åííûõ ðèôëåíèåì ôèêñèðî-
âàííîãî âûïóêëîãî òåëà C. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à 3 î íàõîæäåíèè

(à) 1

R(C)
sup{Ru(B) : B � ðèôëåíèå C};

(á) 1

R(C)
inf{Ru(B) : B � ðèôëåíèå C}.

Îêàçûâàåòñÿ, ýòè îòíîøåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè d, íî íå îò êîí-
êðåòíîãî òåëà C. Ïðè ïîìîùè òåîðåìû 3 î õàðàêòåðèçàöèè ìåð, ïîðîæäåííûõ
ìíîãîìåðíûìè øåðîõîâàòûìè òåëàìè, çàäà÷à 3 ñâîäèòñÿ ê ÷àñòíîé çàäà÷å î
ïåðåíîñå ìàññû íà Sd−1, êîòîðàÿ çàòåì (áëàãîäàðÿ ïðèñóùåé åé îñåâîé ñèì-
ìåòðèè) ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé çàäà÷å Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à

inf
η∈Γ(λn,λn)

∫ ∫

¤+

(1 + cos(ϕ− ϕ+)) dη(ϕ, ϕ+).
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ãäå ¤+ = [0, π/2]2, à ìåðà λn íà [0, π/2] çàäàåòñÿ ñâîåé ïëîòíîñòüþ dλd(ϕ) =
(d−1) sind−2 ϕ cosϕdϕ. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å,
ðàññìîòðåííîé â ãëàâå 5. Ïðèâåäåì ëèøü ÷èñëåííûå îòâåòû.

Ñïðàâåäëèâî

supB Ru(B)
R(C)

=
d+ 1

2
è infB Ru(B)

R(C)
= md,

ãäå m2 ≈ 0.9878, m3 ≈ 0.9694 è

lim
d→∞

md =
1

2
(1 +

∫ 1

0

√
ln z ln(1− z) dz) ≈ 0.791.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòè ðåçóëüòàòû íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì èñ-
êóññòâåííûé ñïóòíèê ñôåðè÷åñêîé ôîðìû, âðàùàþùèéñÿ âîêðóã Çåìëè è òîð-
ìîçèìûé îñòàòêàìè åå àòìîñôåðû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü ñïóòíèêà
èçãîòîâëåíà èç ìàòåðèàëà, îáåñïå÷èâàþùåãî óïðóãîå îòðàæåíèå îò íåå ìî-
ëåêóë àòìîñôåðû. Çàäà÷à äâîÿêîãî ðîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû (à) óìåíüøèòü
èëè (á) óâåëè÷èòü ñîïðîòèâëåíèå ñïóòíèêà, íàíîñÿ íà åãî ïîâåðõíîñòü ðèôëå-
íèå ïîäõîäÿùèì îáðàçîì. Èç íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå
â ðåçóëüòàòå ðèôëåíèÿ ìîæåò áûòü óìåíüøåíî ñàìîå áîëüøåå íà 3.05% è
óâåëè÷åíî ñàìîå áîëüøåå âäâîå.

Ñóììèðóÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ãëàâ 2 è 6, çàêëþ÷àåì, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíü
ñîïðîòèâëåíèÿ ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ (äëÿ ðàçóìíûõ êëàññîâ òåë) ðàâíà
íóëþ, à óñðåäíåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïî âñåì âîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì �
ïîëîæèòåëüíà. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåðà χ ñîñðåäîòî÷åíà â îäíîé òî÷êå (χ = δv0),
à âî âòîðîì � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ñôåðå (χ = u).

Ãëàâà 7 Â ïîñëåäíåé ãëàâå ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå ñîïðîòèâëåíèÿ âðà-
ùàþùèõñÿ òåë, íî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé ãëàâû, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
áûñòðîãî âðàùåíèÿ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ è äèàìåòðà òåëà èìååò òîò æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû, ÷òî è ñêîðîñòü
ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà. Ðàññìîòðåí ïðîñòåéøèé ñëó÷àé øåðîõîâà-
òîãî äèñêà (êðóãà), âðàùàþùåãîñÿ è äâèæóùåãîñÿ â ðàçðåæåííîé ñðåäå íà
ïëîñêîñòè. Öåíòð ìàññ êðóãà ñîâïàäàåò ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì.

Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü áûñòðîãî âðàùåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïàðàëëåëüíà íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ òåëà.
Ýòî ÿâëåíèå õîðîøî èçâåñòíî ôèçèêàì è íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Ìàãíóñà. Ïåð-
ïåíäèêóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ìîæåò áûòü ñîíàïðàâëåíà
èëè ïðîòèâîíàïðàâëåíà ìãíîâåííîé ñêîðîñòè ïåðåäíåé òî÷êè ãðàíèöû òåëà;
â ýòèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ñîîòâåòñòâåííî, î ñîáñòâåííîì èëè îáðàòíîì ýôôåê-
òå Ìàãíóñà. Ôèçèêàì õîðîøî èçâåñòíî òàêæå, ÷òî â ïëîòíûõ ãàçàõ îáû÷íî
âîçíèêàåò ñîáñòâåííûé ýôôåêò, â òî âðåìÿ êàê îáðàòíûé ýôôåêò ÷àùå âñåãî
ðåàëèçóåòñÿ â ðàçðåæåííûõ ãàçàõ.
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Ýôôåêò Ìàãíóñà îáû÷íî âûâîäÿò èç íåóïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö
ãàçà ñ òåëîì. Â íàøåé ìîäåëè, íàïðîòèâ, ýòîò ýôôåêò âîçíèêàåò âñëåäñòâèå
ñëîæíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ ÿìêàìè òåëà. Âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå ñè-
ëû ñîïðîòèâëåíèÿ, à òàêæå âèä ýôôåêòà (ñîáñòâåííûé èëè îáðàòíûé) îïðåäå-
ëÿþòñÿ âèäîì øåðîõîâàòîñòè, ïðè÷åì îáðàòíûé ýôôåêò â íåêîòîðîì ñìûñëå
âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå.

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà äèñê, è ìîìåíò ýòîé ñèëû ïðåäñòàâëåíû â âèäå (ñî-
îòâåòñòâåííî, âåêòîðíîçíà÷íîãî è ñêàëÿðíîãî) ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà
ìíîæåñòâå ìåð. Êàæäàÿ ìåðà èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé
(ðåäóöèðîâàííûé) çàêîí ðàññåÿíèÿ íà äèñêå. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ è ìîìåíò ýòîé ñèëû, äåéñòâóþùèå íà
øåðîõîâàòûé äèñê ðàäèóñà r, äâèæóùèéñÿ íà ïëîñêîñòè â íàïðàâëåíèè (0, v)
â ðàçðåæåííîé ñðåäå ïëîòíîñòè ρ è âðàùàþùèéñÿ (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè) ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω, ðàâíû

~R =
8

3
rρv2 · ~R[η, λ],

RI =
8

3
r2ρv2 ·RI [η, λ].

Çäåñü η åñòü ðåäóöèðîâàííûé çàêîí ðàññåÿíèÿ, ïîðîæäåííûé äèñêîì, λ =
ωr/v, à áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ~R[η, λ] è RI [η, λ] îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëü-
íûìè ôîðìóëàìè

~R[η, λ] =

[
RT [η, λ]
RL[η, λ]

]
=

∫∫

¤

~c(x, y, λ) dη(x, y),

RI [ν, λ] =

∫∫

¤

cI(x, y, λ) dη(x, y),

ãäå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ~c è cI çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (5)�(12), ïðèâå-
äåííûìè íèæå. Íàïîìíèì, ÷òî ¤ = [−π/2, π/2]× [−π/2, π/2]. Ìû òàêæå
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ζ = ζ(x, λ) = arcsin

√
1− λ2 cos2 x è x0 = x0(λ) =

arccos 1
λ, à χ îáîçíà÷àåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

(à) Åñëè 0 < λ ≤ 1, òî

~c(x, y, λ) =
3

4

(λ sinx+ sin ζ)3

sin ζ
cos

x− y

2

[
cos

(
ζ + x−y

2

)
− sin

(
ζ + x−y

2

)
]
, (5)

cI(x, y, λ) = −3

8

(λ sin x+ sin ζ)3

sin ζ
(sinx+ sin y) ; (6)
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â ÷àñòíîñòè,

~c(x, y, 1) = 3 sin2 x

[
cos(2x− y) + cos x

− sin(2x− y)− sinx

]
χx≥0(x, y), (7)

cI(x, y, 1) = −3 sin2 x (sinx+ sin y)χx≥0(x, y). (8)
Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå λ → 0+ ñïðàâåäëèâî

~c(x, y, λ) = −3

8

[
sin(x− y)

1 + cos(x− y)

]
+O(λ), (9)

cI(x, y) =
9λ

8
sinx (sin x+ sin y) +O(λ2). (10)

(á) Åñëè λ > 1, òî

~c(x, y, λ) =
3

2

cos x−y
2

sin ζ

{
(λ3 sin3 x+ 3λ sin x sin2 ζ) cos ζ

[
cos x−y

2

− sin x−y
2

]
−

− (3λ2 sin2 x sin ζ + sin3 ζ) sin ζ

[
sin x−y

2

cos x−y
2

]}
χx≥x0

(x, y), (11)

cI(x, y, λ) = −3

4

λ3 sin3 x+ 3λ sinx sin2 ζ

sin ζ
(sinx+ sin y)χx≥x0

(x, y). (12)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ñèë ñâåäåíà ê âåêòîð-
íîçíà÷íîé çàäà÷å Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à14. Ýòà çàäà÷à ðåøåíà ÷èñëåííî äëÿ
íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé óãëîâîé ñêîðîñòè.

Íàêîíåö, âûïèñàíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äèñêà è â íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ
ñëó÷àÿõ ÿâíî íàéäåíà åãî òðàåêòîðèÿ. Òàê, â ñëó÷àå, åñëè øåðîõîâàòîñòü
îáðàçîâàíà ÿìêàìè â âèäå ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, íàáëþäàþòñÿ òðè
ðàçíûõ âèäà òðàåêòîðèè äèñêà, â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ åãî ëèíåéíîé
è óãëîâîé ñêîðîñòåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ýòè òðàåêòîðèè åñòü ñõî-
äÿùàÿñÿ ñïèðàëü, îêðóæíîñòü è êðèâàÿ, íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþùàÿñÿ ê
ïðÿìîé ëèíèè.

Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Àíàòîëèþ Ìèõàéëîâè÷ó
Ñòåïèíó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è ñîòðóä-
íèêàì êàôåäðû ÎÏÓ çà êîíñòðóêòèâíûå îáñóæäåíèÿ ðàññìàòðèâàìîãî êðóãà
çàäà÷ è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

14Âåêòîðíîçíà÷íàÿ çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå.
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