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ÎÁÙÀß XÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âëîæåíèÿ ãðóïï, ñóùåñòâîâàíèå âëîæåíèé ñ
îïðåäåëåííûìè çàäàííûìè ñâîéñòâàìè ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç ñàìûõ èíòå-

ðåñíûõ è ïðîäóêòèâíûõ òåìàòèê èññëåäîâàíèé â òåîðèè ãðóïï. Ìîæíî

ñêàçàòü, ÷òî ìîòèâ âëîæåíèé ïðîõîäèò ÷åðåç âñþ òåîðèþ ãðóïï, íà÷èíàÿ

ñ åå çàðîæäåíèÿ. Ïðè÷åì âëîæåíèÿ ãðóïï ÷àñòî ñàìè îêàçûâàþòñÿ î÷åíü

ïîëåçíûìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â äðóãèõ îáëàñòÿõ òåîðèè

ãðóïï: ñ èõ ïîìîùüþ ñòðîÿò ïðèìåðû ãðóïï ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè,

ðåøàþò àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû è ò. ä..

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû - ðàçðàáîòàòú ìåòîäû âåðáàëüíûõ íîðìàëüíûõ

è ñóáíîðìàëüíûõ âëîæåíèé ãðóïï, äðóãèå ìåòîäû ñâÿçàííûå ñî ñïëåòå-

íèÿìè ãðóïï è ñ èõ ïîìîùüþ ðåøèòü ðÿä ïðîáëåì, îáîáùèòü èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû â òåîðèè ìíîãîîáðàçèé ãðóïï, îáîáùåííûõ ðàçðåøèìûõ, îáîá-

ùåííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, ñïëåòåíèé ãðóïï, âëîæåíèé ãðóïï, õîïôî-

âûõ ãðóïï è ïî áëèçêèì âîïðîñàì. Òàê êàê ýòè ìåòîäû â äèññåðòàöèè

ïðèìåíÿþòñÿ ê ðàçíûì âîïðîñàì òåîðèè ãðóïï, òî íèæå áóäåò óäîáíåå

ïðåäñòàâèòü êðàòêóþ ïðåäûñòîðèþ êàæäîãî èç âîïðîñîâ íåïîñðåäñòâåí-

íî ïåðåä ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî äàííîé òåìå.

Âëîæåíèå (ìîíîìîðôíûé ãîìîìîðôèçì) ϕ : H → G ãðóïïû H â

ãðóïïó G ñ îáðàçîì H ∼= H̃ = Hϕ ≤ G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì

èëè ñóáíîðìàëüíûì, åñëè H̃ íîðìàëüíàÿ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ñóáíîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ïóñòü V ⊆ F∞ - ìíîæåñòâî ñëîâ. Íàçoâåì ýòî
âëîæåíèå V -âåðáàëüíûì (èëè ïðîñòî âåðáàëüíûì), åñëè H̃ ëåæèò â

âåðáàëüíîé ïîäãðóïïå V (G), ãäå V (G) = 〈v(g1, ..., gn)|v = v(x1, ..., xn) ∈
V ; g1, ..., gn ∈ G〉. Ïîíÿòèå âåðáàëüíîãî âëîæåíèÿ åñòü îáîáùåíèå òàêèõ
øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ïîíÿòèé, êàê «âëîæåíèå â êîììóòàíò ãðóïïû»,

«âëîæåíèå â n-ûé ÷ëåí íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà ãðóïïû» è ò. ä..

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûìè â ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ
êëàññè÷åñêèå ìåòîäû âëîæåíèé ãðóïï, ìíîãîîáðàçèé ãðóïï, ñïëåòåíèé

ãðóïï, îáîáùåííûõ ðàçðåøèìûõ è îáîáùåííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï,
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â ÷àñòíîñòè ìåòîäû Ô. Xîëëà, Á. Õ. Íîéìàíà, À. Þ. Îëüøàíñêîãî, À.

Ë. Øìåëüêèíà, Ã. Õàéíåêåíà, Ë. Êîâà÷à. Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû,

ââåäåííûå àâòîðîì: ìåòîäû âåðáàëüíûõ (íîðìàëüíûõ, ñóáíîðìàëüíûõ)

âëîæåíèé, ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîíñòðóêöèé, «áëèçêèõ» ê ñïëåòåíèÿì è

ò.ä..

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îíè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

• Ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà Ã. Õàéíåêåíà î íîðìàëüíîé âåðáàëüíîé âëî-
æèìîñòè ãðóïï: êîãäà äëÿ äàííîé ãðóïïû H è äàííîãî ìíîæåñòâà ñëîâ

V ñóùåñòâóåò ãðóïïà G, äîïóñêàþùàÿ íîðìàëüíîå âåðáàëüíîå âëîæåíèå

H â G? Ýòîò âîïðîñ áûë ðåøåí Ã. Õàéíåêåíîì äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ p-

ãðóïï1. Á. Àéê ðåøèëà2 âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï. Ìû

äàåì ïîëíûé îòâåò äëÿ ñëó÷àÿ ëþáîé ãðóïïû H .

• Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îòëè÷èè îò íîðìàëüíîãî ñëó÷àÿ, ñóáíîðìàëüíàÿ
âåðáàëüíàÿ âëîæèìîñòü èìååò ìåñòî âñåãäà. Äàíû óñèëåíèÿ ðÿäà èç-

âåñòíûõ òåoðåì î âëîæåíèÿõ ñ÷åòíûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìû î

âëîæèìîñòè ëþáîé ñ÷åòíîé ãðóïïû â 2-ïîðîæäåííóþ ãðóïïó3. Kàæäàÿ

ñ÷åòíàÿ ãðóïïà äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ìíîæåñòâà ñëîâ V -âåðáàëüíî

âëîæèìà â 2-ïîðîæäåííóþ ãðóïïó, ïðè÷åì ýòî âëîæåíèå ìîæåò áûòü

ñóáíîðìàëüíûì. B êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðåøàåòñÿ îäèí èç ïóíêòîâ

Ïðîáëåìû 14.10 äå ëÿ Àðïà è Áðèäñîíà èç Êîóðîâñêîé Òåòðàäè4 î ÿâíîé

âëîæèìîñòè ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.

1H. Heineken, Normal embeddings of p-groups into p-groups, Proc. Edinburgh Math.
Soc. 35 (1992) , 309–314.
2B. Eick, The converse of a theorem of W. Gaschütz on Frattini subgroups, Math.
Z. 224, (1997), 1, 103–111. ñì. òàêæå: B. Eick, Characterisierung und Konstruk-
tion von Frattinigruppen mit Anwendungen in der Konstruktion endlicher Gruppen,
Aachener Beiträge zur Mathematik, Band 17, Aachen, 1996.
3B. H. Neumann, Hanna Neumann, Embedding theorems for groups, J. London
Math. Soc. 34 (1959), 465–479.
4Êîóðîâñêàÿ òåòðàäü. Íåðåøåííûå âîïðîñû òåîðèè ãðóïï, 14-å èçäàíèå, ïîä ðåä.
Ìàçóðîâà Â.Ä., Õóõðî Å.B.. Ñèáèðñêîå îòäåëåíèå ÐÀÍ, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, Íîâî-
ñèáèðñê, 1999.
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• Èçó÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ñ÷åòíàÿ ãðóïïà äàííîãî êëàññà âëîæèìà â 2-
ïîðîæäåííóþ ãðóïïó òîãî æå êëàññà è êîãäà ýòî âëîæåíèå ìîæåò áûòü

âåðáàëüíûì, ñîõðàíÿþùèì îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ãðóïïàõ. Èìåííî:

åñëè ñ÷åòíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé ãðóïïîé, SN ∗-ãðóïïîé, SI∗-
ãðóïïîé, SN -ãðóïïîé, SI-ãðóïïîé, SN -̀ ãðóïïîé, SI -̀ãðóïïîé èëè æå

SD-ãðóïïîé, òî äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ìíîæåñòâà ñëîâ V ñóùåñò-

âóåò ñóáíîðìàëüíîå V -âåðáàëüíîå âëîæåíèå ýòîé ãðóïïû â 2-ïîðîæäåí-

íóþ ãðóïïó, êîòîðóþ ìîæíî âûáðàòü â òîì æå èç ïåðå÷èñëåííûõ êëàñ-

ñîâ. Ïîäîáíîå íå âåðíî äëÿ êëàññîâ àáåëåâûõ ãðóïï, íèëüïîòåíòíûõ

ãðóïï, ZA-ãðóïï èëè N -ãðóïï.

• Îáñóæäàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå ñïëåòåíèÿìè àáåëåâûõ ãðóïï
è ñïëåòåíèÿìè ìíîæåñòâ àáåëåâûõ ãðóïï. Íàõîäÿòñÿ êðèòåðèè, êëàññè-

ôèöèðóþùèå âñå ñëó÷àè, êîãäà äëÿ äàííûõ ìíîæåñòâ àáåëåâûõ ãðóïï X

è Y èõ ñïëåòåíèå X Wr Y ïîðîæäàåò ïðîèçâåäåíèå var (X) var (Y) ìíî-

ãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ ìíîæåñòâàìè X è Y. Åñëè ìíîæåñòâà ñîñòîÿò

êàæäàÿ èç îäíîé ãðóïïû, ìû ïîëó÷àåì êðèòåðèè, êëàññèôèöèðóþùèå

ñëó÷àè, êîãäà var (A Wr B) = var (A) var (B). Ýòè ðåçóëüòàòû îáîá-

ùàþò èçâåñòíûå ôàêòû, íàïðèìåð, òåîðåìó Õîóòîíà.

• Ìû èñïîëüçóåì (âåðáàëüíûå) âëîæåíèÿ ãðóïï äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðóïï è
êëàññîâ ãðóïï ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì 3-ïîðîæäåííûõ ðàçðåøèìûõ íåõîïôîâûõ ãðóïï,

ïîðîæäàþùèõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïï. Äàíà ãåîìåòðè-

÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ, èëëþñòðèðóþùàÿ èçâåñòíóþ êîíöåïöèþ áåñêîíå÷-

íûõ ñïëåòåííûõ ñòåïåíåé Ô. Õîëëà è ñ èõ ïîìîùüþ äàí îòâåò íà

îäèí âîïðîñ Ïëîòêèíà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ëîêàëüíî-íåðàçðåøèìûõ

SI∗-ãðóïï.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòûìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðèè ãðóïï, â ÷àñòíîñòè âëîæåíèé ãðóïï, ìíîãîîá-

ðàçèé ãðóïï, ñïëåòåíèé ãðóïï.
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Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íà÷èíàÿ ñ 1997

ã. íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ,

ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ è âîðêøîïàõ. Â èõ ÷èñëå ìîæíî îòìåòèòü:

• XXII Ìåæäóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé êîíãðåññ â Áåðëèíå, Ãåðìàíèÿ,
1998.

• Îáúåäèíåííûé àëãåáðàè÷åñêèé ñåìèíàð óíèâåðñèòåòîâ Ôðàéáóðãà,
Íþðíáåðãà è Âþðöáóðãà, Ãåðìàíèÿ, 1998.

• Áèìåñòð ïàìÿòè Ðåéõîëäà Áýðà â Óíèâåðñèòåòå Íåàïîëÿ, Èòàëèÿ, 2002
(äâà ÷àñîâûõ äîêëàäà).

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè ãðóïï è ãðóïïîâûõ êîëåö â
Ãëèâèöå, Ïîëüøà, 2003.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ â Ìîñêâå ê 250-ëåòíåìó
þáèëåþ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, è ê 75-ëåòíåìó

þáèëåþ êàôåäðû àëãåáðû Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà,

Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2004.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî êîìáèíàòîðíîé è ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè ãðóïï â Óíèâåðñèòåòå Âàíäåðáèëüäò, Íýøâèëëü, ÑØÀ, 2005.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ê 80 þáèëåþ ïðîôåññîðà Áîðèñà Ïëîò-
êèíà, Èåðóñàëèì, Èçðàèëü, 2006.

• Ïåðâàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî àëãåáðå è ãåîìåòðèè â Àðìå-
íèè, Åðåâàí, 2007.

• Ñåìèíàð ïî òåîðèè ãðóïï êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû Ìîñêîâñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2011.

• Êàôåäðàëüíûé ñåìèíàð êàôåäðû âûñøåé àëãåáðå Ìîñêîâñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2011.

Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè âêëþ÷åíû â îïóáëèêîâàííûå òå-

çèñû ýòèõ êîíôåðåíöèé.

Ðàáîòà àâòîðà Subnormal embedding theorems for groups (J. London

Math. Soc., 62 (2000), 398-406) áûëà óäîñòîåíà Ïåðâîé ìåæäóíàðîäíîé

ïðåìèè èìåíè Ýìèëÿ Àðòèíà â 2001 ã. (ñì. Notices of the American

Mathematical Society 2001, 48, 8, ñ. 834):

http://www.ams.org/notices/200108/people.pdf

4



Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüÿõ [1]-[15],

óêàçàííûõ â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Â ýòîì ñïèñêå ïðèâåäåíû òîëüêî

ïóáëèêàöèè â ìåæäóíàðîäíûõ ðåôåðèðóåìûõ æóðíàëàõ, óêàçàíû MR-

êîäû ñòàòåé â Mathematical Reviews. Ïóáëèêàöèè â äðóãèõ èçäàíèÿõ è

òåçèñû äîêëàäîâ íå âêëþ÷åíû â ýòîò ñïèñîê.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, èç

5 ãëàâ (ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû) è èç ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Íóìåðàöèÿ

ïàðàãðàôîâ, òåîðåì, ëåìì, îïðåäåëåíèé è ò.ä. - ñêâîçíàÿ. Ïîëíûé îáúåì

äèññåðòàöèè 167 ñòðàíèö, áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 87 íàèìåíîâàíèé, èç

êîòîðûõ 15 - ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ãëàâà 1. Íîðìàëüíûå âåðáàëüíûå âëîæåíèÿ ãðóïï.

Ñòàðòîâîé òî÷êîé äëÿ ðàáîòû íàä âåðáàëüíûìè âëîæåíèÿìè äëÿ íàñ

ïîñëóæèëà ïðîáëåìà Ã. Õàéíåêåíà5 î íîðìàëüíûõ âåðáàëüíûõ âëîæå-

íèÿõ, ò. å. î êëàññèôèêàöèè òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà çàäàííàÿ ãðóïïà H äëÿ

çàäàííîãî ìíîæåñòâà ñëîâ V íîðìàëüíî è âåðáàëüíî âëîæèìà â êàêóþ-

ëèáî ãðóïïó G (êàê ðàíåå áûëî íåîäíîêðàòíî îòìå÷åíî â ëèòåðàòóðå,

eñòü ãðóïïû H è ìíîæåñòâà V , äëÿ êîòîðûõ òàêèå ãðóïïû G íå ñóùåñò-

âóþò). Íîðìàëüíûì âåðáàëüíûì âëîæåíèÿì ïîñâÿùåíà Ãëàâà 1.

Âîò ïðåäûñòîðèÿ ïðîáëåìû è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â 1912 Â. Áåðíñàéä

äîêàçàë, ÷òî íåàáåëåâà ãðóïïà ñ öèêëè÷åñêèì öåíòðîì èëè íåàáåëåâà

5Ýòà çàäà÷à áûëà òåìîé èññëåäîâàíèÿ àâòîðà â 1997-98 ãã. ïî ïðîãðàììå DAAD
(German Academic Exchange Service, grant Nr. A/97/13683). Ñì. ñòàòüè:
H. Heineken, Normal embeddings of p-groups into p-groups, Proc. Edinburgh Math.
Soc. 35 (1992) , 309–314.
H. Heineken, V. H. Mikaelian, On normal verbal embeddings of groups, J. Math.
Sci., New York, 100 (2000), 1, 1915–1924.

V. H. Mikaelian, Über die normalen verbalen Einbettungen einiger Klassen der Grup-
pen (On normal verbal embeddings of some classes of groups), Beiträge zur Algebra
und Geometrie, 45 (2004), 2, 501-516.
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ãðóïïà, èíäåêñ êîììóòàíòà êîòîðîé åñòü p2, íå ìîæåò áûòü êîììóòàíòîì

(èëè âëîæåííûì â êîììóòàíò) êàêîé-ëèáî p-ãðóïïû6. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

Áëýêáóðí íàøåë âñå 2-ïîðîæäåííûå p-ãðóïïû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîì-

ìóòàíòàìè (èëè ìîãóò áûòü âëîæåíû â êîììóòàíòû) p-ãðóïï 7. Ã. Õàéíå-

êåí ïîñòàâèë âîïðîñ øèðå è ðàññìîòðåë âìåñòî êîììóòàíòà èëè ÷ëåíà

íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà ñëó÷àé âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï äëÿ ëþáîãî

ñëîâà v ∈ F∞. Îí ïîêàçàë8, ÷òî êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà íîðìàëüíà â íå-

êîòîðîé (êîíå÷íîé) p-íàäãðóïïå G è ëåæèò â åå âåðáàëüíîé ïîäãðóïïå

w(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v(L) ⊇ Inn (H) , ãäå L åñòü íåêîòîðàÿ

ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ Aut (H). Èì æå áûë

ïîñòàâëåí âîïðîñ îïèñàíèÿ êàê ìîæíî áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ ãðóïï è

ìíîæåñòâ ñëîâ, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî íîðìàëüíàÿ âåðáàëüíàÿ âëî-

æèìîñòü â êàêóþ-ëèáî ãðóïïó. Á. Àéê ðåøèëà9 ýòîò âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ

ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïû H è ëþáîãî ñëîâà v ∈ F∞. Èíòåðåñ ê íîð-
ìàëüíîé âëîæèìîñòè ñâÿçàí è ñ àëãîðèòìè÷åñêèìè, âû÷èñëèòåëüíûìè

çàäà÷àìè (â ÷àñòíîñòè, â êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå GAP).

Ïîëíûé îòâåò äëÿ ñëó÷àÿ ëþáîé ãðóïïû H è äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëü-

íîãî ìíîæåñòâà ñëîâ V áûë äàí â íàøåé ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ã. Õàéíåêå-

íîì [2]. Òåîðåìà 1 â Ïàðàãðàôå 4 äèññåðòàöèè îïèñûâàåò ñèòóàöèþ:
äëÿ äàííîãî íåòðèâèàëüíîãî ìíîæåñòâà ñëîâ V è äëÿ äàííîé

ãðóïïû H ñóùåñòâóåò ãðóïïà G è íîðìàëüíîå V -âåðáàëüíîå

âëîæåíèå ϕ : H → Gòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî:

V (Aut (H)) ⊇ Inn (H) .

6W. Burnside, On some properties of groups whose orders are powers of primes,
Proc. London Math. Soc. (2) 11 (1912) 225–245.
7N. Blackburn, On prime power groups in which the derived group has two genera-
tors, Proc. Cambridge Philos. Soc. 53 (1957), 19–27.
8H. Heineken, Normal embeddings of p-groups into p-groups, Proc. Edinburgh Math.
Soc. 35 (1992) , 309–314.
9B. Eick, The converse of a theorem of W. Gaschütz on Frattini subgroups, Math.
Z. 224, (1997), 1, 103–111. ñì. òàêæå: B. Eick, Characterisierung und Konstruk-
tion von Frattinigruppen mit Anwendungen in der Konstruktion endlicher Gruppen,
Aachener Beiträge zur Mathematik, Band 17, Aachen, 1996.
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È åñëè H - êîíå÷íàÿ (êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ) ãðóïïà, òî Gòîæå

ìîæåò áûòü âûáðàíà êîíå÷íîé (êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé). Â êà-

÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ äàåòñÿ îïèñàíèå

âñåõ ñëó÷àåâ íîðìàëüíîé âåðáàëüíîé âëîæèìîñòè äëÿ âñåõ (êîíå÷íûõ

èëè áåñêîíå÷íûõ) ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï.

Äàëåå â Ãëàâå 1 ðàññìaòðèâàþòñÿ íîðìàëüíûå âåðáàëüíûå âëîæåíèÿ

«ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè»: ò. å. êîãäà ìîæíî âûáðàòü ãðóïïó G

àáåëåâîé (íèëüïîòåíòíîé, ðàçðåøèìîé è ò. ä.) äëÿ V -âåðáàëüíîãî âëîæå-

íèÿ ãðóïïû H , åñëè ãðóïïà H ñàìà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé (íèëüïîòåíòíîé,

ðàçðåøèìîé è ò. ä.). Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî êðèòåðèÿ â Ïàðàãðàôå 7

äàåòñÿ îäíî îáîáùåíèå òåîðåìû Â. Áåðíñàéäà î âëîæåíèÿõ êîíå÷íûõ

p-ãðóïï. Ãëàâà 1 çàêàí÷èâàåòñÿ èëëþñòðàöèåé èñïîëüçîâàííîé òåõíèêè –

îïðåäåëåíèåì îäíîé êîíñòðóêöèè, «áëèçêîé» ê êîíñòðóêöèè ñïëåòåíèé

ãðóïï.

Ãëàâà 2. Ñóáíîðìàëüíûå âåðáàëüíûå âëîæåíèÿ ãðóïï

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåçóëüòàòàì î ñóáíîðìàëüíûõ âåðáàëüíûõ âëî-

æåíèÿõ ãðóïï - åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèÿì ðåçóëüòàòîâ Ãëàâû 1 î íîð-

ìàëüíûõ âåðáàëüíûõ âëîæåíèÿõ ãðóïï. Â îòëè÷èè îò íîðìàëüíîãî âåð-

áàëüíîãî ñëó÷àÿ, ñóáíîðìàëüíàÿ âåðáàëüíàÿ âëîæèìîñòü ãðóïï èìååò

ìåñòî âñåãäà: ïî ïóíêòó A Tåîðåìû 10 â Ïàðàãðàôå 10, äëÿ ëþ-

áîé ãðóïïû H è äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ìíîæåñòâà ñëîâ

V âñåãäà ñóùåñòâóåò ãðóïïà G, äîïóñêàþùàÿ ñóáíîðìàëüíîå

âëîæåíèå ϕ : H → G, êîòîðîå âåðáàëüíî: ϕ(H) ≤ V (G).

Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå ñóáíîðìàëüíûõ âëîæåíèé ïîëó÷åííûå ìåòîäû

âåðáàëüíûõ âëîæåíèé èìåþò ïðèëîæåíèÿ ê áîëåå øèðîêîìó êðóãó çàäà÷.

Íàïðèìåð, îãðàíè÷èâàÿñü ëèøü ñ÷åòíûìè ãðóïïàìè, ìîæíî ïîëó÷èòü

óñèëåíèÿ ðÿäà èçâåñòíûõ òåoðåì î âëîæåíèÿõ ñ÷åòíûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè,

çíàìåíèòîé Òåîðåìû Ã. Õèãìåíà è Íîéìàíîâ10 î âëîæèìîñòè ëþáîé

10G. Higman, B. Neumann, Hanna Neumann, Embedding theorems for groups, J.
London Math. Soc. 3 24, (1949), 247–254.
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ñ÷åòíîé ãðóïïû â 2-ïîðîæäåííóþ ãðóïïó. Ïî ïóíêòó B Tåîðåìû 10 â

Ïàðàãðàôå 10 íàøåé ðàáîòû, êàæäàÿ ñ÷åòíàÿ ãðóïïà äëÿ ëþáîãî

íåòðèâèàëüíîãî ìíîæåñòâà ñëîâ V -âåðáàëüíî âëîæèìà â 2-ïî-

ðîæäåííóþ ãðóïïó, ïðè÷åì ýòî âëîæåíèå ìîæåò áûòü ñóáíîð-

ìàëüíûì.

Ðàíåå â ëèòåðàòóðå áûëè äîêàçàíû òåîðåìû î òàêèõ âëîæåíèÿõ ñ÷åòíûõ

ãðóïï â 2-ïîðîæäåííûå ãðóïïû, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ âëîæå-

íèÿìè äàæå â êîììóòàíò èëè âî âòîðîé êîììóòàíò 2-ïîðîæäåííîé ãðóï-

ïû (÷òî åñòü ÷àñòíûå ñëó÷àè âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï). Òàê ÷òî Tåîðåìà 10

îáîáùàeò ñðàçó íåñêîëüêî òåîðåì òàêîãî ðîäà. Áîëåå ïîäðîáíî î âëîæå-

íèÿõ ñ÷åòíûõ ãðóïï áóäåò ñêàçàíî â Ãëàâå 3.

Äàëåå â Ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç ïóíêòîâ Ïðîáëåìû 14.10

Ï. äå ëÿ Àðïà è Ì. Áðèäñîíà â Êîóðîâñêîé Òåòðàäè11: ñóùåñòâóåò

ëè ÿâíîå âëîæåíèå àääèòèâíîé ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q

â êîíå÷íî-ïîðîæäåííóþ ãðóïïó? Ìû äàëè ïîëîæèòåëüíûé îòâåò:

òàêîå ÿâíîå âëîæåíèå ïîñòðîåíî12. Áîëåå òîãî, ýòà êîíå÷íî-ïîðîæäåí-

íàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü 2-ïîðîæäåííîé (ñì. Ïàðàãðàô 15).

Ãëàâà 2 çàêàí÷èâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì âëîæåíèé âïîëíå óïîðÿäî÷åí-

íûõ ãðóïï â Ïàðàãðàôå 16 è Ïàðàãðàôå 17.

Ãëàâà 3. Âëîæåíèÿ ñ÷åòíûõ îáîáùåííûõ ðàçðåøèìûõ è îá-
îáùåííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï

Èçâåñòíàÿ òåîðåìa î âëîæèìîñòè ëþáîé ñ÷åòíîé ãðóïïû â 2-ïîðîæäåí-

íóþ ãðóïïó ñòàëà íà÷àëîì îáøèðíûõ èññëåäîâàíèé î âëîæåíèÿõ ñ÷åòíûõ

ãðóïï â 2-ïîðîæäåííûå ãðóïïû (èëè âîîáùå â êîíå÷íî-ïîðîæäåííûå

ãðóïïû) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè. Êðàòêèé ïåðå÷åíü ññûëîê íà

11Êîóðîâñêàÿ òåòðàäü. Íåðåøåííûå âîïðîñû òåîðèè ãðóïï, 14-å èçäàíèå, ïîä ðåä.
Ìàçóðîâà Â.Ä., Õóõðî Å.B.. Ñèáèðñêîå îòäåëåíèå ÐÀÍ, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, Íîâî-
ñèáèðñê, 1999
12V. H. Mikaelian, On a problem on explicit embeddings of the group Q, International
Journal of Mathematics and Mathematical Sciences, 2005:13 (2005), 2119–2123.
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ýòè ðåçóëüòàòû äàí â Ïàðàãðàôå 10. Îñíîâíàÿ öåëü Ãëàâû 3 - èçó÷åíèå
ñëó÷àåâ, êîãäà ñ÷åòíàÿ ãðóïïà äàííîãî êëàññà (íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà,

îáîáùåííàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è ò. ä.) âëîæèìà â 2-ïîðîæäåííóþ

ãðóïïó òîãî æå êëàññà. Ïàðàëëåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ, êîãäà ýòî âëîæå-

íèå ìîæåò áûòü âåðáàëüíûì, ñîõðàíÿþùèì îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ãðóï-

ïàõ è ò. ä..

Â ÷àñòíîñòè, ïî Òåîðåìå 16 è Òåîðåìå 15 â Ïàðàãðàôå 21 è ïî Òåîðåìå

18 â Ïàðàãðàôå 25, åñëè ñ÷åòíàÿ ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé

ãðóïïîé, SN∗-ãðóïïîé, SI∗-ãðóïïîé, SN-ãðóïïîé, SI-ãðóïïîé,

SN -̀ãðóïïîé, SI -̀ãðóïïîé èëè æå SD-ãðóïïîé (ñì. îïðåäåëåíèÿ

è îáîçíà÷åíèÿ â Ïàðàãðàôå 19), òî äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî

ìíîæåñòâà ñëîâ V ñóùåñòâóåò 2-ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà G è ñóá-

íîðìàëüíîå V -âåðáàëüíîå âëîæåíèå ϕ : H → G, ïðè÷åì ãðóïïó

G ìîæíî âûáðàòü â òîì æå èç âûøå ïåðå÷èñëåííûõ êëàññîâ,

êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èñõîäíàÿ ãðóïïà H.

Áîëåå òîãî, åñëè ãðóïïà H âïîëíå óïîðÿäî÷åíà, òî ãðóïïó G

ìîæíî âûáðàòü âïîëíå óïîðÿäî÷åííîé òàê, ÷òî ïîðÿäîê íà íåé

ïðîäîëæàåò ïîðÿäîê èçîìîðôíîé êîïèè ãðóïïû H.

Òàêèå óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî íå äëÿ âñåõ êëàññîâ ãðóïï, êîíå÷íî.

Íàïðèìåð, íå âñå ñ÷åòíûå àáåëåâû ãðóïïû âëîæèìû â 2-ïîðîæäåííûå

àáåëåâû ãðóïïû (î÷åâèäíûé ôàêò), íå âñå ñ÷åòíûå íèëüïîòåíòíûå ãðóï-

ïû âëîæèìû â 2-ïîðîæäåííûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû (ôàêò ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî â êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå âñå ïîäãðóïïû

òîæå êîíå÷íî-ïîðîæäåííûå). Åùå äâà ïðèìåðà ìû ïðèâîäèì â Ïàðà-

ãðàôå 24: òàêèìè êëàññàìè îáîáùåííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, ñ÷åòíûå

ãðóïïû èç êîòîðûõ íå âñåãäà ìîãóò áûòü âëîæåíû â 2-ïîðîæäåííûå

ãðóïïû òîãî æå êëàññà, ÿâëÿþòñÿ êëàññû ZA-ãðóïïû è N -ãðóïïû (ñì.

îïðåäåëåíèÿ â Ïàðàãðàôå 19).
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Ãëàâà 4. Ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå ñïëåòåíèÿìè àáåëåâûõ
ãðóïï

Ãëàâà ïîñâÿùåíà ìíîãîîáðàçèÿì, ïîðîæäåííûì ñïëåòåíèÿìè àáåëåâûõ

ãðóïï è ñïëåòåíèÿìè ìíîæåñòâ àáåëåâûõ ãðóïï. Õîòÿ ïîëó÷åííûå â ýòîé

ãëàâå ðåçóëüòàòû íå âñåãäà êàñàþòñÿ âåðáàëüíûõ âëîæåíèé ãðóïï, òåì

íå ìåíåå òåõíèêà ïðèìåíåííàÿ çäåñü (îñîáåííî ñïëåòåíèÿ ãðóïï) òåñíî

ñâÿçàíà ñ ìåòîäàìè, èñïîëüçóåìûìè â äðóãèõ ãëàâàõ.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ãëàâû - íàéòè ýôôåêòèâíûå êðèòåðèè, êëàññèôèöè-

ðóþùèå âñå ñëó÷àè, êîãäà äëÿ äàííûõ ìíîæåñòâ àáåëåâûõ ãðóïï X è Y

èõ äåêàðòîâî ñïëåòåíèå

X Wr Y = {X Wr Y |X ∈ X, Y ∈ Y}
èëè èõ ïðÿìîå ñïëåòåíèå

X wr Y = {X wr Y |X ∈ X, Y ∈ Y}
ïîðîæäàþò ïðîèçâåäåíèå ìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ äàííûìè ìíî-

æåñòâàìè ãðóïï X è Y:

var (X) var (Y) .

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ìíîæåñòâà X è Y ñîñòîÿò êàæäàÿ èç îäíîé ãðóï-

ïû: X = {A} è Y = {B}, ìû ïîëó÷àåì êðèòåðèè, êëàññèôèöèðóþùèå
âñå ñëó÷àè, êîãäà var (A Wr B) = var (A) var (B) è var (A wr B) =

var (A) var (B) . Ýòè ðåçóëüòàòû îáîáùàþò èçâåñòíûå ôàêòû î âûïîë-

íåíèè òàêèõ ðàâåíñòâ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (ñì. â ÷àñòíîñòè ðåçóëüòàòû Ê.

Õîóòîíà èëè Ã. Õèãìåíà, óïîìÿíóòûå íèæå). Â Ãëàâå 4 ìû ïîïóòíî

ïðèâåäåì è äðóãèå ðåçóëüòàòû â ñìåæíûõ âîïðîñàõ.

Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå C äëÿ áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è

îáîçíà÷åíèå Cn äëÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n. Ïåðâûé ðåçóëü-

òàò î ìíîãîîáðàçèÿõ, ïîðîæäåííûõ ñïëåòåíèÿìè àáåëåâûõ ãðóïï (Ëåììà

10



4.5 è Ïðèìåð 4.9 â ðàáîòå Ã. Xèãìåíà13 èëè 24.65, 54.41 â ìîíîãðàôèè

Íîéìàí14), ïðèíàäëåæèò Ã. Õèãìåíó, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî åñëè Cp è Cn

êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ïîðÿäêîâ p è n (p - ïðîñòîå ÷èñëî

íå äåëÿùåå n), òîãäà ñïëåòåíèå Cp wr Cn ïîðîæäàåò ïðîèçâåäå-

íèå ApAn, ãäå, êàê îáû÷íî, An = var (Cn) åñòü ìíîãîîáðàçèå âñåõ àáå-

ëåâûõ ãðóïï êîíå÷íûõ ýêñïîíåíò, äåëÿùèõ n. Ðåçóëüòàò Õîóòîíà îïèñàë

âñå ñëó÷àè ñ A = Cm è B = Cn. Èìåííî, ðàâåíñòâî

var (Cm wr Cn) = var (Cm) var (Cn) = AmAn

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m è n âçàèìíî ïðîñ-

òû.

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ íàøåãî êðèòåðèÿ äàäèì åãî ñíà÷àëa äëÿ ñëó÷àÿ

ñïëåòåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï A è B, à íå ìíîæåñòâ ãðóïï. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Bp òàê íàçûâàåìóþ p-ïðèìàðíóþ êîìïîíåíòó àáåëåâîé ãðóïïû B

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (ò. å. ïîäãðóïïó ãðóïïû B, ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ,

ïîðÿäêè êîòîðûõ åñòü ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà p). Ïî Òåîðåìå Ïðþôåðà

êàæäàÿ àáåëåâà ãðóïïà êîíå÷íîé ýêñïîíåíòû, â ÷àñòíîñòè è p-ïðèìàðíàÿ

êîìïîíåíòà Bp ãðóïïû B, åñòü ïðÿìàÿ ñóììà êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ

ãðóïï, ïîðÿäêè êîòîðûõ åñòü ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë:

Bp =
∑

i∈I

Cpki .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k′ ñàìóþ âûñîêóþ èç ýòèõ ýêñïîíåíò ki. Òîãäà, ïî

Òåîðåìå 19 â Ïàðàãðàôå 28 Äëÿ ëþáûõ àáåëåâûõ ãðóïï A è B

ðàâåíñòâî var (A WrB) = var (A) var (B) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà:

(1) åñëè õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ãðóïï A èB íå èìååò êîíå÷íóþ

ýêñïîíåíòó;

13G. Higman, Some remarks on varieties of groups, Quart. J. Math. Oxford, (2) 10
(1959), 165–178.
14Hanna Neumann, Varieties of Groups, Springer–Verlag, Berlin (1967).
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(2) èëè åñëè exp A = m è expB = n îáå êîíå÷íûå è äëÿ ëþáîãî

ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p ÷èñåë m è n, p-ïðèìàðíàÿ êîìïîíåí-

òà

Bp =
∑

i∈I

Cpki , (pki|n, i ∈ I)

ãðóïïû B ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñëàãàåìûõ Cpk′ ïî-

ðÿäêà pk′
, ãäå pk′

åñòü íàèâûñøàÿ ñòåïåíü p, äåëÿùàÿ n.

Òàê êàê äåêàðòîâî è ïðÿìîå ñïëåòåíèÿ ëþáûõ äâóõ ãðóïï âñåãäà

ïîðîæäàþò îäíî è òî æå ìíîãîîáðàçèå, àíàëîã ýòîãî óòâåðæ-

äåíèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ ïðÿìûõ ñïëåòåíèé.

Êîãäà A è B êîíå÷íûå ãðóïïû, íàøå óñëîâèå ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî

var (A Wr B) = var (A) var (B) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

èõ ïîðÿäêè m è n âçàèìíî ïðîñòû.

À äëÿ ñëó÷àÿ ñïëåòåíèé ìíîæåñòâ àáåëåâûõ ãðóïï èìååò ìåñòî Òåî-

ðåìà 20 â Ïàðàãðàôå 29: Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ àáåëåâûõ ãðóïï X

è Y ðàâåíñòâî var (X Wr Y) = var (X) var (Y) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

(1) åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ X è Y íå èìååò êîíå÷íóþ

ýêñïîíåíòó;

(2) èëè åñëè expX = m è exp Y = n îáå êîíå÷íû è äëÿ ëþ-

áîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p ÷èñåë m è n, è äëÿ ëþáîãî ïîëî-

æèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà s ìíîæåñòâî Y ñîäåðæèò ãðóï-

ïó B(s) òàêóþ, ÷òî p-ïðèìàðíàÿ êîìïîíåíòà

B(s)p =
∑

i∈I(s)

Cpki , (pki|n, i ∈ I(s))

ãðóïïû B(s) ñîäåðæèò íå ìåíåå s ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ Cpk′

ïîðÿäêà pk′
, ãäå pk′

íàèâûñøàÿ ñòåïåíü ÷èñëà p, äåëÿùàÿ

n.

Àíàëîã óòâåðæäåíèÿ âåðåí è äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìûõ ñïëåòåíèé.
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Â Ãëàâå 4 òàêæå ñîáðàíî ìíîãî ïðèìåðîâ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ ïðè-

ìåíåíèÿ ýòèõ êðèòåðèåâ ê ñïëåòåíèÿì àáåëåâûõ ãðóïï. Â Ïàðàãðàôå 39

ìû èñïîëüçóåì ïîëó÷åííûé êðèòåðèé äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ ïîäìíîãîîáðàçèé

ìíîãîîáðàçèÿ A2
p, ïîðîæäåííûõ ñïëåòåíèÿìè íåòðèâèàëüíûõ àáåëåâûõ

ãðóïï.

À â Ïàðàãðàôå 40, çàêëþ÷àþùåì Ãëàâó 4, ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòî-

ðûå ñâÿçàííûå ñî ñïëåòåíèÿìè âîïðîñû î ïðîèçâåäåíèÿõ ìíîãîîáðàçèé

ãðóïï. Âîò, íàïðèìåð, îäèí íåìíîãî íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò. Â ëèòåðà-

òóðå ÷àñòî èñïîëüçîâàíà èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ã. Áàóìñëàãà è Íîéìàíîâ î

òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû A è äëÿ ëþáîé äèñêðèìèíèðóþùåé ãðóïïû

B ñïëåòåíèå A Wr B äèñêðèìèíèðóåò (à ïîýòîìó è ïîðîæäàåò) ìíîãîîá-

ðàçèå var (A) var (B)15. Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï ýòî óñëîâèå -

íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå: Äëÿ ëþáûõ íåòðèâèàëüíûõ àáåëåâûõ

ãðóïï A è B ñïëåòåíèå A Wr B äèñêðèìèíèðóåò ìíîãîîáðàçèå

var (A) var (B)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B äèñêðèìèíèðóåò ìíîãîîáðàçèå

var (B) (ñì. Òåîðåìó 33, Òåîðåìó 34 è ðåìàðêó Äæ. Ãðîóâçà â Ïàðàã-

ðàôå 40).

Ãëàâà 5. Ãðóïïîâûå êîíñòðóêöèè, îñíîâàííûå íà âåðáàëüíûõ
âëîæåíèÿõ ãðóïï

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå ìû èñïîëüçóåì (âåðáàëüíûå) âëîæåíèÿ ãðóïï

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðóïï è êëàññîâ ãðóïï ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ õîïôîâîé, åñëè G íå èçîìîðôíà íè îäíîé èç

ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ôàêòîð-ãðóïï. Êàæäàÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ôè-

íèòíî-àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà (â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà

êîíå÷íîãî ðàíãà èëè êàæäàÿ ñâîáîäíàÿ ïîëèíèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà êî-

íå÷íîãî ðàíãà) ÿâëÿåòñÿ õîïôîâîé ãðóïïîé16. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ëåãêî

15Hanna Neumann, Varieties of Groups, Springer–Verlag, Berlin (1967).
16À. È. Ìàëüöåâ, Îá èçîìîðôíîì ïðåäñòàâëåíèè áåñêîíå÷íûõ ãðóïï ìàòðè-
öàìè, Ìàò. Ñá. 28 (1940), 405–422.
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âèäåòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà áåñêîíå÷íîãî ðàíãà èëè ñâîáîäíàÿ àáå-

ëåâà ãðóïïà áåñêîíå÷íîãî ðàíãà - íåõîïôîâû ãðóïïû. Ýòîò êîíòðàñò

äåëàåò ïðèìåðû êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ íåõîïôîâûõ ãðóïï èíòåðåñíûìè

(íà ñàìîì äåëå îðèãèíàëüíàÿ ïðîáëåìà Õàéíöà Õîïôà áûëà ïîñòàâëåíà

èì â 1930-õ ãîäàõ èìåííî î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ ãðóïï17. Ïåðâûå îòâåòû

íà ýòîò âîïðîñ áûëè äàíû Á. Íîéìàíîì18 è Ã. Õèãìåíîì19.

Â Òåîðåìå 37 â Ïàðàãðàôå 42 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò êîí-

òèíóóì 3-ïîðîæäåííûõ ðàçðåøèìûõ íåõîïôîâûõ ãðóïï, ïîðîæ-

äàþùèõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïï. Äëèíà ðàç-

ðåøèìîñòè ýòèõ ãðóïï íå áîëåå äåâÿòè. Òàì æå äàíà îäíà èë-

ëþñòðàöèÿ ê Ïðîáëåìå 16 Õàííû Íîéìàí è ê ðåçóëüòàòó Äæ. Ãðîóâçà 20.

Â íàøåé êîíñòðóêöèè ìû èñïîëüçóåì ìíîæåñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóì

{Ni|i ∈ I} ñ÷åòíûõ ãðóïï Ni, ïîðîæäàþùèõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ìíî-

ãîîáðàçèÿ ãðóïï, ïîñòðîåííîå À.Þ. Îëüøàíñêèì21 äëÿ ðåøåíèÿ èçâåñòíîé

ïðîáëåìû êîíå÷íîé áàçû òîæäåñòâ.

Äàëåå â Ãëàâå 5, â Ïàðàãðàôàõ 46 - 49 äàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñò-

ðóêöèÿ, èëëþñòðèðóþùàÿ èçâåñòíóþ êîíöåïöèþ áåñêîíå÷íûõ ñïëåòå-

ííûõ ñòåïåíåé Ô. Õîëëà è ñ èõ ïîìîùüþ äàí îòâåò íà îäèí âîïðîñ

Á.È. Ïëîòêèíà: Ñóùåñòâóåò ëè 2-ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà G = 〈x, y〉
òàêàÿ, ÷òî G íå ðàçðåøèìà (ïîýòîìó îíà è íå ëîêàëüíî-ðà-

çðåøèìà), íî íîðìàëüíîå çàìûêàíèå 〈x〉G ýëåìåíòà x â G åñòü

ëîêàëüíî ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà. Ìû äàåì ïîëîæèòåëüíûé îòâåò

íà ýòîò âîïðîñ äâóìÿ ÿâíî ñêîíñòðóèðîâàííûìè ãðóïïàìè, èç êîòîðûõ

ïåðâàÿ îñíîâàíà íà áåñêîíå÷íûõ ñïëåòåííûõ ñòåïåíÿõ Ô. Õîëëà, à âòîðàÿ

17H. Hopf, Beiträge zur Klassifizierung der Flächenabbildungen, J. Reine Angew.
Math. 1965 (1931), 225–236.
18B. H. Neumann, A two-generator group isomorphic to a proper factor group, J.
London Math. Soc. 25 (1950), 247–248.
19G. Higman, A finitely related group with an isomorphic proper factor group, J.
London Math. Soc. 26 (1951), 59–61.
20J. R. J. Groves, On some finiteness conditions for varieties of metanilpotent
groups, Arch. Math. 24 (1973), 252-268.
21À. Þ. Îëüøàíñêèé, Î ïðîáëåìå êîíå÷íîãî áàçèñà òîæäåñòâ â ãðóïïàõ, Èçâ.
ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì., 34 (1970), 376–384.
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äàåòñÿ êàê ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíî ñêîíñòðóè-

ðîâàííîãî ãðàôà.

Ãëàâà 5 çàêðûâàåòñÿ òðåòüèì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ âåðáàëüíûõ âëî-

æåíèé ãðóïï äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ êëàññîâ ãðóïï. Â Ïàðàãðàôå 50 ìû

ïðèâîäèì ïðèìåðû ëîêàëüíî-íåðàçðåøèìûõ SI ∗-ãðóïï. Èç âñåõ òèïîâ
îáîáùåííûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï SI ∗-ãðóïïû, ò. å. ãðóïïû, äîïóñêàþùèå
âîçðàñòàþùèé (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íûé) íîðìàëüíûé ðÿä ñ àáåëåâûìè

ôàêòîðàìè, â êàêîì-òî ñìûñëå ñàìûå áëèçêèå ê ðàçðåøèìûì ãðóïïàì

(ñðåäè âñåõ êëàññîâ îáîáùåííûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï).

Íî â ëèòåðàòóðå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè áûë âñåãî îäèí ïðèìåð òàêîé

ãðóïïû, ïîñòðîåííûé â øåñòèäåñÿòûõ ãîäàõ íåçàâèñèìî Ô. Õîëëîì 22, Ë.

Êîâà÷åì è Á. Íîéìàíîì23. Ìû ñòðîèì êîíòèíóóì ïðèìåðîâ òàêèõ ãðóïï,

âñå ëåæàùèå â ìíîãîîáðàçèè

A · ((Kp ∩ En) ∪ (G5 ∩ B8qr)
) ·A3.

Áîëåå òîãî, ýòè ãðóïïû íå òîëüêî ïîïàðíî íåèçîìîðôíû, íî ïîðîæäàþò

ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïï.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê, ñîãëàñíî ðàáîòàì À.Þ. Îëüøàíñêîãî 24 èëè

Ñ.È. Àäÿíà25 ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãîîáðàçèé èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì,

ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ ëîêàëüíî-íåðàçðåøèìû-

ìè SI∗-ãðóïïàìè «ñòîëüêî æå», ñêîëüêî è âîîáùå âñåõ ìíîãîîáðàçèé
ãðóïï.

22P. Hall, The Frattiny subgroups of finitely generated groups, Proc. London Math.
Soc., (3) 11 (1961), 327–352.
23L. G. Kovács, B. H. Neumann, An embedding theorem for some countable groups,
Acta Sci. Math. (Szegel) 26 (1965), 139–142.
24À. Þ. Îëüøàíñêèé, Î ïðîáëåìå êîíå÷íîãî áàçèñà òîæäåñòâ â ãðóïïàõ, Èçâ.
ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì., 34 (1970), 376–384.
25Ñ. È. Àäÿí, Áåñêîíå÷íûå íåïðèâîäèìûå ñèñòåìû ãðóïïîâûõ òîæäåñòâ,
ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1970, 190, 3, 499--501.
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