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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèé íåêîòîðûõ ýâî-

ëþöèîíííûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà-Êàöà.

Ôîðìóëîé Ôåéíìàíà íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èëè ïñåâäîäèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ïðåäåëà èíòåãðàëîâ ïî äåêàðòîâûì
ïðîèçâåäåíèÿì íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà ñî-
ìíîæèòåëåé ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ôîðìóëîé Ôåéíìàíà-Êàöà íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ òîé
æå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì â òîì æå ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïðè ýòîì êðàòíûå èíòåãðàëû â ôîðìóëå Ôåéíìàíà ñîâïàäàþò
ñ èíòåãðàëàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ êîíå÷íîêðàòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè
èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì.

Ñâÿçü ìåæäó ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíèÿìè è èíòåãðèðîâàíèåì
ïî ïðîñòðàíñòâó òðàåêòîðèé âïåðâûå ÿâíî áûëà îïèñàíà Ð. Ôåéí-
ìàíîì. Â åãî ñòàòüå, îïóáëèêîâàíîé â 1948 ãîäó ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà ïðåäñòàâëåíî â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðà-
ëà, îïðåäåëÿåìîãî êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýôôåêòèâíî âû-
÷èñëÿåìûõ èíòåãðàëîâ ïî êîíå÷íîìó ïðîèçâåäåíèþ êîíôèãóðàöè-
îííûõ ïðîñòðàíñòâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàññóæäåíèÿ Ôåéíìàíà
íîñèëè ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð, îêàçàëîñü, ÷òî èì ìîæíî ïðèäàòü
òî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë. Ý. Íåëüñîí çàìåòèë, ÷òî äîêàçà-
òåëüñòâî ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì ìîæíî ïðîâåñòè ïóòåì ïðèìåíåíèÿ
òåîðåìû Òðîòòåðà (äîêàçàííîé íåçàâèñèìî Þ.Ë. Äàëåöêèì). Òàêèì
îáðàçîì áûëî ïîëîæåíî íà÷àëî ýôôåêòèâíîìó ìåòîäó ïîëó÷åíèÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ôóíêöèîíàëüíû-
ìè èíòåãðàëàìè. Â ðàáîòàõ Î.Ã. Ñìîëÿíîâà, Õ. ô. Âàéöçåêêåðà è èõ
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ñîàâòîðîâ áûëî ïðåäëîæåíî âìåñòî òåîðåìû Òðîòòåðà èñïîëüçîâàòü
çíà÷èòåëüíî åå îáîáùàþùóþ òåîðåìó ×åðíîâà, ÷òî ïîçâîëèëî ñó-
ùåñòâåííî ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.
Äðóãèå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèé òè-
ïà Øðåäèíãåðà ôóíêöèîíàëüíûìè èíòåãðàëàìè îáñóæäàëèñü â ðà-
áîòàõ Ñ.Àëüáåâåðèî, Ô.À.Áåðåçèíà, Þ.Ë.Äàëåöêîãî, Â.Ï.Ìàñëîâà,
Ý.Íåëüñîíà, Î.Ã.Ñìîëÿíîâà, À.Òðóìåíà, Å.Ò.Øàâãóëèäçå è äðóãè-
ìè.
Îêàçàëîñü, ÷òî ôîðìóëû Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà-Êàöà ïîçâîëÿþò
ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé øèðîêîãî êëàññà ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé, ñ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì â ïðàâîé ÷àñòè.
Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äëÿ ýâî-
ëþöèîííûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî àð-
ãóìåíòà, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ ôóíê-
öèé p-àäè÷åñêîãî àðãóìåíòà.
Âàæíîñòü èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ ñâÿçàíà â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü ñ òåì, ÷òî â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå íàéäåíû ñóùåñòâåííûå ïðè-
ìåíåíèÿ p-àäè÷åñêîãî àíàëèçà â îáëàñòè áèîõèìèè è òåîðèè ñïëîø-
íûõ ñðåä. Ñ ïîìîùüþ p-àäè÷åñêîãî àíàëèçà ïîñòðîåíà ìîäåëü òàê
íàçûâàåìîé ñïåêòðàëüíîé äèôôóçèè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ìàê-
ðîìîëåêóë áåëêà, à òàêæå ÿâëåíèÿ àáñîðáöèè óãàðíîãî ãàçà ìèîãëî-
áèíîì. Ïðè ýòîì p-àäè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññîâ ñ áåëêîâûìè ìîëåêó-
ëàìè âêëþ÷àåò â ñåáÿ óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ òåïëîïðî-
âîäíîñòè, ïîíèìàåìîå â äàííîì êîíòåêñòå êàê êèíåòè÷åñêîå. Êðîìå
òîãî, p-àäè÷åñêèé àíàëèç íàøåë ïðèìåíåíèå ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ
â òàê íàçûâàåìûõ ñïèíîâûõ ñòåêëàõ.

Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ p-àäè÷åñêîãî àíà-
ëèçà â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå áûëà îòìå÷åíà â ðàáîòàõ Â.Ñ. Âëà-
äèìèðîâà è È.Â. Âîëîâè÷à. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðå÷ü øëà î åãî ïðèìåíå-
íèè äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà ìàñøòàáàõ ïëàíêîâñêîé
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äëèíû.
Èññëåäîâàíèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé p-àäè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ, è, â ÷àñò-
íîñòè, ïðåäñòàâëåíèÿì ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ýòèìè îïåðàòîðàìè â
âèäå èíòåãðàëîâ ïî ïóòÿì â ïðîñòðàíñòâàõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, ïî-
ñâÿùåí ðÿä ðàáîò Î.Ã.Ñìîëÿíîâà è Í.Í.Øàìàðîâà. Ðåçóëüòàòû ïåð-
âûõ äâóõ ãëàâ äèññåðòàöèè ðàñïðîñòðàíÿþò ïîëó÷åííûå Î.Ã. Ñìî-
ëÿíîâûì è Í.Í.Øàìàðîâûì íà n-ìåðíûé ñëó÷àé.

Ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò òàêæå ðÿä òî÷åê ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ çà-
äà÷àìè, èññëåäîâàííûìè Ð.Ñ.Èñìàãèëîâûì è Â.Ñ. Âàðàäàðàæàíîì,
èñïîëüçîâàâøèìè, îäíàêî, äðóãèå ìåòîäû.

Âñåì ñêàçàííûì è îïðåäåëÿåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.
Öåëü ðàáîòû

Èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè òåõíèêè ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé íåêîòîðûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íàä p-àäè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå èç íèõ
çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà òåïëîïðî-
âîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïðîèçâåäåíèè âå-
ùåñòâåííîé ïðÿìîé è ïðîñòðàíñòâà Qp

n èíòåãðàëàìè Ôåéíìàíà.
2. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà äëÿ óðàâíåíèé òèïà òåïëî-

ïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïðîèçâåäåíèè
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è ïðîñòðàíñòâà Qp

n.
3. Äîêàçàíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà òåïëîïðî-

âîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïðîñòðàíñòâå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä Qp ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Ôåéíìàíà.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà

è ðÿä ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêöèé.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé

ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìà-
þùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêîé è p-àäè÷åñêèì àíàëèçîì.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè
Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, ïðîøëè àïðîáàöèþ íà

ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:
1. Ñåìèíàð ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà "Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà"ïîä
ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîô. Î.Ã. Ñìîëÿíîâà, ä.ô.-ì.í., äîö. Å.Ò.
Øàâãóëèäçå (íåîäíîêðàòíî, 2008-2010ãã.).
2. Ñåìèíàð îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÌÈÀÍ èíñòèòóòà èì.
Â.À. Ñòåêëîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîô. Â.Ñ. Âëàäèìèðîâà
è ä.ô.-ì.í., ïðîô. È.Â. Âîëîâè÷à (2010ã.).
3. XVI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-
äûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿, Ìîñêâà, 2009.
4. XVII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìî-
ëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿, Ìîñêâà, 2010.
5. CR-ãåîìåòðèÿ è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ - IV, Ëåâèêî
Òåðìå, Èòàëèÿ, 2010.
Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â äâóõ ðàáîòàõ àâòîðà.
[1]-[2].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 64 ñòðàíèöû, áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷à-
åò 32 íàèìåíîâàíèÿ.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå ïîëó÷åíû ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ óðàâíåíèé òèïà
òåïëîïðîâîäíîñòè, â êîòîðûõ ðîëü îïåðàòîðà Ëàïëàñà èãðàåò îïåðà-
òîð Âëàäèìèðîâà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíûå ôóíê-
öèè îïðåäåëåíû íà ïðîèçâåäåíèè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è ïðîñòðàí-
ñòâà Qp

n � n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îáîáùàåò ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé â ðàáîòå
1 äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïðîèçâåäåíèè îäíî-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë è âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé.
Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.
Ïóñòü α-âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì íåïîëîæè-
òåëüíóþ ôóíêöèþ gα : Qp

n → [0; +∞) ôîðìóëîé gα(x) = −(|x|p)α.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (gα·) ñàìîñîïðÿæåííûé íåîãðàíè÷åííûé â L2(Qp

n)

îïåðàòîð ïîòî÷å÷åíîãî óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ gα, ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ
{D(gα·) = f : f ∈ L2, g

α · f ∈ L2}.
Äàëåå, îïðåäåëèì àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà Dα (îïåðàòîð Âëàäè-
ìèðîâà) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå: Dα = FL2

◦ (gα·) ◦ F−1
L2

.
Åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dα = {f ∈ L2 : gα · f̃ ∈ L2}.
Ïóñòü v : Qp

n → C - îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à (v·) -
îãðàíè÷åííûé, îïðåäåëåííûé âñþäó â L2(Qp

n) îïåðàòîð ïîòî÷å÷íî-
ãî óìíîæåíèÿ íà v.
Ïîä çàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îïåðàòîðîì
Âëàäèìèðîâà äàëåå áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ôóíêöèè Ψ :

R+ → L2(Qp
n), äèôôåðåíöèðóåìîé íà (0, +∞), íåïðåðûâíîé íà

1Ñìîëÿíîâ Î.Ã., Øàìàðîâ Í.Í. Ôîðìóëû Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà-Êàöà äëÿ ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Âëàäèìèðîâà, ÄÀÍ, 2008, òîì 420, �1, ñ.1-4
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[0, +∞) è óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
{

d
dtΨ(t) = (Dα + V )Ψ(t)

Ψ(0) = Ψ0,
(1)

ãäå äëÿ ëþáîãî t > 0 d
dtΨ(t) := limτ→0[τ 7→ Ψ(t+τ)−Ψ(t)

τ ] (ïðåäåë â
L2-íîðìå).
Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ïîëóãðóïï, à èìåííî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà
îïåðàòîðà (Dα + V ) èç ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷è (1) áûòü ãåíåðàòîðîì
àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû:

Îïðåäåëåíèå 1 Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà G íàçûâàåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (�óãîë
ðàñòâîðà ñåêòîðà àíàëèòè÷íîñòè�) ϕ ∈ (0; π

2 ] , ÷òî ñóæåíèå ôóíê-
öèè G íà îòêðûòûé ëó÷ (0 ; +∞) ïðîäîëæàåòñÿ äî àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè Gϕ â îòêðûòîì ñåêòîðå Σϕ , è åñëè ïðè ýòîì çàìûêàíèå
ñóæåíèÿ ôóíêöèè Gϕ íà âñÿêèé ìåíüøèé ñåêòîð Σθ , 0 < θ < ϕ ,
ìîæåò áûòü íåïðåðûíî ïðîäîëæåíî íà Σθ ∪ {0}.

Ïðåäëîæåíèå 1 Îïåðàòîð Dα ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì îãðàíè÷åí-
íîé àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû â ïðîñòðàíñòâå L2(Qp

n) ñ óãëîì
ðàñòâîðà àíàëèòè÷íîñòè π

2 . Äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî íåîòðè-
öàòåëüíîãî t ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

et·(Dα) = FL2
◦ et·gα ◦ F−1

L2

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû ×åðíîâà, íàçûâàåìîå ôîðìó-
ëîé Òðîòòåðà, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë
Ôåéíìàíà.

Òåîðåìà 1 (ôîðìóëà Òðîòòåðà) Ïóñòü A � ãåíåðàòîð ÎÏÏ â
âåùåñòâåííîì èëè êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå V ñ îá-
ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ DA , ïðè÷åì ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî
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ε > 0 òàêîå, ÷òî ‖et·A‖ 6 et/ε ïðè 0 < t < ε è ïóñòü B � îãðàíè-
÷åííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V , âñþäó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
îïðåäåëåííûé. Òîãäà îïåðàòîð A + B , îïðåäåëåííûé íà îáëàñòè
DA ôîðìóëîé (A + B)x = Ax + Bx , òîæå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì
ïîëóãðóïïû, è äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
t > 0 è êàæäîãî âåêòîðà x ∈ V ñïðàâåäëèâû íàçûâàåìûå ôîðìóëà-
ìè Òðîòòåðà ðàâåíñòâà

et·(A+B)x = lim
n→+∞

(e
t
n ·Ae

t
n ·B)nx , et·(A+B)x = lim

n→+∞
(e

t
n ·Be

t
n ·A)nx , (2)

â êîòîðûõ ïðåäåëû áåðóòñÿ ñíîâà ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà V .

Äàëåå, äëÿ ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Òðîòòåðà è ïîëó÷åíèÿ èñêîìûõ
ôîðìóë Ôåéíìàíà, íàõîäèì ÿâíûé âèä ïîëóãðóïïû, ïîðîæäàåìîé
îïåðàòîðîì Âëàäèìèðîâà.
Ïóñòü Ŝt = etDα

, t ≥ 0.

Ëåììà 1 Ïóñòü f ∈ L2(Qp
n). Òîãäà Ŝt = F−1

L2
StFL2

ïî÷òè äëÿ âñåõ
x, ãäå (Stf)(x) = etgα(x)f(x).
Ïðè t > 0 è f ∈ L2 ýëåìåíò Ŝ(f) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé Ft,α ∗ f , ãäå Ft,α - ôóíêöèÿ èç L2 ∩ L1, íåïðåðûâíàÿ íà
Qp

n,
Ft,α(x) =

∑

k∈Z
(e−tpkα − e−tp(k+1)α

)pknΩ(p−k‖x‖n
p),

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Çàìå÷àíèå 1 Çäåñü Ω(t) - èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ íà âåùåñòâåí-
íîé ïðÿìîé.

È, íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì ãëàâíóþ òåîðåìó ãëàâû 1 îá èñêîìîé
ôîðìóëå Ôåéíìàíà.

Òåîðåìà 2 Äëÿ âñåõ Ψ0 ∈ L2(Qp
n) è äëÿ íåêîòîðîé âîçðàñòàþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (nk) ðåøåíèå Ψ(t) çàäà÷è
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1 äëÿ ïî÷òè âñåõ x0 ∈ Qp
n èìååò âèä

Ψ(t)x0 = lim
k→∞

∫

x1∈Qn
p

m(
t

nk
, x0, dx1)e

t
nk

v(x1)·
∫

x2∈Qn
p

m(
t

nk
, x1, dx2)e

t
nk

v(x2) . . .

. . .

∫

xnk
∈Qn

p

m(
t

nk
, xnk−1, dxnk

)e
t

nk
v(xnk

)
Ψ0(xnk

), (3)

ãäå êàæäûé äîïðåäåëüíûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò ïðè êàæäîì çíà-
÷åíèè åãî ïàðàìåòðà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî x0.

Çàìå÷àíèå 2 Ìåðà m(s, x, A) ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
äëÿ êàæäîãî s > 0, ms,α - ìåðà ñ ïëîòíîñòüþ Fs,α, îòíîñèòåëü-
íî ìåðû Õààðà dnx. Ïóñòü m0 = δ, ãäå δ - ìåðà Äèðàêà, òî åñòü
δ(A) = 1 ïðè 0 3 A è δ(A) = 0 èíà÷å. Îïðåäåëèì ñäâèã ìåðû:

ms,α,x(A) = m(s, α, x, A) = ms,α(A− x) =: m(s, x, A),

äëÿ êàæäîãî x ∈ Qp
n è êàæäîãî áîðåëåâñêîãî A ⊂ Qp

n.

Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, ôîðìóëîé Ôåéíìàíà íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî èëè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïðåäåëà èí-
òåãðàëîâ ïî äåêàðòîâûì ñòåïåíÿì íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà, â íàøåì
ñëó÷àå - Qp

n. Ôîðìóëîé Ôåéíìàíà-Êàöà íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ òîé æå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì â òîì
æå ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì êðàòíûå èíòåãðàëû â ôîðìóëå Ôåéíìàíà
ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ êîíå÷íîêðàòíûìè àïïðîê-
ñèìàöèÿìè èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì. Ôîðìóëå Ôåéíìàíà-Êàöà
äëÿ çàäà÷è Êîøè (1) ïîñâÿùåíà âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè.
×òîáû èç ïîëó÷åííûõ óæå ôîðìóë Ôåéíìàíà âûâåñòè ôîðìóëû
Ôåéíìàíà-Êàöà, íåîáõîäèìî, âî-ïåðâûõ, ïîñòðîèòü àíàëîã ìåðû Âè-
íåðà íà ïðîñòðàíñòâå (Qp

n)[0,t]. Áóäåì èñêàòü òàêóþ ìåðó M t, ÷òî åå
êîíå÷íîìåðíûå ïðîåêöèè ñîâïàäàþò ñ ìåðîé, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé

m⊗n·m
t,α (A1 × A2 × ...× Am) =
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=

∫

y1∈A1

m(
t

n
, 0, dy1)

∫

y2∈A2

m(
t

n
, y1, dy2)...

∫

ym∈Am

m(
t

m
, ym−1, dym), Ai ∈ Qp

n.

Îêàçûâàåòñÿ, òàêàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, ÷òî äîêàçûâà-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êîëìîãîðîâà.
Â ïðîñòðàíñòâå (Qp

n)[0,t] äëÿ êàæäîãî s ∈ [0, t] îïðåäåëèì ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë πs ôîðìóëîé:

πs : (Qp
n)[0,t] → Qp

n, πs(ω) = ω(s).

Îïðåäåëèì ñèãìà-àëãåáðó σCI
íà ïðîñòðàíñòâå (Qp

n)[0,t] êàê ìèíè-
ìàëüíóþ, ñîäåðæàùóþ ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîîáðàçàìè ïðè
âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîåêöèÿõ (Qp

n)[0,t] → (Qp
n)m èçìå-

ðèìûõ ìíîæåñòâ B ∈ (Qp
n)m.

Îïðåäåëåíèå 2 Cëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ((Qp

n)[0,t], σCI
,M t) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Qp

n îïðåäå-
ëèì ôîðìóëîé:

ξ : [0, t]× (Qp
n)[0,t] 3 (s, ω) → πs(ω) = ω(s). (4)

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòè ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà.

Îïðåäåëåíèå 3 Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ r : T×Ω → X íàä íåêîòîðûì
âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì (Ω,F , P ), ÿâëÿþùèéñÿ ñëó÷àéíîé
ôóíêöèåé ïàðàìåòðà, ïðîáåãàþùåãî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî T ,
è ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, íàçû-
âàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíûì, åñëè ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ýëåìåíòîâ tn → t0 ∈ T îòâå÷àåò ñõîäÿùàÿñÿ ïî âåðî-
ÿòíîñòè ê r(t0, ·) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r(tn, ·) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Áëàîäàðÿ ñòîõàñòè÷åñêîé íåïåðûâíîñòè ïðîöåññà ξ ñî çíà÷åíèÿìè
â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Qp

n, ñóùåñòâó-
åò ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà M t

c íà ñèãìà-àëãåáðå σ′CI
, ÿâëÿþùåé-

ñÿ "ñëåäîì"ñèãìà-àëãåáðû σCI
íà ìíîæåñòâå âñåõ îòîáðàæåíèé φ :
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[0, t] → Qp
n áåç ðàçðûâîâ âòîðîãî ðîäà, òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé êî-

íå÷íîìåðíîé ïðîåêöèè (Qp
n)[0;t] → (Qp

n)k+1 îáðàç ìåðû M t
c ñîâïà-

äàåò ñ mk+1
t .

Ïîëó÷àåì ôîðìóëû Ôåéíìàíà-Êàöà:

Òåîðåìà 3 Çàäà÷à Êîøè 1 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ0 èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè êàæäîì t > 0 îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

ψ(t)(q) =

∫

γ∈C([0,t])
e
∫ t

0
v(q+γ(t))dtψ0(q + γ(0))M t

c(dγ) (5)

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ôîðìóëûÔåéíìàíà äëÿ óðàâ-
íåíèé òèïà òåïëîïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
íà ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ïîëåì Qp. Í.Í. Øàìàðîâ
ïîëó÷èë àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò, â êîòîðîì â êà÷åñòâå êîíôèãóðà-
öèîííîãî ïðîñòðàíñòâà áûëî ðàññìîòðåíî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà
îòðåçêå.
Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.
Ïóñòü Q,P - âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä Qp è ïóñòü bQ,P (·, ·)- áèëè-
íåéíàÿ ôîðìà íàäQp, çàäàþùàÿ äâîéñòâåííîñòü ìåæäó Q è P , à σb,Q

� ìèíèìàëüíàÿ σ-àëåáðà íà Q, ïîðîæäåííàÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèî-
íàëàìè âèäà b(·, y). Ïóñòü µ� σ-àääèòèâíàÿ îòíîñèòåëüíî σb,Q ìåðà.
Îïðåäåëèì ñâåðòêó äâóõ ìåð µ, ν ∈ MP ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(µ ∗ ν)(A) := (µ⊗ ν) ◦+−1(A),

ãäå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìåð µ×ν çàäàåòñÿ íà ïîëóàëãåáðå α(P, F )2α(P, F ):

µ× ν : A1 × A2 7→ µ(A1)ν(A2),

à îïåðàòîð ⊕ : P × P → P çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ⊕(u, v) = u + v.
Ïóñòü µ� σ-àääèòèâíàÿ îòíîñèòåëüíî σb,Q ìåðà. Îïðåäåëèì b-ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ìåðû µ:

P 3 y 7→ µ̃b(y) =

∫

Q

χp(bQ,P (x, y))µ(dx).
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Àíàëîãè÷íî, åñëè ν�σ-àääèòèâíàÿ îòíîñèòåëüíî σb,P ìåðà, òî åå b-
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëèì ôîðìóëîé

P 3 x 7→ ν̃b(x) =

∫

P

χp(bQ,P (x, y))ν(dy).

Âîçüìåì â êà÷åñòâå Q ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä
Qp (Qp

N), è âîçüìåì â êà÷åñòâå P ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôèíèòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàäQp. Áèëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî ïîëÿQp îòîá-
ðàæåíèå

bQ,P (x, y) : Q× P → Qp, bQ,P (x, y) =
∞∑
i=1

xi · yi,

(x1, x2, ...) = x ∈ Q, (y1, y2, ...) = y ∈ P,

çàäàåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó Q è P (äàëåå ïåðåìåííàÿ x áóäåò
îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Q, ïåðåìåííàÿ y- ýëåìåíòû ïðî-
ñòðàíñòâà P ). Íà ïðîñòðàíñòâå P åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåäåì íîð-
ìó ‖y‖ := maxi |yi|p.
Ðàññìîòðèì íà P ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ
íà σb,P ìåð ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé MP , è ðàññìîòðèì íà Q ïðî-
ñòðàíñòâî FQ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ìåð èç MP .
Êàæäàÿ ìåðà µ ∈ MP îáëàäàåò êîíå÷íîé ïîëíîé âàðèàöèåé

‖µ‖var = sup{
n∑

k=1

|µ(Ak)| : n ∈ {1, 2, ...},

Aj ∈ σb,P , Aj ∩ Ak = ∅; k, j = 1, 2, ..., n; j 6= k}.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà varµ : σP,Q → [0, ‖µ‖],
òàêàÿ, ÷òî

varµ(A) = sup{
n∑

k=1

|µ(Ak)| : n ∈ {1, 2, ...}, Aj ⊂ A ∈ σb,P ,

Aj ∩ Ak = ∅; k, j = 1, 2, ..., n; j 6= k}
Ôèñêèðóåì âåùåñòâåííîå ÷èñëî a > 0. Ôóíêöèÿ fa(y) = −‖y‖a-
íåïîëîæèòåëüíàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ, fa : P → (−∞; 0]. Áóäåì
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îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì (−‖y‖a·) èëè (fa·) íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ fa(y) = −‖y‖a â ïðîñòðàíñòâå MP , çàäàí-
íûé íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(f ·) := {µ ∈ MP : ((−‖y‖a) ·µ) ∈ MP}
ôîðìóëîé D(f ·) 3 µ → ((−‖y‖a) · µ) ∈ MP

Îïðåäåëèì àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Da(µ̃) := (FP ◦ ((−‖y‖a)·) ◦ F−
Q )(µ̃)

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Da = {µ̃ ∈ FQ : ‖y‖a · µ ∈ MP} = {µ̃ : µ ∈ D(f ·)}.
Îïðåäåëèì ñâåðòêó äâóõ ìåð µ, ν ∈ MP ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(µ ∗ ν)(A) :=

∫

P

µ(A− y)ν(dy),

ãäå äëÿ êàæäîãî y ∈ P è êàæäîãî áîðåëåâñêîãî A ∈ σb,P µy = µ(A− y)

�ñäâèã ìåðû µ íâ âåêòîð y.
Ïóñòü ν ∈ MP , v = ν̃ è ïóñòü V � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà îãðàíè-
÷åííóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ v ∈ FQ.
Ïîä çàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îïðåäåëåí-
íûì âûøå àíàëîãîì îïåðàòîðà Ëàïëàñà äàëåå áóäåì ïîíèìàòü çàäà-
÷ó îòûñêàíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ψ àðãóìåíòà t, îïðåäåëåííîé
íà íåîòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ
â íîðìèðîâàííîì ïîäïðîñòðàíñòâå Da ⊂ FQ è óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèÿì: {

d
dtΨ(t) = (Da + V )Ψ(t)

Ψ(0) = Ψ0,
(6)

ãäå äëÿ ëþáîãî t > 0 d
dtΨ(t) := limτ→0[τ 7→ Ψ(t+τ)−Ψ(t)

τ ] (ïðåäåë â
ïðîñòðàíñòâå FQ).
Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è 6 ñëåäóåò èç òåîðèè îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ ïîëóãðóïï. À èìåííî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
MP îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ (−‖y‖a·) ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòî-
ðîì àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû {e−t‖y‖a

, t ≥ 0} â D(fa·) ⊂ MP . Ýòî
ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {etDa

, t ≥ 0} îáðàçóåò
àíàëèòè÷åñêóþ ñâåðòî÷íóþ ïîëóãðóïïó {(wt,a∗) : t ≥ 0} â FQ, ãäå
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wt,a - ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà wt,a íà σb,Q, îáëàäàþùàÿ ïðåîáðàçîâà-
íèåì Ôóðüå âèäà w̃t,a(y) = e−t·‖y‖a

, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
êîòîðîé äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êîëìîãîðîâà.
È, íàêîíåö, ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð (Da +V ) ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì
àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû â ïðîñòðàíñòâå FQ, èç ÷åãî íåïîñðåä-
ñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 4 Çàäà÷à (6) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè Ψ0 ∈ Da èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Ψ, ïðè t > 0 îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé:

Ψ(t) = et(Da+V )Ψ0

Çàìåòèì, ÷òî ýêñïîíåíòà esV îò îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà sV ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì Òåéëîðà

∑∞
n=0

1
n!s

nV n, ñõîäÿùèìñÿ â
îïåðàòîðíîé íîðìå, è ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà îãðà-
íè÷åííóþ ôóíêèöþ es·v.
Îïðåäåëèì ñäâèã ìåðû wt,a äëÿ ëþáîãî A ∈ σb,Q íà âåêòîð x ∈ Q:

wt,a,x(A) = wt,a(A− x) = w(t, x, A). (7)

Òîãäà

(f ∗ wt,a)(x0) =

∫

Q

f(x)wt,a(dx− x0) =

∫

Q

f(x)wt,a,x0
(dx). (8)

Èòàê, èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ÿâíûå âèäû ïîëóãðóïï esV , esDa, ïðåäû-
äóùóþ òåîðåìó è ôîðìóëó Òðîòòåðà, ïîëó÷àåì èñêîìûå ôîðìóëû
Ôåéíìàíà:

Òåîðåìà 5 Ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè ψ0 ∈ FQ ðåøåíèå çàäà-
÷è Êîøè (6) â òî÷êå x0 ∈ Q ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
Ôîðìóëû Ôåéíìàíà:

Ψ(t)x0 = lim
n→∞

∫

y1∈Q

w(
t

n
, 0, dy1)e

t
nv(x0+y1)·

∫

y2∈Q

w(
t

n
, y1, dy2)e

t
nv(x0+y2) . . .

. . .

∫

yn∈Q

w(
t

n
, yn−1, dyn)e

t
nv(x0+yn)Ψ0(yn),

ïðè÷åì ïðåäåë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
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Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, õî÷ó âûðàçèòü ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâî-
åìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
óê, Îëåãó Ãåîðãèåâè÷ó Ñìîëÿíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå è âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó.
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