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Àêòóàëüíîñòü òåìû
Òåîðèÿ áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé îáëàñòüþ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ
è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Îäíèì èç íàèáîëåå õîðîøî èññëåäîâàííûõ íàïðàâëåíèé
òåîðèè áîëüøèõ óêëîíåíèé ÿâëÿþòñÿ áîëüøèå óêëîíåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ îò
ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, ÿâëÿþùèåñÿ áàçîâûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé
áîëüøèõ óêëîíåíèé öåëîãî ðÿäà ïðîöåññîâ: âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà-
Âàòñîíà â ñëó÷àéíîé ñðåäå1;2, àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé3;4,
ïðîöåññîâ âîññòàíîâëåíèÿ5. Ðåçóëüòàòû òåîðèè áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ
ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïðèìåíÿþòñÿ â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå6, ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêå7.

Ôóíäàìåíòàëüíûìè ðàáîòàìè â ýòîé îáëàñòè ñòàëè òðóäû Áàõàäóðà,
Ðàíãà Ðàî8, Ïåòðîâà9, â êîòîðûõ áûëà èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòè
P (Sn � �n) äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ øàãàìè, ÷üå ðàñïðåäåëåíèå
èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûå õâîñòû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñòàëè îñíîâîé
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ òåîðåì è àñèìïòîòèê âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ
óêëîíåíèé ðÿäà âàæíûõ ñòàòèñòèê, ñâÿçàííûõ ñ òðàåêòîðèåé áëóæäàíèÿ.
Ïðîäîëæåíèåì ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñòàëè ðàáîòû Ýðäåøà-
Ðåíüè10, Øåïïà11, îòêðûâøèå ïðîáëåìàòèêó áîëüøèõ óêëîíåíèé ñòàòèñòèê
�òèïà ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî�. Ñâÿçàííûå ñ ýòîé ïðîáëåìàòèêîé çàäà÷è
âîçíèêàþò â áèîëîãèè ïðè èññëåäîâàíèè öåïî÷åê ÄÍÊ12;13;14, â ôèíàíñîâîé

1Ì. Â. Êîçëîâ. Î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ ñòðîãî äîêðèòè÷åñêèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ â ñëó÷àéíîé ñðåäå ñãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ÷èñëà ïîòîìêîâ. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 2009 54, 3, 439�4652Boingho� C., Kersting G. Upper large deviations of branching processes in a random environment�O�spring distributionswith geometrically bounded tails. Stochastic Processes and their Applications, 2010, 120, 10, 206-2073Áîðîâêîâ À.À., Ìîãóëüñêèé À.À. Áîëüøèå óêëîíåíèÿ äëÿ öåïåé Ìàðêîâà â ïîëîæèòåëüíîì êâàäðàíòå. Óñïåõèìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 2001, 56, 5, 3�1164Ä. À. Êîðøóíîâ. Îäíîìåðíûå àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûå öåïè Ìàðêîâà: ïðåîáðàçîâàíèå Êðàìåðà è âåðîÿòíîñòèáîëüøèõ óêëîíåíèé. Ìàòåì. òð., 2003, 6, 2, 102-1435À. À. Áîðîâêîâ, Ê. À. Áîðîâêîâ. Âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ îáîáùåííûõ ïðîöåññîâ âîññòàíîâëåíèÿ ñïðàâèëüíî ìåíÿþùèìèñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè ñêà÷êîâ. Ìàòåì. òð., 2005, 8, 2 , 69-1366Kluppelberg C. and Mikosch T. Large Deviations of Heavy-Tailed Random Sums with Applications in Insurance andFinance. Journal of Applied Probability, 1997, 34, 2, 293-3087Ellis S. The theory of large deviations: from Boltzmann's 1877 calculation to equilibrium macrostates in 2D turbulence.Physica D: Nonlinear Phenomena, 1999.8Bahadur R.R., Rango Rao R. On deviations of the sample mean. Ann. Math. Statist., 1960, 31, 4, 1015-1027.9Ïåòðîâ Â.Â. Î âåðîÿòíîñòÿõ áîëüøèõ óêëîíåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èåå ïðèìåíåíèÿ, 1965 ò. 10, 310-322.10Erdos P., Renyi A. On a new law of large numbers. Anal. Math., 1970, 23, 103-111.11Shepp L.A. A limit law concerning moving averages. Ann. Math. Statist., 1964, 35, 424-428.12Arratia R., Gordon L., Waterman M. The Erdos-Renyi Law in Distribution, for Coin Tossing and Sequence Matching.The Ann. of Stat, 1990, 18, 2, 539-57013Arratia R., Waterman M. An Erdos-Renyi law with shifts. Adv. in Math., 1985, 55, 1, 13-2314Arratia R., Gordon L. Tutorial in Large Deviations for the Binomial Distribution. Bulletin of Mathematical Biology,
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ìàòåìàòèêå15, â ãåîãðàôèè16.
Òåîðèÿ, ñâÿçàííàÿ ñî ñòàòèñòèêàìè òèïà ñòàòèñòèê Øåïïà è Ýðäåøà-Ðåíüè,

ðàçâèâàëàñü â ðÿäå íàïðàâëåíèé: ïîëó÷åíèè çàêîíîâ áîëüøèõ ÷èñåë è çàêîíîâ
ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà17;18;19;20, èçó÷åíèè òðàåêòîðèé áëóæäàíèÿ, ïîä÷èíåííîãî
óñëîâèþ óêëîíåíèÿ21, íàõîæäåíèè òî÷íîé àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ
óêëîíåíèé. Ïîñëåäíåìó âîïðîñó ïîñâÿùåíû ðàáîòà Êîìëîøà è Òóøíåäè22,
ðàáîòû Íîâàêà23, À.Ì. Êîçëîâà è Â.È. Ïèòåðáàðãà24;25;26, Ì.Â. Êîçëîâà27.
Â ðóñëå ýòîé òåìàòèêè ëåæèò è íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ. Â ðàìêàõ
äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ ìàêñèìóìà
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, ðåøàåòñÿ âîïðîñ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèêè áîëüøîãî
óêëîíåíèÿ ìàêñèìóìà áëóæäàíèÿ ñ íóëåâûì ñíîñîì, ÷òî ïåðåêëèêàåòñÿ ñ
ðåçóëüòàòàìè ðàáîò Áîðîâêîâà28;29, èññëåäóåòñÿ óñëîâíîå ôóíêöèîíàëüíîå
ïîâåäåíèå óêëîíÿþùåéñÿ òðàåêòîðèè, ðàñïðåäåëåíèÿ ðÿäà ôóíêöèîíàëîâ
îò òàêîé òðàåêòîðèè. Ýòè ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò âûøåóïîìÿíóòûå ðàáîòû
Áîðîâêîâà è ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû Ïåòðîâà. Ïðåäëîæåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ ìàêñèìóìà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé äðóãèõ ôóíêöèîíàëîâ è äàåò êëþ÷ ê
ðåøåíèþ çàäà÷è î áîëüøîì óêëîíåíèè ñòàòèñòèêè Øåïïà, óïîìÿíóòîé âûøå.
1989, Vol 51, 1, 125-13115Binswanger K., Embrechts P. Longest Run in Coin Tossing. Insurance: Math. Econom., 1994, 15, 139-149.16Bonin O. Large deviation theorems for weighted sums applied to a geographical problem. J. Appl. Probab.,2002, 39, 2,251-260.17Deheuvels P. On the Erdosh-Renyi theorem for random �elds and sequences and its relationships with the theory of runsand spacings. Probability theory and related �elds, 1985, 70, 1, 90-115.18Deheuvels P., Devroye L. Limit laws related to the Erdos-Renyi theorem. Tech. Report 83-6, L.S.T.A., Universite ParisVI, 1983.19Csorgo M., Steinbach J. Improved Erdos-Renyi and strong approximation laws for increments of partial sum. Ann.Probab., 1981, 988-996.20Frolov A. Erdos-Renyi-Shepp type laws in the non-I.I.D. case. Studia Scientiarum Math. Hungarica, 1997, 33, 127-15121Áîðîâêîâ À.À. Î ïðåîáðàçîâàíèè Êðàìåðà, áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ â ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõ è óñëîâíîì ïðèíöèïåèíâàðèàíòíîñòè. Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë, 2000, ò. 36, 3, 453-468.22Komlos J., Tusnady G. On sequence of "pure heads". Ann. Probab., 1975, 3, 4, 608-617.23Íîâàê Ñ.Þ. Î ðàñïðåäåëåíèè ìàêñèìóìà ÷àñòè÷íûõ ñóìì Ýðäåøà-Ðåíüè. Òåîð. âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ,1997, 42, 274-293.24Êîçëîâ À.Ì. Î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ ñòàòèñòèêè Øåïïà äëÿ ãàóññîâñêîãî áëóæäàíèÿ. Âåñòíèê ÌîñêîâñêîãîÓíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà, 2004, 3, 48-52.25Êîçëîâ À.Ì. Î âåðîÿòíîñòÿõ áîëüøèõ óêëîíåíèé ñòàòèñòèêè Øåïïà. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, 2004, Ò.16, 1, 140-145.26Êîçëîâ À.Ì., Ïèòåðáàðã Â.È. Î áîëüøèõ ñêà÷êàõ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ,2002, 47, 4, 803-814.27Êîçëîâ Ì.Â. Î ÷àñòè÷íûõ ñóììàõ Ýðäåøà-Ðåíüè: áîëüøèå óêëîíåíèÿ, óñëîâíîå ïîâåäåíèå. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåéè åå ïðèìåíåíèÿ, 2001, ò. 46, 4, 678-696.28Áîðîâêîâ À.À., Êîðøóíîâ Ä.À. Âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé îäíîìåðíûõ öåïåé Ìàðêîâà. ×àñòü 1.Ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ,1996, ò. 41, 1, 3-30.29Áîðîâêîâ À.À., Êîðøóíîâ Ä.À. Âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé îäíîìåðíûõ öåïåé Ìàðêîâà. ×àñòü 2.Äîñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â ýêñïîíåíöèàëüíîì ñëó÷àå. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 2000, ò. 45, 3,437-468.
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Â ÷àñòíîñòè, â äèññåðòàöèè óäàåòñÿ â ÿâíîì âèäå ïîëó÷èòü êîíñòàíòó,
ôèãóðèðóþùóþ â àñèìïòîòèêå, äî ýòîãî âûâåäåííóþ À.Ì. Êîçëîâûì íåÿâíî.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî êîíñòàíòû â àñèìïòîòèêå áîëüøèõ óêëîíåíèé (òàê
íàçûâàåìûå êîíñòàíòû Ïèêàíäñà) èãðàþò çíà÷èìóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè
ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïåðåõîäå îò ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì ê ïðîöåññàì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì30. Äëÿ ìàêñèìóìà è
ñòàòèñòèêè Øåïïà â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäåëüíûå
òåîðåìû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî îáùèå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñî
ñõîäèìîñòüþ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà ðàññìàòðèâàåìîì
áëóæäàíèè, ÷òî äîïîëíÿåò ðàáîòû À.Ì. Êîçëîâà, Ì.Â. Êîçëîâà, Êîìëîøà,
Òóøíåäè, Øåïïà, À.À. Áîðîâêîâà.
Öåëü ðàáîòû
Öåëü íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ðåøåíèè ñëåäóþùèõ çàäà÷:
1. Ðàñøèðèòü ñïåêòð ôóíêöèîíàëîâ äëÿ êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòèêà

âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ êðàìåðîâñêîãî òèïà.
2. Ïîëó÷èòü äëÿ ñòàöèîíàðíîãî è äâèæóùåãîñÿ îêîí âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå

òðàåêòîðèé, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ áîëüøèå óêëîíåíèÿ ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ.
3. Ïîëó÷èòü ôóíêöèîíàëüíîå îïèñàíèå òðàåêòîðèé áëóæäàíèé, ïîä÷èíåííûõ

óñëîâèþ áîëüøîãî óêëîíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèîíàëîâ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå

çíà÷èìûå èç íèõ:
1. Íàõîæäåíèå àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ìàêñèìóìà,

âçëåòà, ïàäåíèÿ è ðàçìàõà êðàìåðîâñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, ïîëó÷åíèå
ïðè óñëîâèè áîëüøîãî óêëîíåíèÿ ìàêñèìóìà óñëîâíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ
ðÿäà ôóíêöèîíàëîâ, óñëîâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ âñåé
òðàåêòîðèè.

2. Ïîëó÷åíèå êîíñòàíòû, ôèãóðèðóþùåé â àñèìïòîòèêå âåðîÿòíîñòåé
áîëüøèõ óêëîíåíèé ñòàòèñòèêè Øåïïà â ÿâíîì âèäå.

3. Ïîëó÷åíèå óñëîâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ó÷àñòêîâ
áëóæäàíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ ìîìåíòîì ïåðâîãî óêëîíåíèÿ ñòàòèñòèêè Øåïïà.

30Ïèòåðáàðã Â.È. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé. ÈçäàòåëüñòâîÌîñêîâñêîãî Óíèâåðñèòåòà, 1988.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Áàçîâóþ ÷àñòü ðàáîòû ñîñòàâëÿþò ïðÿìûå âåðîÿòíîñòíûå ðàññóæäåíèÿ,

èñïîëüçóþùèå êëàññè÷åñêèå òåîðåìû Ïåòðîâà è Áàõàäóðà, ñâÿçàííûå
ñ áîëüøèìè óêëîíåíèÿìè è ìåòîä Êðàìåðà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåð. Ïðè
ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áëóæäàíèþ,
èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä Ïðîõîðîâà, ñâÿçàííûé èññëåäîâàíèåì ïëîòíîñòè
ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü ðàáîòû ñîñòàâëÿåò
ïðÿìîé âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç òðàåêòîðèé, äåìîíñòðèðóþùèé âåðîÿòíîñòíîå
ñîäåðæàíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ìîãóò èìåòü ïðèëîæåíèÿ â áèîëîãè÷åñêèõ
çàäà÷àõ.
Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà (ðóêîâîäèòåëü ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÐÀÍ À.Í. Øèðÿåâ, 2010 ã.), íà
ñåìèíàðå ïî òåîðèè êîäèðîâàíèÿ Èíñòèòóòà ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè
èì. À.À. Õàðêåâè÷à (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.-ì.í. Ë.À. Áàññàëûãî, 2010 ã.), íà
ñåìèíàðå îòäåëà äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì.
Â.À. Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (ðóêîâîäèòåëè ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò
ÐÀÍ Á.À. Ñåâàñòüÿíîâ, ä.ô.-ì.í. À.Ì. Çóáêîâ, ä.ô.-ì.í. Â.À. Âàòóòèí, ä.ô.-ì.í.
Â.Ï. ×èñòÿêîâ, 2010 ã.), íà êàôåäðàëüíîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.-ì.í. À.Ì. Çóáêîâ, 2009, 2010 ã.),
íà ñåìèíàðå ïî ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (ðóêîâîäèòåëè ä.ô.-ì.í. Â.È. Îñåëåäåö, ä.ô.-ì.í.
Á.Ì. Ãóðåâè÷, ä.ô.-ì.í. Ñ.À. Ïèðîãîâ, 2010 ã.), íà ñåìèíàðå ½Âåðîÿòíîñòü è
ïðîöåññû\ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
(ðóêîâîäèòåëü ê.ô.-ì.í. Ì.Â. Êîçëîâ, 2009 ã.).
Ïóáëèêàöèè
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3 ðàáîòàõ àâòîðà (âñå 3 â æóðíàëàõ
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èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ), ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîò â
ñîàâòîðñòâå íåò.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,

íàñ÷èòûâàþùåãî 26 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò
101 ñòðàíèöó.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Îáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû, ðàçáèòûå íà
ïàðàãðàôû, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà ïîäïàðàãðàôû. Íóìåðàöèÿ òåîðåì äâîéíàÿ �
ïåðâàÿ öèôðà óêàçûâàåò íîìåð ãëàâû, âòîðàÿ � íîìåð òåîðåìû âíóòðè ãëàâû.
Íóìåðàöèÿ ôîðìóë àíàëîãè÷íà. Íóìåðàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé
(ëåìì) åäèíà äëÿ âñåé ðàáîòû.
Ââåäåíèå.
Âî ââåäåíèè ðàññêàçûâàåòñÿ î ðàçâèòèè òåìàòèêè áîëüøèõ óêëîíåíèé, îïèñûâà-
åòñÿ ñòðóêòóðà èìåþùèõñÿ ïî òåìàòèêå äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ è ìåñòî,
êîòîðîå â íèõ çàéì¼ò äàííàÿ ðàáîòà, ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè, à òàêæå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ.
Ãëàâà 1. Áîëüøèå óêëîíåíèÿ ìàêñèìóìà.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Sn = nX
i=1

Xi;
ãäå Xi - íåâûðîæäåííûå íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (í.î.ð)
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ñë.â.) ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), óäîâëåòâîðÿþùèå
ñâîéñòâàì:

EX = 0; R(h) = EehX <1; 0 < h < h+;
ãäå X çäåñü è äàëåå - îáùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì F (x).
Ýòè óñëîâèÿ áóäóò ñ÷èòàòüñÿ âûïîëíåííûìè âåçäå äàëåå, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ
ñëó÷àåâ, êîãäà ýòî ñïåöèàëüíî áóäåò îãîâîðåíî. Âñå ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû
ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé EX > 0, ñëó÷àé EX < 0 ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ
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è äîñòàòî÷íî ïîëíî ðàññìîòðåí â ðàáîòå Ä.À. Êîðøóíîâà31: Èçëîæåíèå â
äèññåðòàöèè âåäåòñÿ äëÿ íåðåøåò÷àòûõ âåëè÷èí äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé.

Ââåäåì ðÿä ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè áîëüøèõ óêëîíåíèé:
m(h) = d(lnR(h))=dh;
m+ = limh!h+�0m(h);
�2(h) = dm(h)=dh:

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿm(h) = � ïðè � 2 (0;m+) áóäåì îáîçíà÷àòü
h�. Ïîëîæèì

�(�) = �h� � lnR(h�):
Äëÿ ëþáîãî � 2 (0;m+) ââåäåì ñîïðÿæåííóþ ê F (x) = P (X � x) ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ (ô.ð.)
F �(x) = R(h�)�1

xZ
�1

eh�ydF (y):

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X� ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ô.ð. F �, X�
1 ; X�

2 ; ::: - ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü í.î.ð. ñë. â. ñ ô.ð. F �, S�n = nP
i=1

X�i : Äëÿ âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ áëóæäà-
íèåì S�n, áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêèå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è äëÿ áëóæäàíèÿ Sn,ñ äîáàâëåíèåì âåðõíåãî èíäåêñà �.

Àñèìïòîòèêà P (Sn � �n + u), 0 < � < m+, u = O(pn) ïðè n ! 1 áûëà
èçó÷åíà â ðàáîòå Ïåòðîâà9. Â ïåðâîé ãëàâå ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è,
ñâÿçàííûå ñ àñèìïòîòèêîé âåðîÿòíîñòåé P (Mn � �n + u), ãäå Mn = maxi�nSi.
Òåîðåìà 1.2 ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì òåîðåìû Ïåòðîâà íà ñëó÷àé Mn � �n:
Òåîðåìà 1.2. Ïðè n!1 ñîîòíîøåíèå
P (Mn � �n+ Cpn+ u) = (1 + o(1))e�C2=(2�2(�))D(�)C(�)e��(�)n�Cpn�h�un�1=2;
âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî C 2 [C1; C2] � (�1;1), junj � 
n = o(pn), � 2
[�1; �2] 2 (0;m+), ãäå C(�) = 1�(h�)h� , D(�) = P (S�i > 0; i > 0) 1Pi=1

P (Sj � 0; 0 <
j � i)R(h�)�i:

31Korshunov D.A. One-dimensional asymptotically homogeneous Markov chains: Cramer transform and large deviationsprobabilities. Siberian Advances in Mathematics, 2004, v. 14, � 4, 30-70.
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Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 1.2 ñõîæà ñ òåîðåìîé, äîêàçàííîé â ðàáîòå
À.À. Áîðîâêîâà28, è, âåðîÿòíî, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé,
ñõîæèõ ñ ðàññóæäåíèÿìè Áîðîâêîâà, íî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 è
âñïîìîãàòåëüíîé äëÿ íåå òåîðåìû 1.1 ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäóþùåé òåîðèè.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè òðàåêòîðèé
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, ñîâåðøàþùåãî áîëüøîå óêëîíåíèå, ê ôîðìå,
ïîçâîëÿþùåé èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ïåòðîâà î áîëüøèõ
óêëîíåíèÿõ. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ ïðÿìûå âåðîÿòíîñòíûå
ðàññóæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, èìåþùèõ îñíîâíóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìàññó äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé âåðîÿòíîñòè, óïîìÿíóòàÿ âûøå òåîðåìà Ïåòðîâà è òîæäåñò-
âà Ñïàððå-Àíäåðñîíà32;33. Îñîáåííîñòü èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ � ÿâíàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ äåéñòâèé íà óðîâíå òðàåêòîðèé, ÷òî ïîçâîëÿåò
ïîíÿòü ïðîèñõîæäåíèå êîíñòàíòû D(�) è îáùóþ ñòðóêòóðó áëóæäàíèÿ, ÷åé
ìàêñèìóì ñîâåðøàåò áîëüøîå óêëîíåíèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
ðÿä ïðåäåëüíûõ òåîðåì 1.3-1.8 äëÿ âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ áëóæäàíèåì, ÷åé
ìàêñèìóì ñîâåðøàåò áîëüøîå óêëîíåíèå.

Òåîðåìà 1.3 îïèñûâàåò ïîâåäåíèå âåëè÷èí, ïðèíàäëåæàùèõ �ëåâîìó êðàþ�
áëóæäàíèÿ, ÷åé ìàêñèìóì ñîâåðøàåò áîëüøîå óêëîíåíèå:
Òåîðåìà 1.3. Äëÿ ëþáûõ �i : P (X 2 @�i) = 0 8i, ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

P (X1 2 �1; :::; Xk 2 �kjMn � �n) = (1 + o(1)) nY
i=1

P (X� 2 �i)
âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî � 2 [�1; �2] � (0;m+).
Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû �íà ëåâîì êðàþ� ïðè óñëîâèè áîëüøîãî óêëîíåíèÿ
ìàêñèìóìà àñèìïòîòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíû òàêæå êàê âåëè÷èíû ñîïðÿæåííîãî
áëóæäàíèÿ. Òåîðåìà 1.5 óêàçûâàåò íà àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå âåëè÷èí �èç
öåíòðà� áëóæäàíèÿ. Òà æå êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå Sn �
�n. Ðàçíèöà ìåæäó ñëó÷àÿìè Sn � �n, Mn � �n âèäíà â ðàñïðåäåëåíèè
âåëè÷èí èç �ïðàâîãî êðàÿ�. Â ñëó÷àå áîëüøèõ óêëîíåíèé ìàêñèìóìà ïðåäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí Xn�i, i � k ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ:

32Ôåëëåð Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Òîì 1. 1964.33Ôåëëåð Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Òîì 2. 1964.
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Òåîðåìà 1.4. Äëÿ ëþáûõ �i : P (X 2 @�i) = 0; 8i ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
P (Xn 2 �1; :::; Xn�k+1 2 �kjMn � �n) = (1 + o(1))Q(�1; :::;�k);

âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî � 2 [�1; �2] � (0;m+), ãäå Q(�1; :::;�k) - ìåðà, äëÿ
êîòîðîé â ðàáîòå äàíî ÿâíîå, ïóñêàé è íåñêîëüêî ãðîìîçäêîå âûðàæåíèå.
Òåîðåìû 1.3-1.5 ñëóæàò àíàëîãàìè òåîðåìû Áàõàäóðà22, îäíàêî, êàê ìû
âèäèì, ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí �ïðàâîãî êðàÿ� îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå
ñëîæíûì, ÷åì â ñëó÷àå, èçó÷àåìîì Áàõàäóðîì.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè Mn � Sn ïðè
óñëîâèè Mn � �n, ñâÿçûâàþùàÿ áîëüøèå óêëîíåíèÿ ìàêñèìóìà ñ
êëàññè÷åñêèìè áîëüøèìè óêëîíåíèÿìè Sn � �n. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò
òåîðåìà 1.6:
Òåîðåìà 1.6. Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà U ñ êîíöàìè, íå ÿâëÿþùèìèñÿ àòîìàìè
ðàñïðåäåëåíèÿ G ïðè n!1 ñîîòíîøåíèå

P (Mn � Sn 2 U jMn � �n) = (1 + o(1))G(U);
âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî � 2 [�1; �2] 2 (0;m+),
ãäå G(U) = 1P

l=0
P (Si � 0; i � l; Sl 2 �U)R(h�)�l= 1Pl=0

P (Si � 0; i � l)R(h�)�l:
Ñëåäóþùèå òåîðåìû 1.7 è 1.8 ïîäâîäÿò ÷åðòó ïîä òåîðåìàìè 1.3-1.6, ïîëó÷àÿ

ñîâìåñòíîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âñåõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå âåëè÷èí ïðè
óñëîâèÿõ Mn � �n, Mn � �n + u, u = O(pn). Ïîëíûå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì
ìîæíî íàéòè â äèññåðòàöèè.

Òåîðåìû 1.3-1.8 íå òîëüêî åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè
çàäà÷è î áîëüøîì óêëîíåíèè ìàêñèìóìà, íî è ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïóíêòàìè
äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì â ãëàâàõ 2 è 3.

Â çàêëþ÷åíèè ãëàâû 1 äîêàçûâàþòñÿ óñëîâíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäåëüíûå
òåîðåìû äëÿ áëóæäàíèÿ, ÷åé ìàêñèìóì ñîâåðøàåò áîëüøîå óêëîíåíèå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç �n ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ áëóæäàíèåì óðîâíÿ Mn íà
îòðåçêå [0; n], ïîëîæèì

X(n)(t) = S[nt] + (nt� [nt])X[nt]+1 � �nt
�(h�)pn ;

Y (n)(t) = X(n)(t�nn ):
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Ýòè ïðîöåññû, ðàññìàòðèâàåìûå ïðè 0 < t < 1, ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà ñ ï.í. íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, êîíñòðóèðóåìîãî èç ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ â êëàññè÷åñêîì ïðèíöèïå èíâàðèàíòíîñòè Äîíñêåðà-Ïðîõîðîâà34.
Îäíàêî, â ñèëó òîãî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå áëóæäàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè
óñëîâèè áîëüøîãî óêëîíåíèÿ ìàêñèìóìà, â îïðåäåëåíèè X(n)(t) âîçíèêàåò
ñäâèã �nt è ïàðàìåòð ìàñøòàáà �(h�)pn. Ïðîöåññ Y (n)(t) ïðåäñòàâëÿåò ñåáå
àíàëîã X(n)(t), ïîñòðîåííûé òîëüêî ïî ó÷àñòêó (0; �n) áëóæäàíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(n), Q̂(n) ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ
Y (n)(t), X(n)(t) â ïðîñòðàíñòâå C[0; 1] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0,1] ôóíêöèé
ïðè óñëîâèè áîëüøîãî óêëîíåíèÿ Mn � �n � u, ãäå u = o(pn), à ÷åðåç QW 0 -
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé áðîóíîâñêîãî ìîñòà.
Òåîðåìà 1.9. Q(n) ) QW 0, n!1.
Òåîðåìà 1.10. Q̂(n) ) QW 0, n!1.
Òåîðåìû 1.9 è 1.10 ðîäñòâåííû òåîðåìàì ðàáîò À.À. Áîðîâêîâà21,
Î.Ì.Ïîëåùóê35 äëÿ êëàññè÷åñêîãî áîëüøîãî óêëîíåíèÿ. Ìåòîäû äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåì 1.9 è 1.10 áàçèðóþòñÿ íà òåîðåìåÞ.Â. Ïðîõîðîâà, óñòàíàâëèâàþùåé
ñâÿçü ìåæäó ñëàáîé îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòüþ è ïëîòíîñòüþ ñåìåéñòâà
ìåð, è èñïîëüçóþò óïîìÿíóòûå ðåçóëüòàòû.

Óñëîâíûå ôóíêöèîíàëüíûå òåîðåìû äàþò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ôóíêöèîíàëîâ ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà,
èìåþùèì âèíåðîâñêóþ ìåðó 0, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé
Sn, ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî ìàêñèìóì ýòèõ òðàåêòîðèé ñîâåðøèë áîëüøîå
óêëîíåíèå. Òåîðåìû 1.9, 1.10 ïîçâîëÿþò ñâåñòè çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ ê çàäà÷å î ðàñïðåäåëåíèè ôóíêöèîíàëîâ îò
áðîóíîâñêîãî ìîñòà, õîðîøî èçó÷åííîé â ðÿäå ðàáîò36;37.

Îñîáåííîñòüþ ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïðîçðà÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ
è óäîáñòâî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Â
÷àñòíîñòè, çà ñ÷åò ðåçóëüòàòîâ ïåðâîé ãëàâû çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ïîëó÷åíèå
àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ñòàòèñòèê
�âçëåòà� è �ðàçìàõà�, ðàññìàòðèâàåìûõ â òðåòüåé ãëàâå.

34Billingsley P., Convergence of probabilty measures. John Wiley, New York - London, 1968.35Ïîëåùóê Î.Ì. Óñëîâíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ñáîðíèê Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, òåîðèÿñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, 1985, 53-5536Êëÿ÷êî À.À., Þ.Â. Ñîëîäÿííèêîâ. Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëîâ îòâèíåðîâñêîãî ïðîöåññà è áðîóíîâñêîãî ìîñòà. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è å¼ ïðèìåíåíèÿ, 1986, 31, 3, 569-573.37Berzin-Joseph C., Leon J., Ortega J. Non-linear functionals of the Brownian Bridge and some applications. StochasticProcesses and their Applications, 2001, 92, 1, 11-30.
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Ãëàâà 2. Áîëüøèå óêëîíåíèÿ ñòàòèñòèêè Øåïïà
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â ãëàâå 1 ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ââåäåì ñòàòèñòèêó
Øåïïà

�n;m := maxk�m Mn;k;
ãäå Mn;k = maxl�n Sl;k (Sl;k = Sl+k � Sk, Mn;k d= Mn), è âåëè÷èíó �n(�) := minfm :
Mn;m � �ng:Èíà÷å ãîâîðÿ, ñòàòèñòèêàØåïïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêñèìàëüíîå
ïðèðàùåíèå âíóòðè �îêíà� øèðèíû n, äâèæóùåãîñÿ âíóòðè èíòåðâàëà (0;m+n).
Çàäà÷à î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ ñòàòèñòèêè �n;m â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ
ðàññìàòðèâàëàñü ðÿäîì ìàòåìàòèêîâ, îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, òî÷íóþ âåðîÿòíîñòü
áîëüøîãî óêëîíåíèÿ óäàëîñü âû÷èñëèòü ëèøü â 2002 ãîäó â ðàáîòå
À.Ì. Êîçëîâà25. Ñïåöèôèêà èñïîëüçîâàííîãî èì ïîäõîäà íå ïîçâîëÿëà ïîëó÷èòü
êîíñòàíòó, ôèãóðèðóþùóþ â âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé, â ÿâíîì
âèäå, à òàêæå, ïî-âèäèìîìó, íå äàâàëà âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ óñëîâíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ áëóæäàíèÿ, ÷üÿ ñòàòèñòèêà Øåïïà
ñîâåðøàåò áîëüøîå óêëîíåíèå. Âî âòîðîé ãëàâå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ýòè
ïðîáåëû â èññëåäîâàíèè ñòàòèñòèêè Øåïïà çàïîëíÿþòñÿ. Â äóõå ïåðâîé ãëàâû
ïîäõîä ê ðàññìàòðèâàåìûì çàäà÷àì áàçèðóåòñÿ íà ïðÿìûõ âåðîÿòíîñòíûõ
ðàññóæäåíèÿõ.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâÿçûâàåò âåðîÿòíîñòü áîëüøîãî óêëîíåíèÿ ñòàòèñòèêè
Øåïïà ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëüøîãî óêëîíåíèÿ ìàêñèìóìà:
Òåîðåìà 2.2. Ïðè m;n ! 1, m = o(e�(�)npn) ðàâíîìåðíî ïî � 2 [�1; �2] �
(0;m+), juj � 
n = o(pn) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:
P (�n;m � �n� u) = m ~D(�)eh�ue��(�)nn�1=2(1 + o(1)); ~D(�) := p(�)D(�)C(�);
ãäå p(�) - ÿâíî ïîñ÷èòàííàÿ â äèññåðòàöèè âåðîÿòíîñòü. Íåñìîòðÿ íà íåñêîëüêî
ãðîìîçäêèé âèä, ýòà âåëè÷èíà ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíà ÷èñëåííî ñ íóæíîé
ñòåïåíüþ ïðèáëèæåíèÿ, ÷òî âåñüìà âàæíî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

Òåîðåìà 2.2 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå Êîìëîøà
è Òóøíåäè22, à òàêæå ðîäñòâåííà òåîðåìàì, ïîëó÷åííûì Ì.Â. Êîçëîâûì27

è À.Ì. Êîçëîâûì25. Èñïîëüçóåìûé ìåòîä ðàáîòû ñ áîëüøèìè óêëîíåíèÿìè
ñòàòèñòèêè Øåïïà ðîäñòâåíåí ïîäõîäó ðàáîò Êîìëîøà, Òóøíåäè è Ì.Â.
Êîçëîâà: çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïðèðàùåíèè âíóòðè îêíà (ñòàòèñòèêà Øåïïà)
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î áîëüøîì óêëîíåíèèMn. Îäíàêî, âñëåäñòâèå áîëåå ñëîæíîãî
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ïîâåäåíèÿ ïðàâîãî ó÷àñòêà áëóæäàíèÿ, ÷åé ìàêñèìóì ñîâåðøàåò óêëîíåíèÿ
(òåîðåìà 1.4), òåîðåìà 2.2 äîêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå è âû÷èñëåíèå
êîíñòàíòû p(�) â ÿâíîì âèäå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2.2 îïèñûâàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè P (�m;n � �n)
â çîíå m = o(pne�(�)n). Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ðàñøèðÿåò ðàññìàòðèâàåìóþ
îáëàñòü äî m = O(pne�(�)n):
Òåîðåìà 2.6. Ïðè ëþáîì x 2 R ðàâíîìåðíî ïî � 2 [�1; �2] � (0;m+) âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

P (�n;m � �n < x)! exp(e�A ~D(�)h�x);
ãäå me��(�)nn�1=2 ðàâíîìåðíî ïî � 2 [�1; �2] ñõîäèòñÿ ê A.
Äëÿ ñëó÷àéíîãî ìîìåíòà �n(�) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 2.5. Ïðè x � 0, n ! 1 ðàâíîìåðíî ïî � 2 [�1; �2] � (0;m+)
âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

P ( ~C(�)�n(�)e��(�)nn�1=2 > x)! e�x:
Òåîðåìà 2.5 îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ äî ïåðâîãî
óêëîíåíèÿ ñòàòèñòèêè Øåïïà. Êàê è â ñëó÷àå ñòàòèñòèêè Ýðäàøà-Ðåíüè,
îíî èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê ïî n è ïîñëå íîðìèðîâêè ñõîäèòñÿ ê
ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Òåîðåìà 2.6 îïèñûâàåò ñîîòíîøåíèÿ íà
n; m, íåîáõîäèìûå äëÿ òîãî, ÷òîáû óêëîíåíèå ñòàòèñòèêè Øåïïà íà âåëè÷èíó
�n ïåðåñòàëî áûòü ñîáûòèåì ìàëîé âåðîÿòíîñòè. Âåëè÷èíà �n;m � �n ïðè ýòîì
èìååò äâîéíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî àíàëîãè÷íî èìåþùåìóñÿ â
ðàáîòå Êîìëîøà è Òóøíåäè22 ðåçóëüòàòó äëÿ ñòàòèñòèêè Ýðäàøà-Ðåíüè.

Çàâåðøàþò ãëàâó 2 óñëîâíûå ïðåäåëüíûå ôóíêöèîíàëüíûå òåîðåìû.
Ðàññìîòðèì

X(n)m (t) = S[nt];m + (nt� [nt])X[nt]+1+m � �nt
�(h�)pn ;

~Xm(t) = S[mt] + (mt� [mt])X[mt]+1
�pm ; ïðè óñëîâèè �2 := EX2 <1;

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ñîîòâåòñòâóþùèå áëóæäàíèþ íà
îòðåçêå [m,m+n] è [0,m], ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññû íîðìèðóþòñÿ
íåîäèíàêîâî. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ áóäóò âåñòèñü
îòíîñèòåëüíî óñëîâíûõ ìåð ïðè óñëîâèè m = �n(�), ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññû
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X(n)m (t) è ~Xm(t) îïèñûâàþò ó÷àñòêè â ìîìåíò óêëîíåíèÿ è äî óêëîíåíèÿ.
Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïåðâîãî èç íèõ ïðåäåëüíûì ïðîöåññîì áóäåò ñëóæèòü,
êàê è â òåîðåìå 1.10 áðîóíîâñêèé ìîñò, à äëÿ âòîðîãî, êàê è â ïðèíöèïå
èíâàðèàíòíîñòè Äîíñêåðà-Ïðîõîðîâà, áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Áîëåå òî÷íî,
ââåäåì óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Q(n)m è ~Q(n)m ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ
X(n)m (t) è ~Xm(t) â ïðîñòðàíñòâå C[0; 1] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ sup-íîðìîé
ïðè óñëîâèè �n(�) = m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç QW ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
Òåîðåìà 2.7. Q(n)m ) QW 0, m;n!1:
Òåîðåìà 2.8. Ïðè �2 <1 ~Q(n)m ) QW , m;n!1, m < n:

Òåîðåìû 2.7 è 2.8 ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè óñëîâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðåäåëüíûõ òåîðåì ðàáîòû Ì.Â. Êîçëîâà27. Ìåòîä èõ äîêàçàòåëüñòâà áëèçîê
ê ìåòîäàì, èñïîëüçîâàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2 � çàäà÷à î
äâèæóùåìñÿ îêíå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î íåïîäâèæíîì, ðåøåííîé â ïðîøëîé ãëàâå.

Êàê è óñëîâíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû ãëàâû 1, óñëîâíûå
ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû 2.7 è 2.8 ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü øèðîêèé
ñïåêòð ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé íà ïîâåäåíèå ôóíêöèîíàëîâ, ÷üè òî÷êè
ðàçðûâà èìåþò âèíåðîâñêóþ ìåðó 0, ïðèìåíííûõ ê ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåìàì
2.7, 2.8 ó÷àñòêàì áëóæäàíèÿ

Ìåòîäû ãëàâû 2, êàê è ìåòîäû ãëàâû 1, âåðîÿòíîñòíî ïðîçðà÷íû, è
äîêàçàòåëüñòâà êàæäîãî èç ðåçóëüòàòîâ 2.1-2.8 ïîçâîëÿþò óâèäåòü ñïåöèôèêó
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
Ãëàâà 3. Ñòàòèñòèêà ðàçìàõà è ìíîãîìåðíàÿ ñòàòèñòèêà Øåïïà.

Ðàññìîòðèì äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ èç ãëàâ 1,2 ñòàòèñòèêó �âçëåòà� Rn =
maxi�nSi �mini��nSi. Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì îá å¼ áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü áîëüøîãî óêëîíåíèÿ äëÿ íå¼ òåñíî ñâÿçàíà ñ âåðîÿò-
íîñòüþ áîëüøîãî óêëîíåíèÿ ìàêñèìóìà:
Òåîðåìà 3.1. Ïðè n!1 ñîîòíîøåíèå
P (Rn � �n+ Cpn+ u) = (1 + o(1))e�C2=(2�2(�))D2(�)C(�)e��(�)n�Cpn�h�un�1=2;
âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî C 2 [C1; C2] � (�1;1), juj � 
n = o(pn), � 2
[�1; �2] 2 (0;m+), ãäå D(�) � âåëè÷èíà, îïèñàííàÿ â òåîðåìå 1.2

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæèòåëü â àñèìïòîòèêå âåðîÿòíîñòè P (Rn � �n+Cpn+u),
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àíàëîãè÷íûé D(�) äëÿ P (Mn � �n+ Cpn+ u), ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì D(�).
Ëîãè÷íûì ïðîäîëæåíèåì èçó÷åíèÿ çàäà÷è î ñòàòèñòèêå âçëåòà ÿâëÿþòñÿ

òåîðåìû 3.2 è 3.3, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 1.8, 1.10. Òåîðåìà 3.2 ïîëó÷àåòñÿ
äîñòàòî÷íî îáùåé è ïîòîìó ãðîìîçäêîé, ïîýòîìó åå ôîðìóëèðîâêà â
àâòîðåôåðàòå áóäåò îïóùåíà.
Ïîëîæèì, êàê è ïðåæäå X(n)(t) = S[nt]+(nt�[nt])X[nt]+1��nt�(�)pn , � 2 (0;m+), t 2 [0; 1],
~Y (n)(t) = X(n)(�min

n +t(�n��min
n )n ), t 2 [0; 1], ãäå �minn � ìîìåíò ïåðâîãî ìèíèìóìà

ïåðåä ïåðâûì ìàêñèìóìîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(n), Q̂(n) ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ~Y (n)(t), X(n)(t) â ïðîñòðàíñòâå C[0; 1] ïðè óñëîâèè áîëüøîãî óêëîíåíèÿ Rn �
�n� u. Êàê è ïðåæäå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u = o(pn).
Òåîðåìà 3.3. 1) Q(n) ) QW 0, n!1.
2) Q̂(n) ) QW 0, n!1.

Åñëè ïîòðåáîâàòü îò áëóæäàíèÿ âûïîëíåíèÿ ëåâîñòîðîííåãî óñëîâèé
Êðàìåðà EehX < 1, h� < h < 0, îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûå 3.1, 3.2, 3.3
óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñî ñòàòèñòèêîé ïàäåíèÿ Dn = maxi��Mn Si �mini�nSi;
ãäå �Mn � ìîìåíò ïåðâîãî ìàêñèìóìà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïåðåä ïåðâûì
ìèíèìóìîì íà îòðåçêå [0; n].

Óäàåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá àñèìïòîòèêå âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ
óêëîíåíèé è äëÿ ñòàòèñòèêè ðàçìàõà Tn = maxi�nSi �mini�nSi:
Òåîðåìà 3.4. Ïócòü X óäîâëåòâîðÿåò ëåâîñòîðîííåìó è ïðàâîñòîðîííåìó
óñëîâèÿì Êðàìåðà. Òîãäà ñîîòíîøåíèå

P (Tn � �n+ u) = (P (Dn � �n+ u) + P (Rn � �n+ u))(1 + o(1))
âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî juj � 
n = o(pn), � 2 [�1; �2] 2 (0;min(m�;m+)):

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3.1-3.4 çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ çà ñ÷åò ïîëó÷åííûõ â
ïåðâîé ãëàâå îöåíîê è ïî òðóäîåìêîñòè çíà÷èòåëüíî óñòóïàþò òåîðåìàì ïåðâîé
ãëàâû.

Âòîðàÿ ÷àñòü òðåòüåé ãëàâû ïîñâÿùåíà ìíîãîìåðíîé çàäà÷å î ñòàòèñòèêå
Øåïïà, àíàëîãè÷íîé ðàññìàòðèâàåìîé, íàïðèìåð, Äåâåëüñîì18.

Ðàññìîòðèì Xi1;:::;ik � í.î.ð. ñë.â., óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (À), (B). Òîãäà
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ïîëîæèì
Mdn;k1;:::;kd = maxi1�n;i2�n;:::;in�n(

Pk1�j1�k1+n;:::;kd�1�jd�1�kd�1+n;kd�jd�kd+id�1+
+Pk1�j1�k1+n;:::;kd�2�jd�2�kd�2+n;kd�1�jd�1�kd�1+id�1�1;jd=kd +

+:::+ Pk1�j1�k1+i1;j2=k2;:::;jd=kd)Xj1;:::;jd:
W dn;m1;:::;md

:= maxk1�m1;:::;kd�md

Mdn;k1;:::;kd
Âåëè÷èíà W dn;m1;:::;md

ÿâëÿåòñÿ d-ìåðíûì àíàëîãîì ñòàòèñòèêè Øåïïà. Äëÿ íåå
óäàåòñÿ íàéòè àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòè áîëüøîãî óêëîíåíèÿ W dm1;:::;md;n � �nd:
Òåîðåìà 3.5. Ïðè n ! 1; mi ! 1; i � k : m1:::mk = o(e�(�)ndnd=2),
ñîîòíîøåíèå

P (W dm1;:::;md;n � �nd) = (1 + o(1))C(�)e��(�)ndm1m2:::mkn�d=2;
âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî C 2 [C1; C2] � (�1;1), � 2 [�1; �2] 2 (0;m+)):

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåì, ïîëó÷åííûõ Äåâåëüñîì18. Îäíàêî,
ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîìåðíîé çàäà÷è òåðÿåòñÿ
ñïåöèôèêà äâèæóùåãîñÿ îêíà, ïðèñóòñòâîâàâøàÿ â îäíîìåðíîé. Ôàêòè÷åñêè,
â ìíîãîìåðíîé çàäà÷å îòñóòñòâóåò ñöåïëåíèå îêîí � âåðîÿòíîñòü áîëüøîãî
óêëîíåíèÿ íà îäíîì èç îêîí àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé
óêëîíåíèÿ íà êàæäîì. Çà ñ÷åò ýòîãî çàâèñèìîñòü ìåæäó óêëîíåíèÿìè íà ðàçíûõ
îêíàõ ìàëà è ôàêòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê m1:::mk íåçàâèñèìûì èñïûòàíèÿì
Áåðíóëëè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîìåðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îêàçûâàåòñÿ ìåíåå
ñëîæíîé è ãîðàçäî ìåíåå ñîäåðæàòåëüíîé, íåæåëè îäíîìåðíûé ñëó÷àé.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ìèõàèëó
Âàñèëüåâè÷ó Êîçëîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ è öåííûå
çàìå÷àíèÿ.
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