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Âîãòà8, Áåëêèíîé è Ìàòâååâîé9, �îëóáèíà10. Â äèññåðòàöèè èññëåäóåò-ñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùèõñðåäíèå èçäåðæêè.Â 1957 ãîäó äå Ôèíåòòè11 ïðåäëîæèë îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òîñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêöèîíåðíûì îáùåñòâîì è èìååò òàê-æå çàäà÷ó âûïëà÷èâàòü ñâîèì àêöèîíåðàì äèâèäåíäû. Êàê ñëåäñòâèå,ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè12,13,14. À èìåííî, èñêàëèñüñòðàòåãèè, ìàêñèìèçèðóþùèå ñðåäíèå äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäû,ïîëó÷åííûå äî ðàçîðåíèÿ. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îïòèìàëüíûìè îêà-çûâàþòñÿ áàðüåðíûå ñòðàòåãèè âûïëàòû äèâèäåíäîâ, à ìîäåëè, ó÷èòû-âàþùèå âûïëàòó äèâèäåíäîâ ñòàíîâÿòñÿ íîâûì îáúåêòîì èññëåäîâà-íèé. �àáîòà Ëèíà è ñîàâòîðîâ15 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñðåäíåãî âðåìåíèäî ðàçîðåíèÿ è âåëè÷èíû äîëãà êîìïàíèè â ìîìåíò ðàçîðåíèÿ â êëàñ-ñè÷åñêîé ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà ñ áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé âûïëàòûäèâèäåíäîâ.Äå Ôèíåòòè ïîêàçàë, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè áàðüåðíîé ñòðàòåãèèâûïëàòû äèâèäåíäîâ êîìïàíèÿ íåìèíóåìî ðàçîðÿåòñÿ. Ïîýòîìó â 2004ãîäó Äèêñîíîì è Óîòåðñîì16 áûëà ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ òàêèõìîäåëåé, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîäîëæàòü ðàáîòó áåñêîíå÷íîå âðåìÿ. Â íåéïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìîìåíò, êîãäà êàïèòàë êîìïàíèè ñòàíîâèòñÿ îò-ðèöàòåëüíûì, àêöèîíåðû âûïëà÷èâàþò äîëãè êëèåíòàì è äîâîäÿò êà-ïèòàë äî íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî óðîâíÿ. Â òàêîé ìîäè�èêàöèè8C. Hipp, M. Vogt, Optimal Dynami
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íîâûì îáúåêòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ äîõîä àêöèîíåðîâ.Áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé îòíîñèëîñü ê ñëó÷àþíåïðåðûâíîãî âðåìåíè. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ðàñ÷åòû ÷àùå âñåãî ïðî-èçâîäÿòñÿ ìåòîäîì äèñêðåòèçàöèè (ìåòîä äèñêðåòèçàöèè êëàññè÷åñêîéìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà áûë ïðåäëîæåí Äèêñîíîì è Óîòåðñîì17).Êðîìå òîãî, âûïëàòà äèâèäåíäîâ è çàêëþ÷åíèå äîãîâîðîâ ïåðåñòðàõî-âàíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ îáû÷íî â êîíöå �èíàíñîâîãî ãîäà. Èìåííî ïîýòî-ìó ïðîâîäèìîå â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíèå ìîäåëåé ðàáîòû êîìïàíèèâ äèñêðåòíîì âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì.Öåëü ðàáîòûÖåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðà-áîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ âûïëàòîé äèâèäåíäîâ è ïåðåñòðàõîâàíèåì.Íàó÷íàÿ íîâèçíàÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò âñëåäóþùåì.1. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàçëè÷íûõ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé êà÷å-ñòâà ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè â äèñêðåòíîì âðåìåíè äëÿ ñëó-÷àåâ äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðàõîâûõ âû-ïëàò.2. Äëÿ ìîäåëåé, â êîòîðûõ äåÿòåëüíîñòü êîìïàíèè ðàññìàòðèâàåò-ñÿ íà íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå, äîêàçàíîñóùåñòâîâàíèå ñòðàòåãèé ïðîïîðöèîíàëüíîãî è íåïðîïîðöèîíàëü-íîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùèõ ñðåäíèå èçäåðæêè.3. Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ìîäåëåé ê èçìåíåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðà-õîâûõ âûïëàò.4. Â ìîäåëè, ìîäè�èöèðîâàííîé ïî Äèêñîíó-Óîòåðñó, óñòàíîâëå-íû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëàêîìïàíèè è íàéäåí âèä ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿÌåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíà íà îáùèõ ìåòîäàõ òåîðèè âåðîÿò-íîñòåé, ëèíåéíîé àëãåáðû, äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è �óíê-öèîíàëüíîãî àíàëèçà.17D.C.M. Di
kson, H.R. Waters, Re
ursive 
al
ulation of survival probabilities, AstinBulletin, 1991, Vol. 21(2), pp. 199-221. 3



Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòüÄèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-òû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ñòðàõîâîéìàòåìàòèêè êàê ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, òàê è íà ïðàêòèêå.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Áîëüøîì ñåìèíàðå êà-�åäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòàÌ�Ó (2010ã., ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà è çàâåäóþùèé êà�åäðîé � ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò �ÀÍ À.Í.Øèðÿåâ), íà ñïåöñåìèíàðå "Ïðîáëåìû òåî-ðèè çàïàñîâ è ñòðàõîâàíèÿ" êà�åäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõìàòàÌ�Ó (2007-2010ãã., ðóêîâîäèòåëü � ïðî�åññîð, ä.�.-ì.í. Å.Â. Áóëèí-ñêàÿ), íà ñïåöñåìèíàðå "Òåîðèÿ ðèñêà è ñìåæíûå âîïðîñû" êà�åäðûìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè �àêóëüòåòà ÂÌèÊ Ì�Ó (çàâåäóþùèé êà-�åäðîé - àêàäåìèê �ÀÍ Þ.Â. Ïðîõîðîâ) ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.�.-ì.í.ïðî�. Â.Å. Áåíèíãà è ä.�.-ì.í. ïðî�. Â.Þ. Êîðîëåâà (2010 ã.), íà ñå-ìèíàðå "Âåðîÿòíîñòíûå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäå-ëè â ýêîíîìèêå, �èíàíñàõ è ñòðàõîâàíèè"ÖÝÌÈ �ÀÍ ïîä ðóêîâîä-ñòâîì ä.�.-ì.í. Ý.Ë. Ïðåñìàíà è ê.�.-ì.í. Â.È. Àðêèíà (2010 ã.), íàXVII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõó÷åíûõ "Ëîìîíîñîâ-2010" (Ì�Ó, Ìîñêâà, 12-15 àïðåëÿ 2010 ã.), íà 6-ì Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ïî ìîäåëèðîâàíèþ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 24èþíÿ - 4 èþëÿ 2009 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ïî ìåòîäàìñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà äàííûõ â ã. Õàíüÿ (�ðåöèÿ,8-11 èþíÿ 2010 ã.).ÏóáëèêàöèèÏî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 5 ðàáîò, èç íèõ 2 â æóðíàëàõïåðå÷íÿ ÂÀÊ, ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå íàñòîÿùåãî àâòîðå�åðà-òà.Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÄèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêàëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 53 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòà-öèè ñîñòàâëÿåò 97 ñòðàíèö.Ê�ÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅ�ÒÀÖÈÈÂ ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäåëè ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïà-íèè â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïàíèÿ èñïîëüçó-åò áàðüåðíóþ ñòðàòåãèþ âûïëàòû äèâèäåíäîâ, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî4



ïðè ïðåâûøåíèè òåêóùèì êàïèòàëîì êîìïàíèè íåêîòîðîãî óðîâíÿ b,íàçûâàåìîãî áàðüåðîì âûïëàòû äèâèäåíäîâ, âåñü èçëèøåê êàïèòàëàíåìåäëåííî âûïëà÷èâàåòñÿ â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ è êàïèòàë êîìïà-íèè ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì b.Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ðàñïðåäå-ëåíèå âûïëàò è êàïèòàë êîìïàíèè äèñêðåòíû. Ïóñòü Si � êàïèòàëêîìïàíèè â ìîìåíò i, òîãäà êàïèòàë êîìïàíèè â ìîìåíò i+ 1 åñòü
Si+1 = min(Si + c− ξi+1, b),ãäå c � ïðèõîä ïðåìèé â åäèíèöó âðåìåíè, b, c ∈ N, à âûïëàòû ξi �íåîòðèöàòåëüíûå íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû, pt = P(ξi = t), t = 0, k, è c < k < b. Íà÷àëüíûé êàïèòàë

S0 = x. Ìîìåíò ðàçîðåíèÿ
τ = min{i : Si < 0}.Äèâèäåíäû, ïîëó÷åííûå â (i+ 1)-é ãîä, çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì

di+1 = (Si + c− ξi+1 − b)+,ãäå (f(x))+ = max(f(x), 0).Íàñ èíòåðåñóþò vx � ñðåäíèå äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäû, ïîëó-÷åííûå äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ, ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíûé êàïèòàëðàâíÿëñÿ x, x = 0, b, ò.å.
vx = Ex

τ
∑

i=1

αidi,ãäå 0 < α < 1 � êîý��èöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ.Âåëè÷èíû vx óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èìåþ-ùåé ðåøåíèå ïðè α < 1, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè ëèøü÷èñëåííî, ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ ïîèñêà îöåíîê vx êàê �óíêöèé îòðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi.Òåîðåìà 1.1 Ñðåäè âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ′i,òàêèõ, ÷òî ∑c−1
l=0 P (ξ′i = l) ≥

∑c−1
l=0 pl è ∑k

l=c+1P (ξ′i = l) ≥
∑k

l=c+1 pl,ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äèâèäåíäîâ äîñòèãàåòñÿ íà ðàñïðåäåëåíèèñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξmax
i , äëÿ êîòîðîé P (ξmax

i = 0) =
∑c

l=0 pl è
P (ξmax

i = c+ 1) =
∑k

l=c+1 pl. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äèâèäåíäîâ çàäà-åòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξmin
i , äëÿ êîòîðîé

P (ξmin
i = c− 1) =

∑c−1
l=0 pl è P (ξmin

i = k) =
∑k

l=c pl.Äëÿ ñëó÷àÿ äâóòî÷å÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé òðåáîâàíèé, ò.å. ïðè p0 = pè pk = 1−p, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñðåäíèå äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäûêàê �óíêöèè p è ïîñòðîèòü ëèíåéíûå îöåíêè vx(p).5



Òåîðåìà 1.4 Äëÿ âñåõ 0 ≤ p ≤ 1 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà
max(0, (p− 1)D + vx(1)) ≤ vx(p) ≤ min(c(1− α)−1p, (p− 1)d+ vx(1)),ãäå D = max(κx)x=0,b è d = min(κ̄x)x=0,b, à κx = vx(1)(1 − α)−1 è
κ̄x = vx(1) ïðè 0 ≤ x < k−c, è κ̄x = κx = (vx(1)−αvx−(k−c)(1))(1−α)−1ïðè k − c ≤ x ≤ b.Â ìîäè�èêàöèè Äèêñîíà-Óîòåðñà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ðà-çîðåíèÿ êîìïàíèè àêöèîíåðû ïîêðûâàþò óáûòêè èç ñðåäñòâ, ðàíååâûïëà÷åííûõ â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ, è âîçâðàùàþò êàïèòàë êîìïà-íèè íà íåêîòîðûé óðîâåíü x0. Êàïèòàë êîìïàíèè â ìîìåíò i + 1 ïðèòàêèõ óñëîâèÿõ åñòü

Si+1 =

{

min(Si + c− ξi+1, b), åñëè Si + c− ξi+1 ≥ 0,

x0, åñëè Si + c− ξi+1 < 0.
(1)Ïóñòü ri+1 � èçìåíåíèå áàëàíñà àêöèîíåðîâ â (i+1)-é ãîä (ïîëó÷åííûåäèâèäåíäû èëè âûïëà÷åííûå óáûòêè), çàäàþùååñÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì

ri+1 =











Si + c− ξi+1 − b, åñëè Si + c− ξi+1 > b,
Si + c− ξi+1 − x0, åñëè Si + c− ξi+1 < 0,
0, åñëè b ≥ Si + c− ξi+1 ≥ 0.�àññìîòðèì wx � äèñêîíòèðîâàííóþ ïðèáûëü àêöèîíåðîâ ïðè íà÷àëü-íîì êàïèòàëå x, x = 0, b, ò.å.

wx = Ex

∞
∑

i=1

αiri.Êàê è â ñëó÷àå ñðåäíèõ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, ñðåäíÿÿäèñêîíòèðîâàííàÿ ïðèáûëü óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíå-íèé, èìåþùåé ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî íàéòè ëèøü ÷èñëåííî. Ïîýòîìóèùóòñÿ îöåíêè ñðåäíåé äèñêîíòèðîâàííîé ïðèáûëè, êîòîðûå ìîæíîïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè.Òåîðåìà 1.2 Äëÿ wx ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
x+ α(1− α)−1E(c− ξ1)− b ≤ wx ≤ x+ α(1− α)−1E(c− ξ1).Â ñëó÷àå äâóòî÷å÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé âûïëàò ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1.6 Äëÿ âñåõ 0 ≤ p ≤ 1

Dp2 + (wx −D)p+ wx(0) ≤ wx(p) ≤ dp2 + (wx − d)p+ wx(0),6



ãäå D = max(λx)x=0,b, d = min(λx)x=0,b, wx = wx(1) − wx(0), à λxâû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
λx = α(wx+c − wx0

)(1− α)−1 ïðè 0 ≤ x < k − c,
λx = α(wx+c − wx−(k−c))(1− α)−1 ïðè k − c ≤ x ≤ b− c,
λx = α(wb − wx−(k−c))(1− α)−1 ïðè b− c < x ≤ b.Âî âòîðîì ïàðàãðà�å ïåðâîé ãëàâû èññëåäóåòñÿ ìîäè�èöèðîâàí-íàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå âûïëàò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîè èìååò ïëîòíîñòü pξ(·). Òàêæå äîáàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåñòðàõî-âàíèÿ: ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ìîæåò îòäàòü äîëþ ðèñêîâ tq(x) â ïåðå-ñòðàõîâàíèå, 0 ≤ tq(x) ≤ 1 − ε. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîîáÿçàòåëüñòâà ïî âûïëàòå äîïîëíèòåëüíûõ ñðåäñòâ ïåðåñòðàõîâùèêóõàðàêòåðèçóþòñÿ êîý��èöèåíòîì θ ∈ (−1, 1). Â ýòîì ñëó÷àå êàïèòàëêîìïàíèè ïðè i ≥ 0 ýâîëþöèîíèðóåò ïî çàêîíó

Si+1 = min[Si + c(1− tq(Si))− cθtq(Si)− ξi+1(1− tq(Si)), b].Îïðåäåëåíèå ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ îñòàåòñÿ ïðåæíèì. Ñðåäíèå äèñ-êîíòèðîâàííûå óáûòêè l(x) = E(−ατSτ |S0 = x). Ñðåäíèå äèñêîíòèðî-âàííûå äèâèäåíäû, ïîëó÷åííûå äî ðàçîðåíèÿ, ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå
S0 = x åñòü
v(x) = Ex

τ
∑

i=0

αi(Si + c(1− tq(Si))− cθtq(Si)− ξi+1(1− tq(Si))− b)+.Âûâåäåíû èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îòûñêàíèÿ ñðåäíèõ äèñêîí-òèðîâàííûõ óáûòêîâ è ñðåäíèõ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, ïîëó-÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ, è äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ýòèõ óðàâíå-íèé. Ïðåäëîæåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ îöåíîê ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèéè ïîëó÷åíû îöåíêè ñðåäíèõ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ è ñðåäíèõäèñêîíòèðîâàííûõ óáûòêîâ.Óòâåðæäåíèå 1.5 Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
v(x) ≥ α

fv(b)

1− α
∫ f1(b)
0 pξ(y)dy

∫ f1(x)

0
pξ(y)dy + fv(x),ãäå f1(x) =

x+c(1−tq(x))−cθtq(x)−b

1−tq(x)
.

fv(x) = α
∫ f1(x)
0 (x+ c(1− tq(x)(1 + θ))− y(1− tq(x))− b)pξ(y)dy ïðè

f1(x) ≥ 0 è fv(x) = 0 ïðè f1(x) < 0.Òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè ñðåäíåãî âðåìåíè äî ðàçîðåíèÿ. Åñëè ñòà-âèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìàêñèìèçèðóþ-ùåé ñðåäíåå âðåìÿ äî ðàçîðåíèÿ, òî òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ìîæåò áûòü íàé-äåíà ñðåäè ñòðàòåãèé âèäà tq(x) = const ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, óêàçàííûõ7



â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.Óòâåðæäåíèå 1.7 Åñëè pξ(y) = λ íà îòðåçêå [0, λ−1], ïðè÷åì
λ−1 > (b+cε−cθ(1−ε))ε−1, à ñîîòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ b, c è θ òàêîâî,÷òî b+ cθ ≤ 0, òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ èìååòñëåäóþùèé âèä: tq(x) = 1− ε.Áîëåå ïîäðîáíî âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïå-ðåñòðàõîâàíèÿ èññëåäóåòñÿ âî âòîðîé ãëàâå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, îäíàêî,÷òî â ñëó÷àå, åñëè êàïèòàëà êîìïàíèè íå õâàòàåò äëÿ ïîêðûòèÿ âñåõòðåáîâàíèé, òî êîìïàíèÿ áåðåò áàíêîâñêèé êðåäèò ïîä ïðîöåíòíóþñòàâêó β, è ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåé ïëàòû çà ïîëüçîâà-íèå êðåäèòîì. �àññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íûé âðåìåííîé ãîðèçîíò n ëåò.Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñ äèíàìèêîé êàïèòà-ëà, çàäàâàåìîé ñîîòíîøåíèåì

Si(Si−1, t
n−i+1
q (Si−1)) =

= min[Si−1 + c− ctn−i+1
q (Si−1)(1 + θ)− (1− tn−i+i

q (Si−1))ξi, b],ãäå b, c, θ è ξi èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è âî âòîðîì ïàðàãðà�å ïåðâîéãëàâû, S0 = x, à äîëÿ tn−i+1
q (·), îòäàâàåìàÿ â ïåðåñòðàõîâàíèå, çàâèñèòíå òîëüêî îò êàïèòàëà â êîíöå ïðåäûäóùåãî ãîäà, íî è îò îñòàâøåãîñÿäî ìîìåíòà n ÷èñëà øàãîâ. Ìèíèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ ïëàòà çà ïîëüçîâà-íèå êðåäèòàìè â òå÷åíèå n ëåò åñòü

ϕn(x) = min
t1q(·),...,t

n
q (·)

Ex

n
∑

i=1

β(Si(Si−1, t
n−i+1
q (Si−1)))

−,ãäå S− = −min(S, 0). Èçäåðæêè çà 1 ãîä åñòü K(x, tq) = β(S1(x, tq))
−.Òåîðåìà 2.1 Ìèíèìàëüíûå ñðåäíèå èçäåðæêè, âîçíèêøèå çàîäèí ãîä, çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì

ϕ1(x) = EK(x, tq(x)),ãäå tq(x) � îïòèìàëüíàÿ êâîòà, ïîäñ÷èòûâàåìàÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì:åñëè x ≥ cθ èëè Eξ1 ≥ c(1 + θ), òî tq(x) = 1− ε,åñëè cθ ≥ x ≥ cθ(1 − ε) − εc è Eξ1 ≤ c(1 + θ), òî tq(x) =
min[max(t∗q(x), 0), 1− ε],åñëè cθ(1−ε)−εc ≥ x ≥ −c è Eξ1 ≤ c(1+θ), òî tq(x) = max(t∗q(x), 0),åñëè x ≤ −c è Eξ1 ≤ c(1 + θ), òî tq(x) = 0,ãäå t∗q(x) � ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∫ +∞

y(tq)
(z − c(1 + θ))pξ(z)dz = 0,8



è
y(tq) =

x+ c− tq(1 + θ)c

1− tq
. (2)Ïðè n ≥ 2 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü pξ(z) ∈ C[0,∞), pξ(0) = 0 è pξ(z) > 0 ïðè

z > 0, òîãäà äëÿ ëþáîãî n > 1 �óíêöèÿ ϕn(x) ∈ D2(−∞, b], ϕ′
n(x) < 0,

ϕ′′
n(x) ≥ 0, à îïòèìàëüíîå ïåðåñòðàõîâàíèå t

n
q (x) íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Åñëè c(1 + θ)− Eξ1 ≤ 0, òî t

n

q (x) = 1− ε.Åñëè c(1 + θ)− Eξ1 ≥ 0, òî
t
n
q (x) = 0 ïðè c1(x) > 0,
t
n

q (x) = 1− ε ïðè c2(x) < 0,ãäå
c1(x) = −β

∫ ∞

x+c

(z − c(1 + θ))pξ(z) dz+

+

∫ ∞

x+c−b

ϕ′
n−1(x+ c− z)pξ(z)(z − c(1 + θ)) dz,

c2(x) = −β

∫ ∞

y(1−ε)
(z − c(1 + θ))pξ(z) dz+

+

∫ ∞

y(1−ε)− b
ε

ϕ′
n−1(x+ εc− (1− ε)cθ − εz)pξ(z)(z − c(1 + θ)) dz.Äëÿ îñòàëüíûõ x îïòèìàëüíàÿ êâîòà t

n
q (x) � ýòî åäèíñòâåííûé êî-ðåíü óðàâíåíèÿ hn(x, tq) = 0. Ôóíêöèÿ hn(x, tq) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì.Åñëè tq ≥ (x+ c)(c(1 + θ))−1, òî

hn(x, tq) = β(c(1 + θ)− Eξ1)+

+

∫ +∞

0

ϕ′
n−1((1− tq)(y(tq)− z))(z − c(1 + θ))pξ(z)dz.Åñëè (x+ c− b)(c(1 + θ))−1 ≤ tq ≤ (x+ c)(c(1 + θ))−1, òî

hn(x, tq) = −β

∫ +∞

y(tq)
(z − c(1 + θ))pξ(z)dz+

+

∫ +∞

0

ϕ′
n−1((1− tq)(y(tq)− z))(z − c(1 + θ))pξ(z)dz.
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Åñëè tq ≤ (x+ c− b)(c(1 + θ))−1, òî
hn(x, tq) = −β

∫ +∞

y(tq)

(z − c(1 + θ))pξ(z)dz+

+

∫ +∞

y(tq)−
b

1−tq

ϕ′
n−1((1− tq)(y(tq)− z))(z − c(1 + θ))pξ(z)dz.Ôóíêöèÿ y(tq), êàê è ïðåæäå, çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (2).Âî âòîðîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü, èñïîëü-çóþùàÿ íåïðîïîðöèîíàëüíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Ïóñòü x � íà÷àëüíûéêàïèòàë êîìïàíèè, c � ïðåìèè, ïîëó÷åííûå çà îäèí ãîä, ïîëîæè-òåëüíîå ÷èñëî R � óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ, ρ − 1 � ñòðà-õîâàÿ íàãðóçêà ïåðåñòðàõîâùèêà, ρ > 1. Âûïëàòû çàäàþòñÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòüþ íåîòðèöàòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, i ≥ 1, èìåþùèõ ïëîòíîñòü pξ(z) è

F̄ (z) =
∫∞
z

pξ(y)dy, ïðè÷åì pξ(z) > 0 ïðè z > 0.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïàíèÿ ðàáîòàåò n ëåò, óðîâåíü ñîáñòâåííîãîóäåðæàíèÿ çàâèñèò îò êàïèòàëà â êîíöå ïðåäûäóùåãî ãîäà è âðåìåíèäî êîíöà ðàáîòû, à êàïèòàë êîìïàíèè ýâîëþöèîíèðóåò ïî çàêîíó
Si(Si−1, R

n−i+1(Si−1)) = a(Si−1, R
n−i+1(Si−1))−min(ξi, R

n−i+1(Si−1)),ãäå a(x,R) = x + c − ρE(ξ1 − R)+. Ìèíèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ ïëàòà çàïîëüçîâàíèå êðåäèòàìè â òå÷åíèå n ëåò åñòü
ϕn(x) = inf

R1(·),...,Rn(·)
Ex

n
∑

i=1

β(Si(Si−1, R
n−i+1(Si−1)))

−.Òåîðåìà 2.3 Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ R̂(x) èìèíèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ ïëàòà áàíêó çà 1 ãîä ñëåäóþùèå.Åñëè x ≥ x∗, òî R̂(x) = R∗ è ϕ1(x) = 0.Åñëè x∗ > x ≥ x̂, òî R̂(x) = R1(x) è ϕ1(x) = β
∫ R1(x)
R∗

F̄ (y)dy.Åñëè x̂ ≥ x ≥ −c, òî R̂(x) = ∞ è ϕ1(x) = β
∫∞
x+c

F̄ (y)dy.Åñëè −c > x, òî R̂(x) = ∞ è ϕ1(x) = β(Eξ1 − x− c).Ïðè ýòîì R∗ � ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ 1− ρF̄ (R) = 0, x̂ = R∗ − c,
x∗ = R∗ + ρ

∫∞
R∗

F̄ (y) dy − c, à R1(x) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
a(x,R1(x)) = R∗.Ïðè n ≥ 2 âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 2.4 Ïðè x ≥ nx∗ îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðà-õîâàíèÿ íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà R̂n(x) = R∗.Ïðè n = 2 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîå x2 < 2x∗ � êîðåíü óðàâíå-10



íèÿ
β(1− ρF̄ (x2 + c)) + ρ

∫ ∞

(x2+c−x∗)+
ϕ′
1(x2 + c− y)pξ(y) dy + β = 0.Ïðè x ≤ x2 îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ R̂2(x) = ∞.Ïðè x2 < x < 2x∗ ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

β(1− ρF̄ (a(x,R)))I{a(x,R)<R} + ρ

∫ R

(a(x,R)−x∗)+
ϕ′
1(a(x,R)− y)pξ(y) dy+

+ (ρF̄ (R)− 1)ϕ′
1(a(x,R)− R) = 0, (3)Äëÿ êàæäîãî x âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ:ëèáî óðàâíåíèå (3), èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü R2(x), êîòîðûé èÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ,ëèáî óðàâíåíèå (3) íå èìååò êîðíåé, òîãäà îïòèìàëüíîå çíà÷å-íèå óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ R̂2(x) � ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ

a(x, R̂2(x)) = R̂2(x).Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè íà ïåðâîì è âòîðîì øàãå ñâÿçàíû ñëå-äóþùèì îáðàçîì. Íà îòðåçêå [x∗, 2x∗] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
R̂2(x) ≥ R∗, à íà îòðåçêå [x̂, x∗] âûïîëíåíî R̂2(x) ≥ R1(x) ïðè

φ∞ = ρ

∫ ∞

(R∗−x∗)+
ϕ′
1(R

∗ − y)pξ(y) dy + β ≤ 0,à ïðè φ∞ > 0 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà
R1(x) ≤ R̂2(x) ïðè x ≥ xint, R1(x) ≥ R̂2(x) ïðè x ≤ xint,ãäå xint � ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ R1(xint) = Rint, à Rint � ýòî êîðåíüóðàâíåíèÿ ρ

∫ Rint

0 ϕ′
1(R

∗− y)pξ(y) dy+(ρF̄ (Rint)− 1)ϕ′
1(R

∗−Rint) = 0.Â ïåðâîì ïàðàãðà�å òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñóñòîé÷èâîñòè ñðåäíèõ äèñêîíòèðîâàííûõ óáûòêîâ è ñðåäíèõ äèñêîí-òèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ ê èçìåíåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ñòðàõî-âûõ âûïëàò. �àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü èç âòîðîãî ïàðàãðà�à ïåðâîéãëàâû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè-÷èí ñòðàõîâûõ âûïëàò äèâèäåíäû è óáûòêè èçìåíÿòñÿ ìàëî.Óòâåðæäåíèå 3.1 Ïóñòü vi(x) � ñðåäíèå äèñêîíòèðîâàííûåäèâèäåíäû, ïîëó÷åííûå äî ðàçîðåíèÿ, ïðè îòñóòñòâèè ïåðåñòðàõî-âàíèÿ è ïðè âûïëàòàõ, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå Fi(·) è ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ pi(·), i = 1, 2. Òîãäà
|v1(x)− v2(x)| ≤

αc

(1− α)3

(

cεp,c +
αb

1− α
εp,b+c +

α2

(1− α)2
εF,c

)
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ãäå εp,c = max0≤y≤c |p1(y)− p2(y)|, εF,c = max0≤y≤c |F1(y)− F2(y)|.Âî âòîðîì ïàðàãðà�å èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõðàñïðåäåëåíèé êàïèòàëà êîìïàíèè â ìîäè�èêàöèè Äèêñîíà-Óîòåðñà,ò.å. â ìîäåëè, â êîòîðîé êàïèòàë êîìïàíèè ýâîëþöèîíèðóåò ïî çàêî-íó (1) è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi èìåþò ïëîòíîñòü pξ(·). Âåðíà ñëåäóþ-ùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3.5 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Sn ñëàáîñõîäèòñÿ ïðè n → ∞, åñëè
max

0≤x≤x0

∫ b

0

|pξ(y + c− x)− pξ(y + c)| dy < 1è
max
x0≤x≤b

∫ b

0

pξ(y + c− x) dy < 1.Ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) èìååò âèä
F (x) = P bI(x ≥ b) + P x0I(x ≥ x0) + F̃ (x),ãäå

F̃ (x) = (1− P x0)(F̄ξ(b+ c− x)− F̄ξ(b+ c)) + P x0F̄ξ(x0 + c− x)−

− P x0F̄ξ(x0 + c) +

∫ b

0

F̃ (z)(pξ(z + c− x)− pξ(z + c)) dz,

P x0 = (1− P x0)F̄ξ(b+ c) + P x0F̄ξ(x0 + c) +

∫ b

0

F̃ (y)pξ(y + c) dy,

P b = 1− P x0 − F̃ (b).Â ñëó÷àå, åñëè êîìïàíèÿ èñïîëüçóåò, íàïðèìåð, êâîòíîå ïðîïîðöè-îíàëüíîå ïåðåñòðàõîâàíèå ñ äîëåé tq, îòäàâàåìîé â ïåðåñòðàõîâàíèå,è ïðåìèåé cq, ïîëó÷àåìîé ïîñëå âûïëàòû ïðåìèè ïåðåñòðàõîâùèêó, èêàïèòàë êîìïàíèè ýâîëþöèîíèðóåò ïî çàêîíó
S
q
n+1 =











b, åñëè Sq
n + cq − (1− tq)ξn+1 ≥ b;

Sq
n + cq − (1− tq)ξn+1, åñëè 0 ≤ Sq

n + cq − (1− tq)ξn+1 < b;
x0, åñëè Sn + cq − (1− tq)ξn+1 < 0,áóäåò âåðíàÒåîðåìà 3.6 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Sq

n ñëàáî
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ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞, åñëè
max

0≤x≤x0

∫ b

0
(1−tq)

−1|pξ((y+cq−x)(1−tq)
−1)−pξ((y+cq)(1−tq)

−1)| dy < 1è
max
x0≤x≤b

∫ b

0
(1− tq)

−1pξ((y + cq − x)(1− tq)
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