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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ ôîðìóë Ôåéíìàíà äëÿ ïîëó-
ãðóïï Øðåäèíãåðà etĤ , îïèñûâàþùèõ îäíîìåðíóþ äèíàìèêó (êâà-
çè)÷àñòèö ñ ýôôåêòèâíîé ìàññîé, çàâèñÿùåé îò ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû.
Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà êîíôèãóðàöèîííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ëèáî ñ R1, ëèáî ñ [0,∞); â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ìàññû îò ïîëîæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ êó-
ñî÷íî ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé, à âî âòîðîì ëèáî íåïðåðûâíîé, ëèáî,
îïÿòü-òàêè, êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé.

Ôîðìóëàìè Ôåéíìàíà ( ëàãðàíæåâûìè) íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ ïîëóãðóïïû Øðåäèíãåðà etĤ èëè ãðóïïû Øðåäèíãåðà eitĤ ñ
ïîìîùüþ ïðåäåëîâ èíòåãðàëîâ ïî äåêàðòîâûì ñòåïåíÿì êîíôèãóðà-
öèîííîãî ïðîñòðàíñòâà êëàññè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, êâàí-
òîâàíèåì êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî Ĥ - ñàìîñîïðÿæåííûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñèì-
âîëîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H êëàññè÷åñêîé ñè-
ñòåìû.

Êîíå÷íîêðàòíûå èíòåãðàëû â ôîðìóëàõ Ôåéíìàíà àïïðîêñèìè-
ðóþò èíòåãðàëû ïî ìåðàì (èëè ïñåâäîìåðàì â ñëó÷àå ãðóïï Øðå-
äèíãåðà eitĤ), îïðåäåëåííûì íà ìíîæåñòâàõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî
àðãóìåíòà, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàí-
ñòâå; ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóãðóïïû ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ ïî ïðîñòðàí-
ñòâó òàêèõ ôóíêöèé íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Ôåéíìàíà - Êàöà, ñàìè
èíòåãðàëû íàçûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè (èëè êîíòèíóàëüíûìè), à
â ñëó÷àå ãðóïï Øðåäèíãåðà - èíòåãðàëàìè Ôåéíàìàíà. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîëó÷åíèå ôîðìóë Ôåéíìàíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìåòîäîâ ïîëó-
÷åíèÿ ôîðìóë Ôåéíìàíà - Êàöà.

Ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
îáëàäàþò íåíóëåâûìè èíäåêñàìè äåôåêòà. Òàêèå äèôôåðåíöèàëü-
íûå îïåðàòîðû èìåþò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñ-
øèðåíèé; ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðå-
íèÿ íàéäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà Ôåéíìàíà. Ýòîò ðåçóëüòàò
ìîæíî ñ÷èòàòü ðåøåíèåì îäíîé èç çàäà÷, âîñõîäÿùèõ ê Ô. À. Áåðå-
çèíó.

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ïî÷òè íåîáî-
çðèìîå ìíîæåñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïðèìåíåíèþ ôóíêöèîíàëü-
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íûõ èíòåãðàëîâ1, 2 , 3, 4 , 5(ñì. òàêæå èìåþùèåñÿ â ðàáîòàõ ññûëêè)
ê èññëåäîâàíèþ ïîëóãðóïï è ãðóïï Øðåäèíãåðà (èëè, ÷òî òî æå ñà-
ìîå, ÷òî è ê ïîëó÷åíèþ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé), èññëåäîâàíèå ýòèìè ìåòîäàìè äèíàìèêè
÷àñòèöû ñ ìàññîé, çàâèñÿùåé îò ïîëîæåíèÿ, íà÷àëîñü ñîâñåì íåäàâ-
íî, ïðè ýòîì, äî 2010 ãîäà ñóùåñòâîâàëè ëèøü äâå ðàáîòû 6, 7, â êîòî-
ðûõ ðàññìàòðèâàëàñü ðàçðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ìàññû îò êîîðäèíàòû.
Â òî æå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ òàêîãî ðîäà ïðåäñòàâëÿþòñÿ âàæíûìè
íå òîëüêî ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî è ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ïðèëîæåíèé, òàê êàê ÷àñòèöû ñ ýôôåêòèâíîé ìàññîé, çàâèñÿùåé
îò ïîëîæåíèÿ, âîçíèêàþò â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, îïèñûâàþùèõ
ïðîöåññû â ïîëóïðîâîäíèêàõ è æèäêèõ êðèñòàëëàõ, èñïîëüçóåìûõ
â ïðèáîðàõ, ïðèìåíÿåìûõ â ðàäèîýëåêòðîíèêå.

Âñå ñêàçàííîå è îïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.
Ê ñêàçàííîìó ñòîèò äîáàâèòü íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè îáñóæ-

äàâøèõñÿ ïîíÿòèé.
Âïåðâûå êîíöåïöèÿ êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîÿâèëàñü â

ðàáîòå Ôåéíìàíà 1948 ãîäà. Â íåé ñîäåðæàòñÿ òðè îñíîâíûõ íàáëþ-
äåíèÿ:

1) ðåøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðå-
äåëà êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî äåêàðòîâûì ñòåïåíÿì êîíôè-
ãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà; ýòà êîíöåïöèÿ âïîñëåäñòâèè ïðèâåëà ê
ïîÿâëåíèþ ëàãðàíæåâûõ ôîðìóë Ôåéíìàíà. Â ðàáîòå 1951 ãîäà Ôåé-
íìàí ðàññìàòðèâàë èíòåãðàëû ïî äåêàðòîâûì ñòåïåíÿì ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà, ÷òî âïîñëåäñòâèè ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ãàìèëüòîíî-
âûõ ôîðìóë Ôåéíìàíà;

2) ïîëó÷åííûå êîíå÷íîêðàòíûå èíòåãðàëû ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü êàê èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì (ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû íà-
çûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Ôåéíìàíà - Êàöà);

3) ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ ýêñïîíåíòàìè îò äåé-
ñòâèÿ â ëàãðàíæåâîé ôîðìå (â ðàáîòå 1951 ãîäà Ôåéíìàí ðàññìàò-
ðèâàë äåéñòâèå â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå).

1Ãàäåëüÿ Ì., Cìîëÿíîâ Î.Ã. ÄÀÍ, Ò. 418, � 6, 2008, ñ. 727 - 730.
2Áóòêî ß.À., Ñìîëÿíîâ Î.Ã., Øèëëèíã Ð.Ë., ÄÀÍ, 434, � 1, 2010, ñ. 7-11.
3Smolyanov O.G., Tokarev A.G., Truman A., Journal of Mathematical Physics, V.43, �10,

2002, p. 5161-5171.
4Áóäêî ß.À., Ãðîòõàóñ Ì., Ñìîëÿíîâ Î.Ã., ÄÀÍ, Ò. 421, �6, 2008, ñ. 727-732.
5Smolyanov O.G., Feynman Type Formulae for Quantum Evolution and Di�usion on manifolds.,

Quantum Bio-Informatics III, World Scienti�c Publishing, p. 337-347, 2010.
6Ñàêáàåâ Â.Æ., Ñìîëÿíîâ Î.Ã., ÄÀÍ, Ò. 433, � 3, ñ. 314-317, 2010
7Âàéöçåêêåð Õ. ôîí, Ñìîëÿíîâ Î.Ã., Ôîðìóëû Ôåéíìàíà, ïîðîæäàåìûå ñàìîñîïðÿæåííû-

ìè ðàñøèðåíèÿìè îïåðàòîðà Ëàïëàñà.,"Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê", 2009, Òîì 426, � 2, ñòð.

162�165.

2



Êîíå÷íî, âñå ýòè íàáëþäåíèÿ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Ôåéíìàíîì
íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè. Òåîðèÿ èíòåãðàëà Ôåéíìàíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà áåñêîíå÷íîìåðíûì àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî ãàð-
ìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà êîíå÷íîìåðíîì åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; à òàêîãî ðîäà îáîáùåíèå ïðåäñòàâëÿåò ðÿä
ðåàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî (â ìà-
òåìàòè÷åñêîì ñìûñëå ñëîâà) ïåðâîãî íàáëþäåíèÿ Ôåéíìàíà ïîëó-
÷èë Ý. Íåëüñîí â 1964 ãîäó, ñâåäÿ äîêàçàòåëüñòâî ê ïðèìåíåíèþ
ôîðìóëû Òðîòòåðà (- Äàëåöêîãî), ïîëó÷åííóþ íà 4 ãîäà ðàíüøå.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë Ôåéíìàíà - Êàöà, ïîìèìî ôîðìóë Ôåéí-
ìàíà, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, ñàìûå èçâåñòíûå èç íèõ îñíî-
âàíû íà àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ìåðû, à òàêæå íà ðàâåíñòâå
Ïàðñåâàëÿ (èëè, ÷òî ïðàêòè÷åñêè òî æå ñàìîå, íà ïðåîáðàçîâàíèè
Ôóðüå). Ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåõíèêè, ñâÿçàííîé ñ ôóíêöèî-
íàëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì, ïîêàçàëî, îäíàêî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðèëîæåíèé íàèáîëåå óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ôîð-
ìóëàõ Ôåéíìàíà. Îäíàêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñàìèõ ôîðìóë Ôåéíìàíà íå
âñåãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Òðîòòåðà, ïîñêîëüêó îíà ïðè-
ìåíèìà ëèøü ê äîñòàòî÷íî óçêîìó êëàññó ïîëóãðóïï. Â ýòîì ñìûñëå
îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó ×åðíîâà "î ïðîèçâåäå-
íèÿõ",ÿâëÿþùóþñÿ ñóùåñòâåííûì îáîáùåíèåì ôîðìóëû Òðîòòåðà,
÷òî âïåðâûå áûëî îòìå÷åíî Î.Ã. Ñìîëÿíîâûì 3.

Ñòîèò îòìåòèòü íåñêîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîíîãðàôèé, ïîñâÿ-
ùåííûõ èíòåãðàëó Ôåéíìàíà8, 9, 10. Êíèãà Àëüáåâåðèî è Õåã-Êðîíà
(1976) ïðåäñòàâëÿåò ïåäàãîãè÷åñêèé èíòåðåñ, îäíàêî â íåé ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ èíòåãðàëû Ôåéíìàíà îò ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ôóðüå îáû÷íûõ ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ìåð íà áåñêîíå÷íî-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî çíà÷èòåëüíî ñóæàåò îáëàñòü ïðèìåíåíèå
ôîðìóë Ôåéíìàíà - Êàöà. Êíèãà Â.Ï. Ìàñëîâà, âûøåäøàÿ îäíî-
âðåìåííî, ñîäåðæèò ðÿä ãëóáîêèõ èäåé, îäíàêî ôîðìóë Ôåéíìàíà â
ÿâíîì âèäå íåò è â íåé. Ìíîãî ïîëåçíîé èíôîðìàöèè ìîæíî íàéòè
â ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî âûøåäøèõ êíèãàõ 11, 12. Â òî æå âðåìÿ êíè-
ãà Î.Ã. Ñìîëÿíîâà è Å.Ò. Øàâãóëèäçå (1990) äî íàñòîÿùåãî âðåìå-

8Î.Ã. Ñìîëÿíîâ, Å.Ò. Øàâãóëèäçå, Êîíòèíóàëüíûå Èíòåãðàëû, Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, 1990.
9Â.Ï. Ìàñëîâ, Êîìïëåêñíûå ìàðêîâñêèå öåïè è êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë Ôåéíìàíà, 1976.
10S.A. Albeverio, R.G. Hoegh-Kron, Mathematical Theory of Feynman Path Integrals, Springer-

Verlag, 1976.

11P. Cartier, C. Dewitt - Morrete, Functional Integration: Actioin and Symmetries, Cambridge

University Press, 2006.
12G. W. Johnson, The Feynman Integral and Feynman's Operational Calculus, PressOxford,

2000.
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íè îñòàåòñÿ íàèáîëåå ïîëíûì èçëîæåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
èíòåãðàëîâ Ôåéíìàíà. Àâòîðû ïîëó÷àþò ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé òèïà Øðåäèíãåðà ïî òðàåêòîðèÿì â êîíôèãóðàöèîííîì
è ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâàõ â äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå íà÷àëüíûõ
äàííûõ è ïîòåíöèàëîâ, èñïîëüçóÿ ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèÿ
êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà. Îäíàêî òåîðåìà ×åðíîâà â êíèãå ÿâíî
íå óïîìèíàåòñÿ.

Öåëü ðàáîòû
Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � ïîëó÷èòü ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ ïîëó-
ãðóïï Øðåäèíãåðà etĤ , îïèñûâàþùèõ îäíîìåðíóþ äèíàìèêó ÷àñòè-
öû íà ïîëóïðÿìîé; êâàçè÷àñòèöû ñ ýôôåêòèâíîé ìàññîé, çàâèñÿùåé
îò ïîëîæåíèÿ, íà ïðÿìîé è íà ïîëóïðÿìîé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ìàññû êâàçè÷àñòèöû îò ïîëîæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ
êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå èç íèõ çà-
êëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1) äëÿ ïîëóãðóïï Øðåäèíãåðà, ïîðîæäàåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì
ïîëó÷åíû àïïðîêñèìèðóþùèå èõ ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ îäíîìåð-
íîé äèíàìèêè ÷àñòèöû íà ïîëóïðÿìîé â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå. Ðåøå-
íèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåøåíèå îäíîé èç âîç-
ìîæíûõ ôîðìàëèçàöèé ïðîáëåìû, ïîñòàâëåííîé Ô.Á. Áåðåçèíûì
áîëåå 30 ëåò íàçàä, òî åñòü ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò äëÿ ðàçíûõ ñàìîñî-
ïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ãàìèëüòîíèàíà ïîëó÷àòü âçàèìíîîäíàçíà÷-
íî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôîðìóëû Ôåéíìàíà. À èìåííî, êàæäàÿ èç
òàêèõ ôîðìóë ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íåêîòîðûì ïàðàìåò-
ðîì, çàäàþùèì ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå ãàìèëüòîíèàíà.

2) ïîëó÷åíû ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ ïîëóãðóïï Øðåäèíãåðà,
ïîðîæäàåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì, îïèñûâàþùèì îäíîìåðíóþ äèíàìè-
êó êâàçè÷àñòèöû, ñî ñêà÷êîîáðàçíî ìåíÿþùåéñÿ (ïðèíèìàþùåé äâà
çíà÷åíèÿ) ìàññîé. Â ðàáîòå ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé îäíîãî ñêà÷-
êà ìàññû, îäíàêî â ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî ñêà÷êîâ, òî åñòü ÷èñëî çíà÷å-
íèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ìàññà êâàçè÷àñòèöû, áîëüøå îäíîãî,
òî ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèå ãàìèëüòîíèàíà ïàðàìåòðèçóþòñÿ
áîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ, îäíàêî âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå
â ðàáîòå, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðåçóëüòàòû, ñîõðàíÿþòñÿ è â ýòîé ñè-
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òóàöèè.
3) ïîëó÷åíû ôîðìóëû Ôåéíìàíà, äàþùèå ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Êîøè â ñëó÷àå ýâîëþöèè, îïèñûâàåìîé ãàìèëüòîíèàíîì
äëÿ êâàçè÷àñòèöû ñ ïåðåìåííîé ìàññîé íà ïîëóïðÿìîé.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ òðàäèöèîííûå ìåòîäû áåñêîíå÷íî-

ìåðíîãî àíàëèçà, òåîðèè îïåðàòîðîâ è ðÿä ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóê-
öèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ïðè èçó÷åíèè ïðåä-
ñòàâëåíèé ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíà-
ìèêó ÷àñòèöû ñ ñêà÷êîîáðàçíî ìåíÿþùåéñÿ ìàññîé è ïîòåíöèàëîì,
ñ ïîìîùüþ ïðåäåëîâ êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ. Èññëåäîâàíèÿ â
ýòîé îáëàñòè â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèâëåêàþò âñå áîëüøèé èíòåðåñ
ñïåöèàëèñòîâ, ïîñêîëüêó èçó÷åíèå äèíàìèêè ÷àñòèöû ñî ñêà÷êîîá-
ðàçíî ìåíÿþùåéñÿ (ýôôåêòèâíîé) ìàññîé èìååò ðÿä âîçìîæíûõ ïðè-
ëîæåíèé â òåîðèè òâåðäîãî òåëà, â ÷àñòíîñòè, ïðè êîìïüþòåðíîì
âû÷èñëåíèè ðåøåíèé è ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ïðîöåññîâ, ïðîèñ-
õîäÿùèõ â ïîëóïðîâîäíèêàõ è æèäêèõ êðèñòàëëàõ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíà-

ðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• ñåìèíàðå îòäåëà ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÌÈÀÍ èì. Â.À.Ñòåêëîâà
ÐÀÍ ïîä ðóê. àêàä. Â.Ñ. Âëàäèìèðîâà, ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ È.Â.
Âîëîâè÷à â 2011 ã.

• íàó÷íîì ñåìèíàðå "Ïðîáëåìû íåîáðàòèìîñòè"â ÌÈÀÍ èì. Â.À.
Ñòåêëîâà ÐÀÍ ïîä ðóê. ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Âîëîâè÷à È.Â., àêàä.
Êîçëîâà Â.Â., ä.ô.ì.í. Êîçûðåâà Ñ.Â., ïðîô. Ñìîëÿíîâà Î.Ã. â
2009-2011 ãã.

• ñåìèíàðå "Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç"ïîä ðóê. ïðîô. Ñìîëÿíî-
âà Î.Ã. è ïðîô. Øàâãóëèäçå Å.Ò. â 2010-2011 ãã.

• XXXI Êîíôåðåíöèè Ìîëîäûõ Ó÷åíûõ ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà 2009 ãîä
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• XXXII Êîíôåðåíöèè Ìîëîäûõ Ó÷åíûõ ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, 2010 ãîä

Ðàáîòà àâòîðà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 01-00761-à, 10-01-
00724-à
Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî â 2 ðàáîòàõ àâ-

òîðà, 2 ðàáîòû èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå
àâòîðåôåðàòà [1]-[2].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòó-

ðû. Îáúåì äèññåðòàöèè � 75 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 68
íàèìåíîâàíèé.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè (ãëàâà 1) ïðîâîäèòñÿ îáçîð ðàáîò ïî òåìå äèññåð-
òàöèè, èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ èññëåäîâàíèé, îòíîñÿùàÿñÿ ê ôîðìóëàì
Ôåéíìàíà è îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 2 äîêàçûâàþòñÿ ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ ïîëóãðóïï Øðå-
äèíãåðà, ïîðîæäàåìûõ ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè, ÿâëÿþùè-
ìèñÿ âîçìóùåíèÿìè ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé îïåðàòîðà ñâî-
áîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà íà ïîëóïðÿìîé. Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû
Ôåéíìàíà ñóùåñòâåííî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû ×åðíîâà,
ïîýòîìó ïîñëåäóþùèå ðàçäåëû ïîñâÿùåíû ïðîâåðêè óñëîâèé òåî-
ðåìû ×åðíîâà. Ñòîèò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü
êîíñòðóêöèè ñîñòîèò íå òîëüêî è íå ñòîëüêî â ïðîâåðêå óñëîâèé âû-
øåóêàçàííîé òåîðåìû, ñêîëüêî â ïîëó÷åíèè ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ
îòîáðàæåíèÿ F a êàê êîìïîçèöèè òðåõ îòîáðàæåíèé. Ýòîò ðåçóëü-
òàò òðåáóåò íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ïîñòðîåíèé - ñîîòâåòñòâóþùèõ
îòîáðàæåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîçèöèþ èñõîäíîãî. Áàçîâûé ýëå-
ìåíò èñïîëüçîâàííîé êîíñòðóêöèè (F2(t)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì â ïðàâîé ÷àñòè, îïèñûâàþùåãî îä-
íîìåðíóþ ýâîëþöèþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû; ñëåäóþùèé ýëåìåíò êîìïî-
çèöèè (F3(t)) äîáàâëÿåò â ðåøåíèå óñëîâèå ïîâåäåíèÿ ÷àñòèöû â ïî-
òåíöèàëüíîì ïîëå, èòîãîâûé, è ñàìûé ãëàâíûé â äàííîì ñëó÷àå ýëå-
ìåíò êîíñòðóêöèè (F1(t)) ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ
è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è Êîøè ñòðîèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íûå
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè, ïàðàìåòðè-
çîâàííûìè íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì a, ôèãóðèðóþùåì â ãðàíè÷íîì
óñëîâèè ñ îäíîé ñòîðîíû è ôîðìóëàìè Ôåéíìàíà ñ äðóãîé.

Ïóñòü Ψ, � ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà, ïðèíèìàþùàÿ
çíà÷åíèÿ â L2(0,∞):

Ψ : [0,∞) → L2(0,∞)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à Êîøè:{
(Ψ′(t))(x) = ((Ĥa + V )(Ψ(t)))(x), t > 0

(Ψ(0))(x) = (Ψ0)(x)
(1)

Ĥa- ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà Ĥ, îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì.. Âñþäó äàëåå äëÿ ëþáîãî
îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â X, ñèìâîëîì D(A) áóäåì îáîçíà÷àòü
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åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ñèìâîëîì äèôôåðåíöè-
àëüíîãî îïåðàòîðà Ĥ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà âèäà: H(p, q) =

−p2

2 + V (q).
Åñëè a ∈ (−∞,∞], òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøè-

ðåíèå Ĥa ∈ H (ãäå H - ìíîæåñòâî òàêèõ ðàñøèðåíèé) Ĥa : D(Ha) →
L2(0,∞) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ;

(Ĥaf)(x) =
1

2

d2

dx2f(x),

D(Ĥa) = {f | f ∈ L2(0,∞), f, f ′ ∈ AC(0,∞), f ′′ ∈ L2(0,∞), f(0) =
af ′(0)}, åñëè a 6= ∞; èD(Ĥa) = {f | f ∈ L2(0,∞), f, f ′ ∈ AC(0,∞), f ′′ ∈
L2(0,∞), 0 = f ′(0)}, åñëè a = ∞. Åñëè V - îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ íà (0,∞), òî îïåðàòîð (âîçìóùåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñ-
øèðåíèÿ) f 7→ Ĥaf + V (·)f ñ òîé æå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì; áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ñèìâîëîì Ĥa+V .

ÏóñòüX - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, L(X) - ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðà-
íè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â X íàäåëåííîå ñèëüíîé îïåðàòîð-
íîé òîïîëîãèåé (îáîçíà÷èì åå ñèìâîëîì τ ), ‖·‖ - îïåðàòîðíàÿ íîðìà
â L(X), Id - òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â X.
Îïðåäåëåíèå Ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè F : [0,∞) →

L(X) â íóëå íàçûâàåòñÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûé) ëèíåéíûé
îïåðàòîð F ′(0) : D(F ′(0)) → X, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F ′(0)φ = lim
h→0,h>0

F (h)φ− F (0)φ

h
,

ãäå D(F ′(0))- ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ φ ∈ X, äëÿ êîòîðûõ ïðåäåë
ñóùåñòâóåò.
Òåîðåìà ×åðíîâà.ÏóñòüX áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, F : [0,∞) →

(L(X), τ) - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì F (0) = Id, ‖F (t)‖ ≤
eαtäëÿ íåêîòîðîãî α ∈ R è âñåõ t > 0 è ñóæåíèå F ′(0) íà D, ãäå D
- ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà D(F ′(0)), � çàìûêàåìûé
îïåðàòîð, çàìûêàíèå êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç C. Åñëè C ÿâëÿåòñÿ
ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû etC ;

Òîãäà [F ( t
n)]n ñõîäèòñÿ ê etC ïðè n → ∞ â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé

òîïîëîãèè ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, T ] äëÿ êàæäîãî T > 0.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F a(t) : L2(0,∞) → L2(0,∞), a ∈ (−∞,∞]

èñïîëüçóåìîå â ôîðìóëèðîâêå ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìå:

F a(t) := F3(t)F2(t)F1(t). (2)
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Äëÿ êàæäîãî t > 0 îòîáðàæåíèÿ F1(t) : L2(0,∞) → L2(−∞,∞),
F2(t) : L2(−∞,∞) → L2(0,∞), F3(t) : L2(0,∞) → L2(0,∞) îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(F1(t)f)(x) =
1
2t

∫ 2 4
√

t

0 f(z)dz(1 + ax)

1 + a 4
√
t

ψt(x) + f(x)ϕt(x),

ãäå ϕt = ηt − ψt, ηt : R1 → [0, 1] ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî
ηt(x) = 0 äëÿ x < −3 4

√
t, ηt(x) = 1 äëÿ x > −2 4

√
t, è ψt(x) =

ηt(x)ηt(−x) ∀x ∈ R (äëÿ a = ∞ ñ÷èòàåì, ÷òî 1+ax
1+at = x

t );

(F2(t)f)(x) =
1√
2πt

∫ ∞

−∞
e−

(x−z)2

2t f(z)dz,

(F3(t)f)(x) = etV (x)f(x).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìû:
Òåîðåìà Êàêîâû áû íå áûëè f ∈ L2(0,∞), t > 0 ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (ôîðìóëà Ôåéíìàíà):

et(Ĥa+V )f = lim
n→∞

(F a(
t

n
))nf (3)

ïðåäåë â L2(0,∞).
Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ëåæèò ïðîâåðêà óñëîâèé òåî-

ðåìû ×åðíîâà, èç êîòîðîé âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ôîðìóë Ôåéíìàíà. Ïðîâåðêà íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ F a :
[0,∞) 7→ (L(X), τ) â ñèëüíîé òîïîëîãèè îñíîâàíà íà êëàññè÷åñêèõ
ìåòîäàõ òåîðèè îïåðàòîðîâ â Ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ òîïîëîãèÿ Àäàìàðà,- òîïî-
ëîãèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà âñåõ ìíîæåñòâàõ, ÿâëÿþùèõñÿ
ìíîæåñòâàìè ýëåìåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ â X ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Òî-
ïîëîãèÿ Àäàìàðà â îáùåì ñëó÷àå ñòðîãî ñèëüíåå òîïîëîãèè ïîòî-
÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äî-
êàçàòü íåïðåðûâíîñòü âûøåîïèñàííîãî îòîáðàæåíèÿ â ñèëüíîé îïå-
ðàòîðíîé òîïîëîãèè (òî åñòü, â òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè)
êàê êîìïîçèöèè òðåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, ÷àñòü èç êîòîðûõ
íåïðåðûâíà â áîëåå ñèëüíîì ñìûñëå.

Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû 2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â òîïîëîãèè Àäàìàðà è
ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ñîâïàäàþò.
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Äàëåå â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû 2 äîêàçûâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå, ãîâî-
ðÿùåå î òîì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè îäíîãî îòîáðàæåíèÿ â ñèëüíîé îïå-
ðàòîðíîé òîïîëîãèè, à äðóãîãî â òîïîëîãèè ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè
èõ êîìïîçèöèè. Ïîñëå ÷åãî äîêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü â òîïîëî-
ãèè Àäàìàðà ïîñëåäíèõ äâóõ îòîáðàæåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîçè-
öèþ, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò ñõîäèìîñòü â òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé
ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ÷àñòè ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ äîêàçà-
òåëüñòâî òîãî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ R è âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ‖F a(t)‖ ≤ eαt, ñ ñòàíäàðòíîé îïåðàòîðíîé íîðìîé. Äî-
êàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó îãðàíè÷åííîñòè ïî íîðìå
êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé, îáðàçóþùèõ îòîáðàæåíèå F a(t) íåêîòî-
ðûìè âûðàæåíèÿìè, êîòîðûå ïðè âçÿòèè èõ ïðîèçâåäåíèÿ íå áóäóò
ïðåâîñõîäèòü ýêñïîíåíòû ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì çàêëþ÷èòåëüíîé òðåòüåé ÷àñòè ãëàâû 2
ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ñóæåíèå ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé
(F a)′(0) íà íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî åå îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàìûêàåìûì îïåðàòîðîì, çàìûêàíèå êîòîðîãî C
ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû etC .

Âíà÷àëå îïðåäåëÿåòñÿ ñàìî âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðîé áóäåò çàäàâàòüñÿ çàìûêàåìûé îïåðàòîð,
ïîðîæäàåìûé îïåðàòîðîì (F a)′(0):
D((F a)′(0)) ⊃ D := {f ∈ L2(0,∞), f, f ′ ∈ AC(0,∞), f ′′ ∈ L2(0,∞),
af(0) = f ′(0) , f ′′(x) = 0∀x ∈ Uf(0)},(ãäå Uf(0) - îêðåñòíîñòü

íóëÿ).
Îïåðàòîð (F a)′(0) íà ýòîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Ëåéá-

íèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè:

(F a)′(0)f = lim
t→0

1

t
(F a(t)− F a(0))f =

= F ′
3(0)F2(0)F1(0)f + F3(0)[F2(t)F1(t)]

′|t=0f

Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ êàæäîãî îïåðàòîðà, ñîñòàâëÿþ-
ùåãî êîìïîçèöèþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îïåðàòîðà F a(t)
â íóëå çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì, ïðåäñòàâëÿþùåì âîçìóùåíèå îäíîìåð-
íîãî ãàìèëüòîíèàíà, çàäàííîãî íà ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïîëó÷åííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ çà-
ìûêàåìûì, è çàìûêàíèå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíîíåïðåðûâíîé

10



ïîëóãðóïïû èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû òåîðèè ñàìîñîïðÿ-
æåííûõ îïåðàòîðîâ è òåîðèè ïîëóãðóïï, à òàêæå òåîðåìà Óðèíîâ-
ñêîãî î çàìûêàåìîñòè îïåðàòîðà (2008).

Â Ãëàâå 3 äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà Ôåéíìàíà äëÿ ïîëóãðóïï Øðå-
äèíãåðà, ïîðîæäàåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì, îïèñûâàþùèì îäíîìåðíóþ
äèíàìèêó êâàçè÷àñòèöû ñî ñêà÷êîîáðàçíî ìåíÿþùåéñÿ ìàññîé. Âû-
âîä ôîðìóë Ôåéíìàíà, êàê è â ñëó÷àå, îïèñàííîì â ãëàâå 2, ñóùå-
ñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàò, ñëåäóþùèé èç òåîðåìû ×åðíîâà. Òî
åñòü ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû ñâîäÿòñÿ ê ïðîâåðêå óñëîâèé
òåîðåìû ×åðíîâà. Êàê è â ãëàâå 2 ñòîèò, îäíàêî, îòìåòèòü ñëîæ-
íîñòü ïðîâîäèìûõ ðàññóæäåíèé, ïðåäøåñòâóþùèõ ïðîâåðêå óñëî-
âèé òåîðåìû ×åðíîâà. Ïåðâàÿ ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà äëÿ äèíàìèêè êâà-
çè÷àñòèöû ñ ýôôåêòèâíîé ïåðåìåííî ìåíÿþùåéñÿ ìàññîé. Âòîðàÿ
ñëîæíîñòü, ïðåäøåñòâóþùàÿ ïðîâåðêå óñëîâèé òåîðåìû ×åðíîâà çà-
êëþ÷àåòñÿ êàê è â ñëó÷àå ïðåäûäóùåé ãëàâû â ïîñòðîåíèè ñàìîãî
îòîáðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ òåîðåìû ×åðíî-
âà. Íà ýòîò ðàç ïîñòðîåíèå óñëîæíÿåòñÿ íàëè÷èåì ñêà÷êà. Èñêîìîå
îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ òðåõ, ïîñòðîåíèå îä-
íîãî èç êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ íà ÿâíîì âèäå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ÷àñòèöû ñ ãàìèëüòîíèàíîì â ñâîáîäíîì ïîëå, âòîðîå ó÷èòû-
âàåò íàëè÷èå ïîòåíöèàëà, à çàêëþ÷èòåëüíîå - ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
óñëîâèå ñøèâêè â çàäàííîé òî÷êå ñêà÷êà - äàåò âîçìîæíîñòü ïî-
ëó÷àòü âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñàìîñîïðÿæåííûìè
îïåðàòîðàìè, îïðåäåëÿåìûìè ìàòðèöåé òðàíñôîðìàöèè T ñ îäíîé
ñòîðîíû è ôîðìóëàìè Ôåéíìàíà ñ äðóãîé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îñòàåòñÿ òàêîé æå êàê è â ãëàâå 2, ìåíÿåò-
ñÿ òîëüêî ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñ-
øèðåíèé îïåðàòîðà îäíîìåðíîãî ãàìèëüòîíèàíà ∆g,0 â L2(−∞,∞),
êîòîðûé òåïåðü çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïóñòü G ⊂ Rn - íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî , K íåêîòîðîå åãî
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî g -÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íà G\K, òîãäà ñèìâî-
ëîì ∆g,K áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â L2(G) òàêîé,
÷òî:

(i) dom(∆g,K) = D(G\K) (ãäå D(G\K) -âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé
íà G\K ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ëåæàùåì â G\K);

(ii) åñëè f ∈ dom(∆g,K), òîãäà ∆g,Kf(x) = trg(x)f ′′(x), ãäå f ′′(x)
ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f â òî÷êå x ∈ G.
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Â íàøåì ñëó÷àå K = {0}, trg(x) = g(x), à g(x) îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
g(x) = c1 > 0 if x < 0, and g(x) = c2 > 0 if x > 0, ãäå c1, c2 �

íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Äàëåå â äèññåðòàöèè ïðîâîäèòñÿ îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ ñàìîñî-

ïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé HT ãàìèëüòîíèàíà 1
2∆g,0 â ïðîñòðàíñòâå

L2(−∞,∞) ), çàäàâàåìûõ íåêîòîðûì îáðàòèìûì îïåðàòîðîì T =
(tij) â C2, õàðàêòåðèçóþùåìóñÿ ñâîåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ DT :=
{h|h, h′ ∈ AC(R\{0}), h, h′′ ∈ L2(−∞,∞), h+ = (h+(0), h′+(0)),h− =
(h−(0), h′−(0))} (∈ C2; h+(0), h′+(0) - ïðåäåëû â íóëå ñïðàâà ôóíê-
öèè h è åå ïðîèçâîäíîé h′ ñîîòâåòñòâåííî; h−, h′− - ïðåäåëû â íóëå
ñëåâà òåõ æå ôóíêöèé), òîãäà h+ = Th−. Äàëåå, åñëè f ∈ dom(ĤT ) =
DT , òîãäà ĤTf(x) = 1

2g(x)f
′′(x). Åñëè V îãðàíè÷åííàÿ äåéñòâèòåëü-

íî çíà÷íàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà R òîãäà îïåðàòîð f 7→ ĤTf +
V (·)f ( îãðàíè÷åííîå âîçìóùåíèå ñàìîñîïðÿæåíîãî ðàñøèðåíèÿ) ñ
òîé æå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì.
Îáîçíà÷èì åãî ĤT + V .

Çàäà÷à Êîøè ôîðìóëèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å â ïðåäûäóùåé
ãëàâå.

Òåïåðü çàäàäèì îòîáðàæåíèå, F T (t) : X → X (çäåñü è äàëåå
X = L2(−∞,∞)), îáåñïå÷èâàþùåå ïðèìåíèìîñòü òåîðåìû ×åðíîâà:

F T (t) = F6(t)F5(t)F4(t). (4)

Äëÿ ëþáûõ t > 0. Îòîáðàæåíèÿ F4(t) : X → X⊕X, F5(t) : X⊕X →
X, F6(t) : X → X îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèé îáðàçîì:

F4(t)(f) = (h, k) ∈ X ⊕X,

ãäå

h(x) =

{
(a+x+ z+)ψt(x) + f(x)ϕt(x), if x > 0;

0, if x < 0;

k(x) =

{
0, if x > 0;

(a−x+ z−)ψt(x) + ϕt(−x)f(x), if x < 0;

ϕt = ηt − ψt, ηt : R1 → [0, 1] áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ
÷òî ηt(x) = 0 for x < −3 4

√
t, ηt(x) = 1 for x > −2 4

√
t, and ψt(x) =

ηt(x)ηt(−x) ∀x ∈ R;
è ÷èñëà a+,a−,z+,z− îïðåäåëåíû èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíå-

íèé:
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

a+t+ z+ =
1

2 4
√
t

∫ 2 4
√

t

0
f(z)dz,

−a−t+ z+ =
1

2 4
√
t

∫ 0

−2 4
√

t

f(z)dz,

z+ = t11z− + t12a−,

a+ = t21z− + t22a−.

Äàëåå,

(F5(t)(h, k))(x) =

{
1√

2πtc1

∫∞
−∞ exp(−

(x−z)2

2tc1
)h(z)dz, if x > 0;

1√
2πtc2

∫∞
−∞ exp(−

(x−z)2

2tc2
)k(z)dz, if x < 0;

(F3(t)f)(x) = etV (x)f(x), ãäå V (x) - îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíê-
öèÿ íà (−∞,∞) óïîìèíàåìàÿ âûøå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà Äëÿ âñåõ f ∈ X, t > 0 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåí-

ñòâî (ôîðìóëà Ôåéíìàíà):

et(ĤT +V )f = lim
n→∞

(F T (
t

n
))nf

ãäå ïðåäåëû îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå X.
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íà îñíî-

âå ïðîâåðêè óñëîâèé òåîðåìû ×åðíîâà.
Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû 3 ïðîâåðÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ñîîòâåòñòâó-

þùåãî îòîáðàæåíèÿ F T (t), äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåòñÿ íà ðåçóëüòà-
òàõ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Ýòîò ñëó÷àé óñëîæíÿåòñÿ îò-
íîñèòåëüíî ïðåäûäóùåãî íàëè÷èåì ñêà÷êîîáðàçíîé ìàññû. Â ñâÿçè
ñ ýòèì äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà îòäåëüíûõ
ñëó÷àÿ x > 0 è x < 0, ãäå 0 - òî÷êà, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñêà-
÷îê ìàññû. Â ðîëè ïîäïðîñòðàíñòâà îáðàçà ôóíêöèè F 1(t) âîçíèêàåò
ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ïðîñòðàíñòâà X: X ⊕X. Ýëåìåíò
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàåòñÿ ïàðîé (h, k) (ôàêòè÷åñêè ïðÿìàÿ ñóì-
ìà â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîñèëüíà äåêàðòîâîìó ïðîèçâåäåíèþ), êàæäûé
ýëåìåíò ïàðû ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà X. Ñõîäèìîñòü â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîé ñõîäèìîñòüþ (h, k)n ê
íåêîòîðîìó ýëåìåíòó (h, k) ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ðàññìîòðåíèè
îäíîñòîðîííåãî èíòåðâàëà, îãðàíè÷åííîãî òî÷êîé, â êîòîðîé ïðîèñ-
õîäèò ñêà÷îê, îäèí èç ýëåìåíòîâ ïàðû âûðîæäàåòñÿ â íîëü, ÷òî ïîç-
âîëÿåò ïðèìåíèòü ìåòîäîëîãèþ, îïèñàííóþ â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïó-
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òåì ðàçáèåíèÿ àíàëîãè÷íûõ ïðîâîäèìûì ðàññóæäåíèé íà íåñêîëüêî
ïîäñëó÷àåâ.

Âòîðàÿ ÷àñòü ãëàâû 3 ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ,
÷òî ‖F T (t)‖ ≤ eαt äëÿ íåêîòîðûõ α ∈ R è âñåõ t > 0 (íîðìà
îïðåäåëåíà â ñìûñëå ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè). Çäåñü íóæ-
íî ó÷åñòü ÷òî íîðìà â X ⊕ X îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
‖F 1(t)(f)‖X⊕X = ‖(h, k)‖X⊕X = max{‖h‖X , ‖k‖X}.

Ïîýòîìó èç äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè ïî ñîîòâåòñòâóþùåé
íîðìû êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà X ⊕X, áóäåò ñëåäîâàòü
îãðàíè÷åííîñòü â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàçàâ îãðàíè÷åííîñòü
ïî íîðìå êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé, îïðåäåëÿþùèõ èñõîäíîå îòîá-
ðàæåíèå F T (t), íåêîòîðîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé t, ðîñò êîòîðîé íå
ïðåâîñõîäèò ýêïîíåíöèàëüíîãî ñ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì - ïîëó÷èì
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Òðåòüÿ ÷àñòü ãëàâû 3 ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî îãðàíè-
÷åíèå ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé F T ′(0) íà íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòîé ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ çàìû-
êàåìûì îïåðàòîðîì, çàìûêàíèå êîòîðîãî C ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì
ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû etC . Äëÿ ýòîãî èçíà÷àëüíî ñòðîèò-
ñÿ îáëàñòü, íà êîòîðîé ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà çàäàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ
F T ′(0):

(F T )′(0)f = lim
t→0

1

t
(F T (t)− F T (0))f =

= lim
t→0

1

t
F3(t)F2(t)F1(t)− F3(0)F2(0)F1(0)f =

= lim
t→0

(F3(t)− F3(0))[F2(t)F1(t)]

t
f+lim

t→0

F3(0)[F2(t)F1(t)− F2(0)F1(0)]

t
f =

= F ′
3(0)F2(0)F1(0)f + F3(0)[F2(t)F1(t)]

′|t=0f

Îêàçûâàåòñÿ, ïîëó÷èâ ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â
ñèëüíîì ñìûñëå êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ ìû ïîëó÷èì, ÷òî F T ′(0)f =
(ĤT+V )f , òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ îïåðàòîðà F T (0) åñòü âîçìóùåíèå ãà-
ìèëüòîíèàíà, çàäàííîãî íà ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ òîãî ôàêòà, ÷òî äàííûé îïåðàòîð, çàäàííûé íà
ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ çàìûêàåìûì îïå-
ðàòîðîì, çàìûêàíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðå-
ðûâíîé ïîëóãðóïïû èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, àíàëîãè÷íûå ìåòîäàì â
ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Â ãëàâå 4 âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ äèôôóçèè êâàçè-
÷àñòèöû íà ïîëóïðÿìîé ñ ïåðåìåííîé ìàññîé. Ðåçóëüòàò â îñíîâå
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ñâîåé îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû äâóõ ïðåäûäóùèõ ãëàâ è ÿâëÿåòñÿ
ñâîåãî ðîäà ñìåñüþ ðåçóëüòàòîâ â òîì ñìûñëå, ÷òî ôóíêöèÿ, ôèãó-
ðèðóþùàÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ×åðíîâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîìïîçèöèþ ôóíêöèé, ÷àñòü èç êîòîðûõ îïðåäåëÿëàñü â ãëàâå 2, à
äðóãàÿ ÷àñòü â ãëàâå 3.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü è áëàãîäàðíîñòü ñâî-
åìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ � äîêòîðó ôèçèêî - ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
óê, ïðîôåññîðó Îëåãó Ãåîðãèåâè÷ó Ñìîëÿíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è,
ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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