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Àêòóàëüíîñòü

Àêòèâíîå èçó÷åíèå ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ íà÷àëîñü ïîñëå òîãî, êàê Ï. Ýð-

äåø óñòàíîâèë, ÷òî âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä ïîìîãàåò ðåøàòü ìíîãèå çàäà÷è

ýêñòðåìàëüíîé òåîðèè ãðàôîâ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû 1, 2, 3). Ï. Ýðäåø

è À. Ðåíüè â 1960 ãîäó4 ðàññìîòðåëè ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ãðàôà G(N, p),

â êîòîðîé ðåáðà â ïîëíîì ãðàôå íà N âåðøèíàõ ïðîâîäÿòñÿ íåçàâèñèìî

äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ p = p(N). Îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî-

ñâÿùåíî èíòåðåñíûì çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ èññëåäîâàíèÿìè ñëó÷àéíîãî

ãðàôà G(N, p). Ñðåäè íèõ îòìåòèì ðàáîòû Á. Áîëëîáàøà, Ç. Ïàëêà, À.Ä.

Áàðáóðà, Å.Í. Ãèëüáåðòà, È.Í. Êîâàëåíêî, Ã.È. Èâ÷åíêî, È.Â. Ìåäâåäå-

âà, Äæ. Ñïåíñåðà, Ñ. Øåëëà, Å. Ñåìåðåäè è äð.

Â äèññåðòàöèè îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì âåðîÿòíî-

ñòÿì âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ. Ýòè ñâîé-

ñòâà çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îíè ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ

ñèìâîëîâ îòíîøåíèÿ ∼,=, ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, ïåðåìåííûõ (â êà÷åñòâå

êîòîðûõ âûñòóïàþò âåðøèíû ãðàôà) è êâàíòîðîâ. Ñèìâîë îòíîøåíèÿ

∼ âûðàæàåò ñâîéñòâî äâóõ âåðøèí áûòü ñìåæíûìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó-

÷àéíûé ãðàô G(N, p), ãäå p = p(N), ïîä÷èíÿåòñÿ (àñèìïòîòè÷åñêîìó)

çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, åñëè âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñâîéñòâà ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà ñòðåìèòñÿ ëèáî ê 0, ëèáî ê 1 ïðè N →∞.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîé îáëàñòè áûë ïîëó÷åí â 1969 ãîäó Þ.Â. Ãëåá-

ñêèì, Ä.È. Êîãàíîì, Ì.È. Ëèîãîíüêèì è Â.À. Òàëàíîâûì5 (íåçàâèñèìî

â 1976 ãîäó Ð. Ôàãèíûì6). Îíè óñòàíîâèëè, ÷òî çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû

âåðåí, åñëè min{p, 1 − p}Nα → ∞ ïðè N → ∞ äëÿ âñåõ α > 0. Â 1988

ãîäó Äæ. Ñïåíñåðó è Ñ. Øåëëà óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò çàêîí7 íà

ôóíêöèè p = N−α, α ∈ (R \ Q) ∩ (0, 1). Íàìè ïîëó÷åíî ñóùåñòâåííîå

óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòà Äæ. Ñïåíñåðà è Ñ. Øåëëà äëÿ ñâîéñòâ ïåðâîãî ïî-

1Àëîí Í., Ñïåíñåð Äæ., Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä, Ìîñêâà, ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2007.
2Êóçþðèí Í.Í., Âåðîÿòíîñòíûå ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû â äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, Äèñ-

êðåòí. àíàëèç è èññëåä. îïåð., ñåð. 2, 2002, 9(2): 97�114.
3Bollob�as B., Random Graphs, 2nd Edition, Cambridge University Press, 2001.
4Erd�os P., R�enyi A., On the evolution of random graphs, Magyar Tud. Akad. Mat. Kutat�o Int. K�ozl.,

1960, 5: 17�61.
5Ãëåáñêèé Þ.Â., Êîãàí Ä.È., Ëèîãîíüêèé Ì.È., Òàëàíîâ Â.À., Îáúåì è äîëÿ âûïîëíèìîñòè

ôîðìóë óçêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, Êèáåðíåòèêà, 1969, 2: 17�26.
6Fagin R., Probabilities in �nite models, J. Symbolic Logic, 1976, 41: 50�58.
7Shelah S., Spencer J.H., Zero-one laws for sparse random graphs, J. Amer. Math. Soc., 1988, 1:

97�115.
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ðÿäêà, çàäàííûõ ôîðìóëàìè, êâàíòîðíàÿ ãëóáèíà êîòîðûõ îãðàíè÷åíà

÷èñëîì j (îïðåäåëåíèå êâàíòîðíîé ãëóáèíû ïðèâåäåíî äàëåå). Òåõíèêà,

êîòîðóþ èñïîëüçîâàëè óïîìÿíóòûå àâòîðû, íå ðàáîòàåò â ðàññìîòðåííîì

íàìè ñëó÷àå. ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü, ìû äîêàçàëè òåîðåìó î

êîëè÷åñòâå ïîäãðàôîâ â ñëó÷àéíîì ãðàôå, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûìè

ñâîéñòâàìè. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå èçó÷åíû çàêîíû íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó-

÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ G(Gdist
N , p(N)) (ñòðîãîå îïðåäåëåíèå

ìû ïðèâîäèì â ðàçäåëå ¾Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè¿). Âåðøè-

íàìè äèñòàíöèîííîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ òî÷êè â Rn, à ðåáðà îòâå÷àþò

òåì ïàðàì âåðøèí, êîòîðûå îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà íåêîòîðîå íà-

ïåðåä çàäàííîå ðàññòîÿíèå. Íàìè ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ,

îõâàòûâàþùèõ çíà÷èòåëüíûé êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ

äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ

çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè. Òàê, ðàññìîòðåíèå äèñòàíöèîííûõ

ãðàôîâ ìîòèâèðîâàíî êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâà8. Âïåðâûå ïîëíûé äèñòàíöèîííûé

ãðàô, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî íàïîìèíàåòñÿ íèæå è ñâîéñòâà êîòîðîãî

èçó÷àþòñÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, â ãåîìåòðè÷åñêîì êîíòåêñòå

ðàññìîòðåëè â 1981 ãîäó Ï. Ôðàíêë è Ð.Ì. Óèëñîí9. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî

ãðàôà îíè ïîêàçàëè, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâà Rn ðàñòåò

ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì n. Â 1991 ãîäó Äæ. Êàí è Ã. Êàëàè10 ïðèìå-

íèëè ðåçóëüòàòû Ôðàíêëà è Óèëñîíà äëÿ îïðîâåðæåíèÿ êëàññè÷åñêîé

ãèïîòåçû Áîðñóêà î òîì, ÷òî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå íåîäíîòî÷å÷íîå

ìíîæåñòâî â Rn ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà n+ 1 ÷àñòü ìåíüøåãî äèàìåòðà.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå âíóòðåííåé ñòðóêòóðû äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

è åãî ïîäãðàôîâ èãðàåò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü. Íàøè ðåçóëüòàòû

ïîêàçûâàþò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G âûïîëíåíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ: ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 ïðè N →∞,

8Ðàéãîðîäñêèé À.Ì., Ïðîáëåìà Áîðñóêà è õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, Óñïå-

õè Ìàòåì. Íàóê, 2001, 56(1): 107�146.
9Frankl P., Wilson R., Intersection theorems with geometric consequences, Combinatorica, 1981, 1:

357�368.
10Kahn J., Kalai G., A counterexample to Borsuk's conjecture, Bulletin (new series) of the AMS, 1993,

29(1): 60�62.
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â ñëó÷àéíîì äèñòàíöèîííîì ãðàôå G(Gdist
N , p(N)) ñîäåðæèòñÿ ïîäãðàô,

èçîìîðôíûé G, ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 ïðè N → ∞,

â ñëó÷àéíîì äèñòàíöèîííîì ãðàôå G(Gdist
N , p(N)) íå íàéäåòñÿ òàêîãî

ïîäãðàôà.

Ïîìèìî çàêîíîâ íóëÿ èëè åäèíèöû â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åí

çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (ÇÁ×) äëÿ ìîäåëè ýïèäåìèè íà ïîëíîì ãðàôå.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå öåëûé ðÿä ðàáîò áûë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ

ìîäåëåé ýïèäåìèè íà ãðàôàõ è èçó÷åíèþ âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ ýòèõ

ìîäåëåé. Ìîäåëÿìè ýïèäåìèè çàíèìàëèñü Ð. Äþððåò, Ñ. Ïîïîâ, À. Òåëêñ,

Í. Âîðìàëä, Å. Ëèáåíñòýèí, Î. Àëâåø, Ô. Ìàøàäî, È. Êóðêîâà è äðóãèå.

Àêòèâíîñòü â ýòîé îáëàñòè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ìîäåëè ýïèäåìèè èãðàþò

âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè ýâîëþöèè âåá-ãðàôà. Èññëåäîâàíèå ìîäåëåé

ýïèäåìèè íà÷àëîñü ñ ðàññìîòðåíèÿ ãðàôà, âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

òî÷êàìè â Zd. Òàêàÿ ìîäåëü ÿâëÿëàñü ìîäèôèêàöèåé ìîäåëè, ïðåäëî-

æåííîé Ê. Ðàâèøàíêàðîì. Èäåÿ ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî êàæäàÿ àêòèâíàÿ

÷àñòèöà îáëàäàåò íåêîòîðîé èíôîðìàöèåé. Îíà îáìåíèâàåòñÿ ýòîé

èíôîðìàöèåé ñ íåàêòèâíîé ÷àñòèöåé, åñëè îêàçûâàåòñÿ ñ íåé â îäíîé

òî÷êå. Âñå ÷àñòèöû, îáëàäàþùèå èíôîðìàöèåé, ó÷àñòâóþò â ïðîöåññå

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòîé èíôîðìàöèè. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ýòîé ìî-

äåëè ïîëåçíû äëÿ èññëåäîâàíèé õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ãîðåíèÿ11. Ìîäåëü

ýïèäåìèè íà ïîëíîì ãðàôå áûëà ðàññìîòðåíà â 2010 ãîäó Ô. Ìàøàäî,

Õ. Ìàøóðèàíîì è Õ. Ìàòçèíãåðîì12. Äëÿ êîëè÷åñòâà àêòèâèðîâàííûõ

÷àñòèö â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Ìû

ïîñòðîèëè áîëåå ñëîæíóþ ìîäåëü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî êàæäûé ðàç îáìåí

èíôîðìàöèåé ñîâåðøàþò íåñêîëüêî ÷àñòèö, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî òàêèõ

÷àñòèö ñëó÷àéíî, è óñòàíîâèëè äëÿ êîëè÷åñòâà àêòèâèðîâàííûõ ÷àñòèö

ÇÁ×.

11Ram�irez A.F., Sidoravicius V., Asymptotic behavior of a growth process of boundary branching

random walks, C. R. Math. Acad. Sci. Paris, 2002, 335(10): 821�826.
12Machado F., Mashurian H., Matzinger H., CLT for the proportion of infected individuals for an

epidemic model on a complete graph, 2010, arXiV:1011.3601v1.
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Öåëü ðàáîòû

Öåëü äàííîé äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ðåøåíèè ñëåäóþùèõ çàäà÷: äî-

êàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñâîéñòâ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííîé êâàíòîðíîé ãëóáèíîé ñëó÷àéíîãî ãðàôà

G(N,N−α), ãäå α � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1]; èññëåäî-

âàòü ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè ñâîéñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ñëó÷àéíûõ

äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ, åñëè min{p, 1 − p}Nα → ∞ ïðè N → ∞ äëÿ

âñåõ α > 0; óñòàíîâèòü îïòèìàëüíûé âàðèàíò ÇÁ× äëÿ ìîäåëè ýïèäå-

ìèè, îáîáùàþùåé ìîäåëü Ìàøàäî, Ìàøóðèàíà è Ìàòçèíãåðà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå

èç íèõ:

1. Äîêàçàí çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñâîéñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ

îãðàíè÷åííîé ÷èñëîì j êâàíòîðíîé ãëóáèíîé äëÿ ñëó÷àéíîãî ãðàôà

Ýðäåøà è Ðåíüè G(N,N−α) ïðè α ∈ (0, 1/(j − 2)).

2. Îïðîâåðãíóò çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñâîéñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ

îãðàíè÷åííîé ÷èñëîì j êâàíòîðíîé ãëóáèíîé äëÿ ñëó÷àéíîãî ãðàôà

Ýðäåøà è Ðåíüè G(N,N−1/(j−2)).

3. Îïðîâåðãíóò çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî äèñòàíöèîí-

íîãî ãðàôà, åñëè min{p, 1−p}Nα →∞ ïðè N →∞ äëÿ âñåõ α > 0.

4. Íàéäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ,

ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

5. Óñòàíîâëåí ÇÁ× äëÿ êîëè÷åñòâà àêòèâèðîâàííûõ ÷àñòèö â ìîäåëè

ýïèäåìèè íà ïîëíîì ãðàôå.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáîñíîâàíû â âèäå ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

äîêàçàòåëüñòâ è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Òî÷íûå ôîðìóëè-

ðîâêè óñòàíîâëåííûõ àâòîðîì óòâåðæäåíèé ïðèâåäåíû íèæå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ íàìè èñïîëüçîâàëàñü ðàçíîîáðàçíàÿ

òåõíèêà. Òàê, óñòàíîâëåíèå çàêîíîâ íóëÿ èëè åäèíèöû ïîòðåáîâàëî íå
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òîëüêî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ýðåíôîéõòà13, èñïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâà ïîë-

íîãî ðàñøèðåíèÿ, ìåòîäà ìîìåíòîâ, íî è ðàçðàáîòêè íîâîãî ìåòîäà ïîä-

ñ÷åòà ìàëûõ ïîäãðàôîâ îïðåäåëåííîãî âèäà â íåêîòîðîì ãðàôå ïðè çà-

äàííîì êîëè÷åñòâå âõîæäåíèé äðóãèõ ïîäãðàôîâ. Â äèññåðòàöèîííîé ðà-

áîòå ââåäåíî ïîíÿòèå íåéòðàëüíîé ïàðû ãðàôîâ, ïîçâîëèâøåå ïðåäñòà-

âèòü ëþáóþ ïàðó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ãðàôîâ â âèäå ¾êîìïîçèöèè¿

íåéòðàëüíûõ ïàð, à òàêæå ¾íàäåæíûõ¿ è ¾æåñòêèõ¿ ïàð, ïðåäëîæåí-

íûõ Äæ. Ñïåíñåðîì è Ñ. Øåëëà14. Äàííîå ïîíÿòèå ñûãðàëî ïðèíöèïè-

àëüíóþ ðîëü â îáîáùåíèè èçâåñòíûõ òåîðåì î êîëè÷åñòâå ìàëûõ ïîäãðà-

ôîâ â ñëó÷àéíîì ãðàôå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå çàêîíîâ íóëÿ èëè åäèíèöû

äëÿ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ìû ðåøèëè çàäà÷ó î ñîïîñòàâ-

ëåíèè íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé äâóõ ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé c êîýôôèöèåíòàìè èç {0, 1}. Ïîëó÷åíèå ïðåäåëüíûõ òåîðåì

â òðåòüåé ãëàâå äàííîé ðàáîòû ïîòðåáîâàëî ïðèâëå÷åíèå ðàçëè÷íûõ âå-

ðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ: ìû èñïîëüçîâàëè öåíòðàëüíóþ ïðå-

äåëüíóþ òåîðåìó, íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà, êàñàþùèåñÿ îòêëîíåíèé ñóìì

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îò èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, òåî-

ðèþ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

äàþò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòûâàòü è îöåíèâàòü ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ â ãðàôå îïðåäåëåííûõ ñòðóêòóð. Êðîìå òîãî, èçó÷åíèå

ìîäåëåé ýïèäåìèè, êîòîðûì ïîñâÿùåíà òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè, èãðàåò

êëþ÷åâóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ Èíòåðíåòà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà:

� Áîëüøîì êàôåäðàëüíîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

ïîä ðóê. àêàäåìèêà ÐÀÍ À.Í. Øèðÿåâà (2011ã.),

� Êîëìîãîðîâñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåî-

13Ehrenfeucht A., An application of games to the completness problem for formalized theories,

Warszawa, Fund. Math, 1960, 49: 121�149.
14Shelah S., Spencer J.H., Zero-one laws for sparse random graphs, J. Amer. Math. Soc., 1988, 1:

97�115.
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ðèè àëãîðèòìîâ (2010ã.),

� ñåìèíàðå ¾Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé¿

ïîä ðóê. ïðîôåññîðà À.Â. Áóëèíñêîãî è äîöåíòà À.Ï. Øàøêèíà

(2011ã.),

� ñåìèíàðå ïîä ðóê. ïðîôåññîðà Í.Ã. Ìîùåâèòèíà (2011ã.),

� ñåìèíàðàõ ïîä ðóê. ïðîôåññîðà À.Ì. Ðàéãîðîäñêîãî (2009�2011 ãã.),

à òàêæå

� Ïåòåðáóðãñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è äèíàìè÷åñêèì

ñèñòåìàì (2010ã.),

� ñåìèíàðå ä.ô.-ì.í. Ë.À. Áàññàëûãî â ÈÏÏÈ èì. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ

(2011ã.),

� ñåìèíàðàõ ïîä ðóê. ïðîôåññîðà À.Ì. Ðàéãîðîäñêîãî â ÌÔÒÈ (2010�

2011 ãã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîä-

íûõ êîíôåðåíöèÿõ: ¾Åâðîêîìá 2009¿ (Áîðäî, Ôðàíöèÿ, 2009), ¾8th

French Combinatorial Conference¿ (Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ, 2010), ¾Ëîìîíîñîâ-

2010¿ (Ìîñêâà, 2010), ¾X ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ïî äèñêðåòíîé ìàòå-

ìàòèêå¿ (Ìîñêâà, 2010), ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ¾Ñòîõàñòèêà è åå

âèäåíèå¿ (Ìîñêâà, 2010), ¾Ëîìîíîñîâ-2011¿ (Ìîñêâà, 2011), ¾RSA'15¿

(Àòëàíòà, ÑØÀ, 2011), ¾IFS Conference¿ (Áóäàïåøò, Âåíãðèÿ, 2011).

Ðàáîòà àâòîðà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-00294 è ãðàíòîì Ïðå-

çèäåíòà ÌÄ-8390.2010.1.

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 12 ðàáîòàõ àâòîðà (8 èç íèõ

âõîäÿò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ), ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Âñå ðàáîòû íàïèñàíû áåç ñîàâòîðîâ.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, íà-

ñ÷èòûâàþùåãî 56 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò

98 ñòðàíèö.
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ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ èññëåäîâàíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ñëó-

÷àéíûì ãðàôàì Ýðäåøà è Ðåíüè, ñëó÷àéíûì äèñòàíöèîííûì ãðàôàì è

ìîäåëÿì ýïèäåìèé íà ãðàôàõ, à òàêæå îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòà-

öèè.

Äëÿ òî÷íûõ ôîðìóëèðîâîê ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 1 ââåäåì ðÿä îáîçíà÷å-

íèé. Ïóñòü N ∈ N. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ΩN âñåõ íåîðèåíòèðîâàííûõ

ãðàôîâ G = (VN , E) áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí

VN = {1, ..., N}. Íàçîâåì ñëó÷àéíûì ãðàôîì â ìîäåëè Ýðäåøà�Ðåíüè15

ñëó÷àéíûé ýëåìåíò G(N, p) ñî çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå ΩN è ðàñïðåäå-

ëåíèåì PN,p íà FN = 2ΩN , îïðåäåëåííûì ôîðìóëîé

PN,p(G) = p|E|(1− p)C2
N−|E|,

ãäå |E| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà E, p ∈ [0, 1].

Ñâîéñòâà ïåðâîãî ïîðÿäêà çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà,

êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ îòíîøåíèÿ ∼,=, ëîãè÷åñêèõ
ñâÿçîê ¬,⇒,⇔,∨,∧, ïåðåìåííûõ x, y, x1, ..., êâàíòîðîâ ∀,∃. Â êà÷å-

ñòâå ïåðåìåííûõ âûñòóïàþò âåðøèíû ãðàôà. Ñèìâîë îòíîøåíèÿ ∼
âûðàæàåò ñâîéñòâî äâóõ âåðøèí áûòü ñìåæíûìè. Ïóñòü φ � ôîðìóëà

ïåðâîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿþùàÿ ñâîéñòâî Lφ. Ìíîæåñòâî ãðàôîâ èç

ΩN , îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Lφ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü {G � φ}N èëè

{G � Lφ}N . Îáîçíà÷èì L êëàññ ñâîéñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â äàëüíåéøåì,

åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî lim
N→∞

PN,p({G � L}N) = 1, òî áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ñëó÷àéíûé ãðàô ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1 îáëàäàåò

ñâîéñòâîì L. Êðîìå òîãî, òàê êàê ó âåðîÿòíîñòè óæå ñòîèò èíäåêñ N , ìû

áóäåì îïóñêàòü ýòîò èíäåêñ ó ìíîæåñòâà {G � L}N è ïèñàòü PN,p(G � L).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ p : N→ [0, 1]. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ñëó-

÷àéíûé ãðàô ïîä÷èíÿåòñÿ (àñèìïòîòè÷åñêîìó) çàêîíó íóëÿ èëè åäè-

íèöû, åñëè äëÿ ëþáîãî ñâîéñòâà L ∈ L âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ ñîîò-

íîøåíèé

lim
N→∞

PN,p(N)(G � L) = 0, lim
N→∞

PN,p(N)(G � L) = 1. (1)

15Erd�os P., R�enyi A., On the evolution of random graphs, Magyar Tud. Akad. Mat. Kutat�o Int. K�ozl.,

1960, 5: 17�61.
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Áóäåì îáîçíà÷àòü P êëàññ ôóíêöèé p, äëÿ êîòîðûõ ñëó÷àéíûé ãðàô

G(N, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Îáðàòèìñÿ ê îñëàáëåííûì çàêîíàì. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî

j. Îáîçíà÷èì Lj êëàññ ñâîéñòâ ãðàôîâ, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëàìè ïåð-

âîãî ïîðÿäêà, êâàíòîðíàÿ ãëóáèíà êîòîðûõ îãðàíè÷åíà ÷èñëîì j (ñì.

îïðåäåëåíèå êâàíòîðíîé ãëóáèíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå 16). Ñëó÷àéíûé

ãðàô ïîä÷èíÿåòñÿ j-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, åñëè äëÿ ëþáîãî ñâîé-

ñòâà L ∈ Lj ïåðâîãî ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ ðàâåíñòâ â (1).

Áóäåì îáîçíà÷àòü Pj êëàññ ôóíêöèé p = p(N), äëÿ êîòîðûõ ñëó÷àéíûé

ãðàô G(N, p) ïîä÷èíÿåòñÿ j-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Åñëè ïðè îïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî ãðàôà ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðî {xi1, xi2},
1 ≤ i1, i2 ≤ N, ïðîâåäåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ pi1i2 ∈ [0, 1], òî áó-

äåì îáîçíà÷àòü òàêîé ñëó÷àéíûé ýëåìåíò G(N, {pi1i2}i1,i2∈{1,...,N}). Îä-
íèì èç âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ ýòîãî ñëó÷àéíîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé-

íûé ãðàô G(GN , p), ãäå GN = (VN , EN) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô

íà N âåðøèíàõ áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. À èìåííî, G(GN , p) =

G(N, {pi1i2}i1,i2∈{1,...,N}), åñëè

pi1i2 =

{
p, {xi1, xi2} ∈ EN ;

0, {xi1, xi2} /∈ EN .

Èòàê, G(GN , p) � ýòî ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå

ΩGN = {G0
N = (V0

N , E0
N) : V0

N = VN , E0
N ⊆ EN}

è ðàñïðåäåëåíèåì PGN ,p íà FGN = 2ΩGN , çàäàííûì ðàâåíñòâîì

PGN ,p(G0
N) = p|E

0
N |(1− p)|EN |−|E0N |.

Ïóñòü k ∈ N, n = 4k, N = C
n/2
n . Ðàññìîòðèì ãðàô Gdist

N = (V dist
N , Edist

N ):

V dist
N = {x = (x1, ..., xn) : xi ∈ {0, 1}, x1 + ...+ xn = n/2},

Edist
N =

{
{x,y} ∈ V dist

N × V dist
N : x1y1 + ...+ xnyn = k

}
.

Èçó÷åíèå òàêîãî ðîäà ãðàôîâ ìîòèâèðîâàíî íå òîëüêî çàäà÷åé î

õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâà, íî è èññëåäîâàíèÿìè ðàâíîâåñíûõ

16Âåðåùàãèí Í.Ê., Øåíü À., ßçûêè è èñ÷èñëåíèÿ, Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2000.
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êîäîâ ñ çàïðåùåííûì ðàññòîÿíèåì (ñì. ðàáîòû 17, 18).

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ôîðìóëó ïåðâîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ïðèâåñòè ê

ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå19. Íàñ èíòåðåñóþò òå ôîðìóëû, â çà-

ïèñè êîòîðûõ â ýòîé ôîðìå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî îäèíàêîâûå êâàíòîðû.

Îáîçíà÷èì êëàññ ðàññìîòðåííûõ ôîðìóë L1. Ïóñòü {GNi
}i∈N � ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð,

|V (GNi
)| = Ni. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ãðà-

ôîâ {G(GNi
, p)}i∈N ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, j-çàêîíó íó-

ëÿ èëè åäèíèöû, çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû ñ îäíèì êâàíòîðîì, åñëè äëÿ

ëþáîãî ñâîéñòâà L ∈ L, ñâîéñòâà L ∈ Lj, ñâîéñòâà L ∈ L1 ñîîòâåòñòâåííî

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ ñîîòíîøåíèé

lim
i→∞

PGNi
, p(Ni)(G � L) = 0, lim

i→∞
PGNi

, p(Ni)(G � L) = 1.

Êëàññ ôóíêöèé p, äëÿ êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {G(GNi
, p)}i∈N

ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

P
(
{GNi
}i∈N

)
, j-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû � Pj

(
{GNi
}i∈N

)
è, íàêî-

íåö, çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû ñ îäíèì êâàíòîðîì � P1
(
{GNi
}i∈N

)
.

Ïîëîæèì

P1
j

(
{GNi
}i∈N

)
= P1

(
{GNi
}i∈N

)
∩ Pj

(
{GNi
}i∈N

)
.

Âåðíåìñÿ, íàêîíåö, ê ñëó÷àéíûì äèñòàíöèîííûì ãðàôàì. Ïóñòü

Ni = C2i
4i . Åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êëàññ ôóíêöèé Pdist ðàâåíñòâîì

Pdist = P
({
Gdist
Ni

}
i∈N

)
. Åñëè p ∈ Pdist, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó-

÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô G(Gdist
N , p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè

åäèíèöû. Êëàññû ôóíêöèé Pdistj , P1,dist, P1,dist
j è ñîîòâåòñòâóþùèå çàêî-

íû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 1

ñîäåðæèò

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.3.1. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ni}i∈N, îáëàäàþ-
ùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè min{p, 1 − p}Nα → ∞ ïðè N → ∞
äëÿ ëþáîãî α > 0, òî p ∈ P

({
Gdist
Ni

}
i∈N

)
.

17Ìàê-Âèëüÿìñ Ô.Äæ., Ñëîýí Í.Äæ.À., Òåîðèÿ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, Ìîñêâà, ¾Ñâÿçü¿,

1979.
18Kabatiansky G., Krouk E., Semenov S., Error Correcting Codes and Security for Data Networks,

Wiley and Sons, 2005.
19Âåðåùàãèí Í.Ê., Øåíü À., ßçûêè è èñ÷èñëåíèÿ, Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2000.
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Òåîðåìà 1.3.1 èãðàåò ðîëü íå òîëüêî â èçó÷åíèè ñòðóêòóðû äèñòàí-

öèîííûõ ãðàôîâ, íî è îòâå÷àåò íà åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ñóùåñòâóåò

ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ, ïîä÷èíÿ-

þùèõñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû õîòÿ áû â ñëó÷àå p = const (âåäü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ òàêîìó

çàêîíó íå ïîä÷èíÿåòñÿ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïî-

òðåáîâàëîñü èññëåäîâàòü îäíó çàäà÷ó ñóùåñòâîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ

öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòû

êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {0, 1}. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ

çàäà÷à íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíîãî îïðåäåëèòåëÿ ó ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó {0, 1}. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìàòðèö ðàçìåðà k × m ðàíãà

k áóäåì îáîçíà÷àòü Mk×m. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå

÷åòíîå ÷èñëî n. Ðàññìîòðèì âåêòîðû-ñòîëáöû f = (n, n, ..., n)T ∈ Nk,

g = (n/2, n/2, ..., n/2)T ∈ Nk. Îáîçíà÷èìMn
k×m ïîäìíîæåñòâî âMk×m,

ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ. Ìàòðèöà

A ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Mn
k×m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî

ñèñòåìà Ax = f íå èìååò ðåøåíèé èç ìíîæåñòâà Zm+ (Zm+ � ìíîæåñòâî

m-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíà-

òàìè), ëèáî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ Zm+ ñèñòåìû Ax = f ñóùåñòâóåò

ðåøåíèå y ∈ Zm+ ñèñòåìû Ay = g, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

yi ≤ xi, i ∈ {1, 2, ...,m}. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîå ðåøåíèå âòîðîé
ñèñòåìû íàéäåòñÿ äàëåêî íå ïðè âñåõ äàæå ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ n.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.3.1 ïåðåä íàìè âñòàëà çàäà÷à îòûñêàòü

òàêèå n, ïðè êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m ìíîæåñòâàMn
k×m è

Mk×m ñîâïàäàþò.

Ïóñòü ∆k � ìàêñèìàëüíûé ñðåäè îïðåäåëèòåëåé âñåõ ìàòðèö èç

Mk×k. Ýòîò ìàêñèìàëüíûé îïðåäåëèòåëü, î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäèò ÷èñ-

ëà k!. Èçâåñòíû áîëåå òî÷íûå îöåíêè. Òàê, Äæ. Áðåííåð è Ë. Êàììèíãñ20

â 1972 ã. äîêàçàëè íåðàâåíñòâî ∆k ≤ (k+1)(k+1)/2

2k
. Êðîìå òîãî, ïðè k,

ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4, 5, îïðåäåëèòåëü ∆k â òî÷íîñòè ðàâåí

20Brenner J., Cummings L., The Hadamard Maximum Determinant Problem, The American

Mathematical Monthly, 1972, 79(6): 626�630.
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1, 1, 2, 3, 5 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì Dk = ÍÎÊ(∆k,∆k − 1, ..., 1).

Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ¾ìåíüøåãî¿

ðåøåíèÿ y ñèñòåìû Ay = g.

Ëåììà 1.3.1 Äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå n0, ÷òî ïðè

ëþáûõ n > n0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 2Dk|n, è ïðè âñåõ m ∈ N
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîMk×m =Mn

k×m.

Ìû ïîêàçàëè òàêæå, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ k óñëîâèå 2Dk|n ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì, à èìåííî èìååò ìåñòî

Ëåììà 1.3.2 Ïðè k ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ñóùåñòâóåò òàêîå n0, ÷òî åñëè

n > n0, òî ðàâåíñòâîMk×m =Mn
k×m âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 2Dk|n.

Ñôîðìóëèðóåì åùå îäèí âàæíûé ðåçóëüòàò ãëàâû 1. Äëÿ ýòîãî

ïîëîæèì ni(j) = 4Dj−1i, ãäå j ∈ N∩ [4,∞) è i ∈ N. Âîçüìåì, êðîìå òîãî,
ïðè êàæäîì j ∈ {4, 5, 6} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mi(j)}i∈N, îáëàäàþùóþ
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå íîìåðà

i1(j), i2(j), ïðè êîòîðûõ mi1(j)(j) êðàòíî 4Dj−1, mi2(j)(j) íå êðàòíî

4Dj−1. Ïóñòü Ni(j) = C
ni(j)/2
ni(j)

ïðè j ∈ N ∩ [4,∞), Mi(j) = C
mi(j)/2
mi(j)

ïðè

j ∈ {4, 5, 6}.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.4.1. Ïóñòü min{p, 1 − p}Nα → ∞ ïðè N → ∞ äëÿ

ëþáîãî α > 0. Òîãäà p ∈ P1
j

({
Gdist
Ni(j)

}
i∈N

)
äëÿ j ∈ N ∩ [4,∞) è

p /∈ P1
j

({
Gdist
Mi(j)

}
i∈N

)
äëÿ j ∈ {4, 5, 6}. Êðîìå òîãî, p ∈ P1,dist

3 .

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.3.1 íå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü òàêîé êëàññ

ñâîéñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîí-

íûõ ãðàôîâ, ÷òî âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñâîéñòâ ñòðåìÿòñÿ ê 0 èëè 1 ñ ðîñòîì

N . Îíà òàêæå íå ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, äëÿ êàêèõ ñâîéñòâ è

äëÿ êàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óïîìÿíóòûå âåðîÿòíîñòè íå ñòðåìÿòñÿ

íè ê 0, íè ê 1. Äîêàçàâ òåîðåìó 1.4.1, ìû ðåøèëè ýòè äâå çàäà÷è äëÿ

ñëó÷àÿ j ∈ {4, 5, 6}.

11



Â ãëàâå 2 èçó÷àþòñÿ çàêîíû íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñâîéñòâ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ Ýðäåøà è Ðåíüè. Ìû ðàññìàòðèâàåì

êëàññ ôóíêöèé p(N) = N−α, α ∈ (0, 1], êîòîðûé èçó÷àëè Äæ. Ñïåíñåð è

Ñ. Øåëëà. Îíè äîêàçàëè, ÷òî äëÿ α ∈ (R \Q)∩ (0, 1] (àñèìïòîòè÷åñêèé)

çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû ñïðàâåäëèâ. Åñëè æå α ∈ Q∩(0, 1], òî ñëó÷àéíûé

ãðàô íå ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû. Íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü

óòî÷íåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà è ðàñøèðèòü êëàññ ôóíêöèé p(N) äëÿ äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîãî êëàññà ñâîéñòâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

ãëàâû 2 ñîäåðæèò

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.3.1. Ïóñòü p = N−α, 0 < α < 1
j−2, j ∈ N, j ≥ 3. Òîãäà

ñëó÷àéíûé ãðàô G(N, p) ïîä÷èíÿåòñÿ j-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû. Åñëè

α = 1
j−2, òî ñëó÷àéíûé ãðàô G(N, p) íå ïîä÷èíÿåòñÿ j-çàêîíó íóëÿ èëè

åäèíèöû.

Êðîìå òîãî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè j = 2 äëÿ âñåõ α ∈ (0, 1] ôóíêöèÿ

p = N−α ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Pj.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3.1 íàì ïîòðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü

ðåçóëüòàò î ðàñïðåäåëåíèè ìàëûõ ïîäãðàôîâ â ñëó÷àéíîì ãðàôå. Ïðåæ-

äå ÷åì ïåðåéòè ê åå ôîðìóëèðîâêå, ïðèâåäåì åùå ðÿä íåîáõîäèìûõ

îïðåäåëåíèé.

Ðàññìîòðèì ãðàôû H ⊂ G, H̃ ⊂ G̃. Ïóñòü V (H) = {x1, ..., xk},
V (G) = {x1, ..., xl}, V (G̃) = {x̃1, ..., x̃l}, V (H̃) = {x̃1, ..., x̃k}. Ãðàô G̃

íàçûâàåòñÿ (G,H)-ðàñøèðåíèåì ãðàôà H̃, êîãäà

{xi1, xi2} ∈ E(G) \ E(H)⇒ {x̃i1, x̃i2} ∈ E(G̃) \ E(H̃).

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

{xi1, xi2} ∈ E(G) \ E(H)⇔ {x̃i1, x̃i2} ∈ E(G̃) \ E(H̃),

òî G̃ íàçîâåì òî÷íûì ðàñøèðåíèåì. Ïîëîæèì v(G,H) = |V (G)\V (H)|,
e(G,H) = |E(G) \ E(H)|. Ïóñòü ôèêñèðîâàíî ÷èñëî α > 0. Åñëè äëÿ

ëþáîãî òàêîãî ãðàôà S, ÷òî H ⊂ S ⊆ G, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

v(S,H) − α · e(S,H) > 0, òî ïàðà (G,H) íàçûâàåòñÿ α-íàäåæíîé. Åñëè
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æå äëÿ ëþáîãî òàêîãî ãðàôà S, ÷òî H ⊆ S ⊂ G, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

v(G,S)− α · e(G,S) < 0, òî ïàðà (G,H) íàçûâàåòñÿ α-æåñòêîé21.

Ïóñòü òåïåðü x̃1, ..., x̃k ∈ VN è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N(G,H)(x̃1, ..., x̃k)

êàæäîìó ãðàôó G èç ΩN ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êîëè÷åñòâî (G,H)-

ðàñøèðåíèé ïîäãðàôà â G, èíäóöèðîâàííîãî íà {x̃1, ..., x̃k} (ãðàô X ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà Y , èíäóöèðîâàííûì íà ìíîæåñòâî V (X), åñ-

ëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V (X) èìååì {x, y} ∈ E(X) ⇔ {x, y} ∈ E(Y ) è

V (X) ⊂ V (Y )). Äæ. Ñïåíñåð è Ñ. Øåëëà äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàêîíîâ

íóëÿ èëè åäèíèöû äîêàçàëè òåîðåìó î êîëè÷åñòâå ìàêñèìàëüíûõ ðàñøè-

ðåíèé ïîäãðàôîâ â ñëó÷àéíîì ãðàôå, ò.å. òàêèõ íàäåæíûõ ðàñøèðåíèé,

äëÿ êîòîðûõ â ñëó÷àéíîì ãðàôå íå ñóùåñòâóåò ¾íîâûõ¿ çàðàíåå çàôèê-

ñèðîâàííûõ ðàñøèðåíèé. Èìè áûëè ðàññìîòðåíû ìàêñèìàëüíûå ðàñøè-

ðåí èÿ, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò æåñòêèõ ðàñøèðåíèé, è ìàêñèìàëü-

íûå ðàñøèðåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò íàäåæíûõ ðàñøèðåíèé. Ìû

ðàñøèðèëè èõ ðåçóëüòàò, ðàññìîòðåâ íåéòðàëüíûå ïàðû, âîçíèêàþùèå â

ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûõ α.

Áîëåå ôîðìàëüíî, ïóñòü H̃ ⊂ G̃ ⊂ Γ è T ⊂ K, ïðè÷åì

|V (T )| ≤ |V (G̃)|. Ïàðà (G̃, H̃) íàçûâàåòñÿ (K,T )-ìàêñèìàëüíîé â

Γ, åñëè ó ëþáîãî òàêîãî ïîäãðàôà T̃ ãðàôà G̃, ÷òî |V (T̃ )| = |V (T )|
è T̃ ∩ H̃ 6= T̃ , íå ñóùåñòâóåò òàêîãî òî÷íîãî (K,T )-ðàñøèðåíèÿ K̃

â Γ \ (G̃ \ T̃ ), ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èç V (K̃) \ V (T̃ ) íå ñîåäèíåíà

ðåáðîì íè ñ îäíîé âåðøèíîé èç V (G̃) \ V (T̃ ). Ïóñòü 0 < α ≤ 1 �

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ãðàôû H,G. Ïóñòü H ⊂ G, ëþáàÿ

âåðøèíà ãðàôà H ñîåäèíåíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé èç V (G) \ V (H), è

äëÿ ëþáîãî òàêîãî ãðàôà S, ÷òî H ⊂ S ⊂ G, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

v(S,H) − α · e(S,H) > 0, íî v(G,H) − α · e(G,H) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

ïàðó (G,H) áóäåì íàçûâàòü α-íåéòðàëüíîé.

Îáðàòèìñÿ, íàêîíåö, ê ôîðìóëèðîâêå íàøåé òåîðåìû 2.2.4 î ðàñïðå-

äåëåíèè ìàëûõ ïîäãðàôîâ â ñëó÷àéíîì ãðàôå. Ïóñòü α ∈ (0, 1], ïàðà

(G,H) ÿâëÿåòñÿ α-íàäåæíîé è V (H) = {x1, ..., xk}, V (G) = {x1, ..., xl}.
Ïóñòü, êðîìå òîãî, Σneutral(r) � ìíîæåñòâî âñåõ α-íåéòðàëüíûõ ïàð âèäà

(Ki, Ti), ãäå |V (Ti)| ≤ |V (G)|, |V (Ki) \ V (Ti)| ≤ r. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé-

21Àëîí Í., Ñïåíñåð Äæ., Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä, Ìîñêâà, ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2007.
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íûé ãðàô G(N, p(N)) è âåðøèíû x̃1, ..., x̃k ∈ V. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà N̂neutral

(G,H),r(x̃1, ..., x̃k) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ãðàôó G ∈ ΩN

êîëè÷åñòâî òàêèõ òî÷íûõ (G,H)-ðàñøèðåíèé G̃ ãðàôà H̃ = G|{x̃1,...,x̃k},
÷òî ïàðà (G̃, H̃) ÿâëÿåòñÿ (Ki, Ti)-ìàêñèìàëüíîé â G äëÿ êàæäîé ïàðû

(Ki, Ti) ∈ Σneutral(r). ßñíî, ÷òî N̂neutral

(G,H),r(x̃1, ..., x̃k) çàâèñèò è îò N .

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.2.4. Ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ ëþ-

áûõ âåðøèí x̃1, ..., x̃k âûïîëíåíî

N̂neutral

(G,H),r(x̃1, ..., x̃k) ∼ EN,pN̂
neutral

(G,H),r(x̃1, ..., x̃k) � N v(G,H)−α·e(G,H), N →∞.

Êàê îáû÷íî, g1(N) � g2(N), åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà c, C > 0, ÷òî

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ∈ N ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

cg2(N) ≤ g1(N) ≤ Cg2(N). Òåîðåìà 2.2.4 îáîáùàåò ðåçóëüòàòû Ï. Ýðäå-

øà, À. Ðåíüè22, Äæ. Ñïåíñåðà23, Á. Áîëëîáàøà (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó
24) è äð. î ðàñïðåäåëåíèè ìàëûõ ïîäãðàôîâ â ñëó÷àéíîì ãðàôå G(N, p).

Íàì óäàëîñü ðåøèòü íåèññëåäîâàííóþ óïîìÿíóòûìè àâòîðàìè çàäà÷ó

áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ íîâîãî ïîíÿòèÿ íåéòðàëüíîé ïàðû. Ðåçóëüòàòû äëÿ

äðóãèõ âèäîâ ïàð ïîëó÷åíû â ðàáîòå Äæ. Ñïåíñåðà.

Ïðåæäå ÷åì îïèñàòü ìîäåëü ýïèäåìèè íà ïîëíîì ãðàôå, ðàññìîòðåí-

íóþ â ãëàâå 3, îáðàòèìñÿ ê ìîäåëè, èçó÷åííîé â 25. Ïóñòü {x1, ..., xn}
� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 â òî÷êå x1

ðàñïîëàãàåòñÿ àêòèâíàÿ ÷àñòèöà, à âî âñåõ îñòàëüíûõ � íåàêòèâíûå (ïî

îäíîé ÷àñòèöå â êàæäîé òî÷êå). Â òî÷êå xi íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà i. Â ëþáîé

ìîìåíò âðåìåíè t ∈ N ðîâíî îäíà àêòèâíàÿ ÷àñòèöà, íîìåð êîòîðîé

èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå íîìåðîâ àêòèâíûõ

÷àñòèö, èìåþùèõñÿ â ìîìåíò t, ñîâåðøàåò ñêà÷îê â íåêîòîðóþ òî÷êó

xξ(t) (èíûìè ñëîâàìè, îíà îáìåíèâàåòñÿ èíôîðìàöèåé ñ íåàêòèâíîé

÷àñòèöåé, íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå xξ(t)). Ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(t)

òàêæå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà {1, ..., n}. Åñëè ÷àñòèöà ñîâåðøàåò

ñêà÷îê â òî÷êó ñ íåàêòèâíîé ÷àñòèöîé, òî ýòà ÷àñòèöà àêòèâèðóåòñÿ,
22Erd�os P., R�enyi A., On the evolution of random graphs, Magyar Tud. Akad. Mat. Kutat�o Int. K�ozl.,

1960, 5: 17�61.
23Spencer J.H., Counting extensions, J. Combinatorial Theory, Ser. A, 1990, 55: 247�255.
24Bollob�as B., Random Graphs, 2nd Edition, Cambridge University Press, 2001, 78�91.
25Machado F., Mashurian H., Matzinger H., CLT for the proportion of infected individuals for an

epidemic model on a complete graph, 2010, arXiV:1011.3601v1.
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à ÷àñòèöà, ñîâåðøèâøàÿ ñêà÷îê, îñòàåòñÿ àêòèâíîé. Àêòèâíàÿ ÷àñòèöà

óìèðàåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîâåðøàåò ñêà÷îê â òî÷êó,

â êîòîðîé íàõîäèòñÿ èëè ïîáûâàëà ðàíåå àêòèâíàÿ ÷àñòèöà. Â ÷àñòíî-

ñòè, åñëè îíà ñîâåðøàåò ñêà÷îê â òî÷êó, ãäå ñàìà íàõîäèòñÿ, òî òîæå

ïîãèáàåò. Ìû ïîñòðîèëè áîëåå ñëîæíóþ ìîäåëü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî

êàæäûé ðàç ñêà÷êè ñîâåðøàþò íåñêîëüêî ÷àñòèö, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî òà-

êèõ ÷àñòèö ñëó÷àéíî, è ïîëó÷èëè äëÿ íåå íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå çàêîíû.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà {x1(n), ..., xn(n)}, n ∈ N. Ïóñòü, êàê è â

ìîäåëè 26, âðåìÿ t äèñêðåòíî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò t = 1 â

êàæäîé òî÷êå íàõîäèòñÿ îäíà ÷àñòèöà ñ íîìåðîì i. Â òî÷êå x1 = x1(n)

ðàñïîëàãàåòñÿ àêòèâíàÿ ÷àñòèöà, à âî âñåõ îñòàëüíûõ � íåàêòèâíûå.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè àêòèâíàÿ ÷àñòèöà ñîâåðøàåò ñêà÷îê ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ p íåçàâèñèìî îò âñåõ îñòàëüíûõ àêòèâíûõ ÷àñòèö, ïðè ýòîì,

åñëè ÷àñòèöà ñîâåðøèëà ñêà÷îê, òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êàæäóþ

òî÷êó ðàâíà 1/n. Ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ àêòèâíûõ è íåàêòèâíûõ ÷àñòèö

òà æå, ÷òî è â ìîäåëè Ìàøàäî, Ìàøóðèàíà è Ìàòçèíãåðà. Îäíàêî åñëè

íåñêîëüêî ÷àñòèö â îäèí ìîìåíò âðåìåíè ñîâåðøàþò ñêà÷êè â îäíó

è òó æå òî÷êó ñ íåàêòèâíîé ÷àñòèöîé, òî âñå îíè îñòàþòñÿ æèâû, à

íåàêòèâíàÿ ÷àñòèöà ñòàíîâèòñÿ àêòèâíîé. Òàêèì îáðàçîì, ñ íåíóëåâîé

âåðîÿòíîñòüþ íàéäóòñÿ ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå â íåêîòîðûõ

òî÷êàõ áóäåò íàõîäèòüñÿ ïî äâå è áîëåå àêòèâíûõ ÷àñòèö.

Ïóñòü âåëè÷èíà An(t) ðàâíà êîëè÷åñòâó àêòèâíûõ ÷àñòèö â ìîìåíò

âðåìåíè t, âåëè÷èíà Dn(t) ðàâíà êîëè÷åñòâó íåàêòèâíûõ ÷àñòèö â ýòîò

ìîìåíò. Ïóñòü, êðîìå òîãî, σn � ìîìåíò, â êîòîðûé ïðîöåññ An(t)

îñòàíàâëèâàåòñÿ, ò.å. σn = min{t ∈ N : An(t) = 0}. Åñëè An(t) > 0

äëÿ âñåõ t ∈ N, òî ïîëîæèì σn = 0. Â ãëàâå 3 ìû èçó÷èëè ïðåäåëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ÷àñòèö, êîòîðûå áûëè àêòèâèðîâàíû â õîäå

ïðîöåññà, ò.å. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xn = n − Dn(σn) ïðè n → ∞.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû.

26Machado F., Mashurian H., Matzinger H., CLT for the proportion of infected individuals for an

epidemic model on a complete graph, 2010, arXiV:1011.3601v1.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3.2.1. Äëÿ ëþáîãî γ > 3/4 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Xn − EXn

nγ
P−→ 0, n→∞. (2)

Êðîìå òîãî, lim inf
n→∞

P (|Xn − EXn| > nγ) > 0 äëÿ ëþáîãî γ < 3/4.

Äàííûé ðåçóëüòàò îïòèìàëåí â òîì ñìûñëå, ÷òî (2) íå âûïîëíåíî ïðè

γ < 3/4. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè â (2) íåëüçÿ

çàìåíèòü íà ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå íè ïðè êàêîì γ ≤ 1.

Â ìîäåëè ¾ñ îäíèì ñêà÷êîì¿ ìîæíî ðàçáèòü îòðåçîê âðåìåíè [1, σn]

íà äîñòàòî÷íî áîëüøèå ÷àñòè òàê, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâàìè

æèâûõ ÷àñòèö äëÿ ìîìåíòîâ èç îäíîé ÷àñòè, ñëàáàÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò äîêà-

çàòü öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåé ìîäåëè ýòà çàâèñèìîñòü

â çíà÷èòåëüíîé ìåðå óñèëèâàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà

ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ êîëè÷åñòâî ÷àñòèö, ñîâåðøèâøèõ ñêà÷êè, ñèëü-

íî îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïîýòîìó ïåðåéòè

ê ñóììàì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå óäàåòñÿ. Ïîÿñíèì, êàê ìû

ïðåîäîëåëè ýòó òðóäíîñòü è äîêàçàëè çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè, íå ïðåâîñõîäÿùèõ (1/2 − α) log1+p n, ãäå

α > 0, îïèñàííàÿ çàâèñèìîñòü äîñòàòî÷íî ñëàáà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó óäà-

åòñÿ îöåíèòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â ìîìåíò âðåìåíè [(1/2−α) log1+p n],

ãäå [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Ïðè t > (1/2 − α) log1+p n óïîìÿíóòàÿ çà-

âèñèìîñòü óñèëèâàåòñÿ. Òåì íå ìåíåå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü òàêèå âñïîìî-

ãàòåëüíûå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ÷òî ìîìåíò, â êîòîðûé èõ

ñóììà ïåðåñòàåò áûòü ìåíüøå êîëè÷åñòâà ÷àñòèö, ñîâåðøèâøèõ ñêà÷îê,

ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì àêòèâèðîâàííûõ ÷àñòèö. Îïèñàííûå âåëè÷è-

íû èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè äâóñòîðîííèõ îöåíêàõ èññëåäóåìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Ýòè îöåíêè óñòàíàâëèâàþòñÿ ïî èíäóêöèè, ïðè ýòîì

èñïîëüçóþòñÿ íåðàâåíñòâà íà îòêëîíåíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí îò èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, â òîì ÷èñëå íåðàâåíñòâî ×åð-

íîâà, à òàêæå öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è àïïàðàò ïðîèçâîäÿùèõ

ôóíêöèé, øèðîêî ïðèìåíÿåìûé â òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Âàäè-

ìîâè÷ó Áóëèíñêîìó è ïðîôåññîðó Àíäðåþ Ìèõàéëîâè÷ó Ðàéãîðîäñêîìó

çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è íåîöåíèìóþ ïîìîùü â ðàáîòå. Àâòîð òàêæå áëà-

ãîäàðåí äîöåíòó Ä.À. Øàáàíîâó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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