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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðîáëåìà ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ êëþ÷å-
âîé çàäà÷åé òåîðèè àëãîðèòìè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ, îäíîãî èç àêòèâíî ðàçâè-
âàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Ðàñøèôðîâ-
êà ôóíêöèé � ýòî ñîçäàíèå àëãîðèòìîâ èãðû ìåæäó ó÷èòåëåì è ó÷åíèêîì:
ó÷èòåëü çàãàäûâàåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ èç íåêîòîðîãî èçâåñòíîãî ó÷åíèêó
êëàññà, ó÷åíèê, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì, ïûòàåòñÿ îòãàäàòü çàãàäàííóþ ôóíê-
öèþ, ñäåëàâ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âîïðîñîâ. Ïðè ýòîì, êàê â òåîðåòè÷åñêîé,
òàê è â ïðèêëàäíîé ñðåäå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïî êðàéíåé ìåðå òðè ñëå-
äóþùèõ âàðèàíòà ó÷èòåëÿ:

- àêòèâíûé ó÷èòåëü: ó÷åíèê ìîæåò ñàì âûáèðàòü, êàêèå âîïðîñû çàäà-
âàòü ó÷èòåëþ. Ó÷èòåëü îòâå÷àåò íà âîïðîñû ó÷åíèêà. Â ïðèêëàäíîé
ñðåäå òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ êëàññèôèêàöèåé ñ àêòèâíûì ó÷èòå-

ëåì (îáó÷åíèå ó àêòèâíîãî ó÷èòåëÿ);

- ïàññèâíûé ó÷èòåëü: ó÷åíèê íèêàê íå âëèÿåò íà ó÷èòåëÿ, ó÷èòåëü ñàì
ãåíåðèðóåò âîçìîæíûå âîïðîñû ó÷åíèêà è ñàì æå îòâå÷àåò íà íèõ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ó÷èòåëü ãåíåðèðóåò ïðèìåðû ñ îòâåòàìè, è ó÷åíèê
äîëæåí îáó÷èòüñÿ ïî íèì. Â ïðèêëàäíîé ñðåäå òàêîé ïîäõîä íàçûâà-
åòñÿ êëàññèôèêàöèåé ñ ïàññèâíûì ó÷èòåëåì (îáó÷åíèåì ó ïàññèâíî-
ãî ó÷èòåëÿ);

- ó÷èòåëü îòñóòñòâóåò. Ó÷åíèê ïîëó÷àåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî äàííûõ,
âûäåëÿåò â íåì êàêèå-ëèáî çàêîíîìåðíîñòè è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè
çàêîíîìåðíîñòÿìè ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî íà êëàññû, òàêèå ÷òî â îäíîì
êëàññå ñîäåðæàòñÿ ¾ïîõîæèå¿ äðóã íà äðóãà ýëåìåíòû. Â ïðèêëàäíîé
ñðåäå òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ êëàñòåðèçàöèåé.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü ðàñøèôðîâêè äèñêðåòíûõ ôóíê-
öèé èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïðè àêòèâíîì ó÷èòåëå â ìîäåëè òî÷íîé

ðàñøèôðîâêè ïðè ïîìîùè çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè (Ä.Àíãëóèí1,
Å.Í.Ãèëüáåðò 2, Â.Ê.Êîðîáêîâ3). Çàäà÷ó ðàñøèôðîâêè ïñåâäî-áóëåâñêèõ
ôóíêöèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó ðàñøèôðîâêè àâòîìàòîâ áåç ïà-
ìÿòè, ò.å. êàê ÷àñòíóþ ïîäçàäà÷ó áîëåå îáùåé çàäà÷è ðàñøèôðîâêè àâòîìà-
òîâ4. Ìîäåëü òî÷íîé ðàñøèôðîâêè � ýòî ìîäåëü ðàñøèôðîâêè, â êîòîðîé

1D.Angluin Queries and Concept Learning, Machine Learning, Vol. 2, pp. 319-342, 1988.
2E.N.GilbertLattice theoretic properties of frontal switching functions, J. Math. Phys., 33 (1954), 57-97
3Â.Ê.Êîðîáêîâ Î ìîíîòîííûõ ôóíêöèÿõ àëãåáðû ëîãèêè, Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè, 13, 5-28, 1965
4Â.Á.Êóäðÿâöåâ, Ñ.Â.Àëåøèí, À.Ñ.Ïîäêîëçèí Ââåäåíèå â òåîðèþ àâòîìàòîâ, ÍÀÓÊÀ, Ì., 1985
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ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàãàäàííóþ ó÷èòåëåì ôóíêöèþ ó÷åíèê äîëæåí îòãà-
äûâàòü òî÷íî, à íå ïðèáëèæåííî ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ (êàê, íàïðèìåð,
â ìîäåëè âåðîÿòíî ïðèìåðíî òî÷íîé ðàñøèôðîâêè). Â ìîäåëè òî÷íîé ðàñ-
øèôðîâêè ôóíêöèÿ f îò n ïåðåìåííûõ çàäàíà ïðè ïîìîùè ÷åðíîãî ÿùèêà
è çàäà÷à ó÷åíèêà (àëãîðèòìà ðàñøèôðîâêè) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàñøèô-
ðîâàòü f , ò.å. ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü åå òàáëèöó çíà÷åíèé. ×òîáû ðàñ-
øèôðîâàòü çàãàäàííóþ ôóíêöèþ, àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè ìîæåò äåëàòü
çàïðîñû íà çíà÷åíèå ôóíêöèè, ò.å. ïîäàâàòü ïðîèçâîëüíûå íàáîðû èç îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ÷åðíîìó ÿùèêó. Àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè ïîäàåò
çàïðîñû áëîêàìè, ó÷èòåëü îäíîâðåìåííî îòâå÷àåò íà âñå âîïðîñû èç îä-
íîãî áëîêà. Â ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêå àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè äîëæåí
ðàñøèôðîâàòü çàãàäàííóþ ôóíêöèþ, èñïîëüçîâàâ ïî âîçìîæíîñòè íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè. Â ïàðàëëåëüíîé ïîñòàíîâêå

àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè äîëæåí ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî áëîêîâ, òðåáóåìûõ
äëÿ ðàñøèôðîâêè (Ï.Äàìàøêå5).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ çàäà÷à
ðàñøèôðîâêè äèñêðåòíûõ ôóíêöèé ïðè àêòèâíîì ó÷èòåëå ìîæåò èãðàòü
êëþ÷åâîå çíà÷åíèå.

Ïðèìåð 1. Çàäà÷è ïî ñîçäàíèþ è àíàëèçó èíòåðíåò ñàéòîâ: ðàçìåùåíèå
ðåêëàìû íà èíòåðíåò-ñàéòàõ, ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ñòðàíèö ñàéòîâ
ïî òåìàì, àâòîìàòè÷åñêîå ñîçäàíèå ëåíò íîâîñòåé ïî òåìàòèêå, àíà-
ëèç èñòîðèè ïîñåùåíèÿ ñàéòîâ, îïðåäåëåíèå ñïàìà. Óêàçàííûå çàäà÷è
ìíîãî ëåò ðåøàþòñÿ ïðè ïàññèâíîì ó÷èòåëå. Âîçìîæíîñòü èñïîëü-
çîâàíèÿ àêòèâíîãî ó÷èòåëÿ (âûáîðà, íà êàêèõ çàïðîñàõ îáó÷àòüñÿ)
ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü â ýòèõ çàäà÷àõ âðåìÿ îáó÷åíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ðàñïîçíàâàíèå ðå÷è è äðóãèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, â êîòî-
ðûõ ¾ïðàâèëüíûå îòâåòû¿ ó÷èòåëÿ ñòîÿò î÷åíü äîðîãî. Èñïîëüçîâà-
íèå ïîäõîäà ñ àêòèâíûì ó÷èòåëåì ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî
çàïðîñîâ ê ó÷èòåëþ ïóòåì èõ îïòèìàëüíîãî âûáîðà.

Ïðèìåð 3. Çàäà÷è ïîèñêà, â ÷àñòíîñòè, ïîèñêà â èíòåðíåòå. Óæå íåñêîëü-
êî ëåò âåäóùèå ïîèñêîâûå ñèñòåìû ¾ðàñøèôðîâûâàþò¿ ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ðàíæèðîâàíèÿ ñòðàíèö ñàéòîâ â ïîïûòêå ñäåëàòü èõ íàèáî-
ëåå òî÷íûìè. Â äàííîì ñëó÷àå ðàñøèôðîâêà ñ àêòèâíûì ó÷èòåëåì -
ñíîâà åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: ïîäáèðàþòñÿ êîíêðåòíûå çàïðîñû
(ïîèñêîâûå çàïðîñû) è îòâåòû ïîèñêîâûõ ñèñòåì íà íèõ è òîëüêî ïî

5P.Damaschke On Parallel Attribute-E�cient Learning, Journal of Computer and System Sciences,
Volume 67, Issue 1, August 2003, 46-62
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ýòèì çàïðîñàì ñïåöèàëüíî îáó÷åííûå ëþäè îöåíèâàþò ñîîòâåòñòâèå
çàïðîñîâ è îòâåòîâ (ò.å., ôóíêöèþ ðàíæèðîâàíèÿ).

Â îïèñàííûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ñëåäóþ-
ùèå äâà ôàêòîðà.

Âî-ïåðâûõ, ÷èñëî ïåðåìåííûõ (ïðèçíàêîâ), îò êîòîðûõ ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò ðàñøèôðîâûâàåìàÿ ôóíêöèÿ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìàëî ïî ñðàâíåíèþ
ñ îáùèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó, íà àëãîðèòìû ðàñøèôðîâêè ïðè-
õîäèòñÿ íàêëàäûâàòü òðåáîâàíèå, ÷òîáû èõ ñëîæíîñòü çàâèñåëà îò ÷èñëà
ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è ñëàáî çàâèñåëà îò ÷èñëà íåñóùåñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ. Àëãîðèòìû ñ òàêèì ñâîéñòâîì ïðèíÿòî íàçûâàòü ïàðàìåòðî-

ýôôåêòèâíûìè, à èõ ðàáîòó � ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêîé.
Âî-âòîðûõ, íåðåäêà ñèòóàöèÿ, êîãäà ó÷èòåëü ìîæåò îäíîâðåìåííî îòâå-

÷àòü íà öåëîå ìíîæåñòâî âîïðîñîâ ó÷åíèêà. Ïîýòîìó, âñòàåò âîïðîñ ìèíè-
ìèçàöèè ÷èñëà áëîêîâ âîïðîñîâ, êîòîðûå çàäàåò ó÷åíèê ó÷èòåëþ ïðè ðàñ-
øèôðîâêå ôóíêöèè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
ïàðàëëåëüíîé ðàñøèôðîâêè.

Íåïîëíûé ñïèñîê èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ â òî÷íîñòè â ðàìêàõ
ìîäåëè òî÷íîé ðàñøèôðîâêè ïðè ïîìîùè çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíê-
öèè, íî íå ðàññìàòðèâàþùèõ íè çàäà÷ó ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñ-
øèôðîâêè, íè çàäà÷ó ïàðàëëåëüíîé ðàñøèôðîâêè, âêëþ÷àåò â ñåáÿ
ñëåäóþùèå: Ñ.×îé è äð.6, Â.Òîðâèê 7, Å.Áîðîñ è äð.8, Í.Þ.Çîëîòûõ,
Â.Í.Øåâ÷åíêî9, Á.Êîâàëåð÷óê è äð.10, À.Íàêàìóðà è äð.11, Ê.Ìàêèíî è
äð.12, Ä.Í.Ãàéíàíîâ13, Í.À.Ñîêîëîâ14.

Íåêîòîðûå îáùèå ðåçóëüòàòû ïî ñëîæíîñòè ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé
(íî íå ïàðàëëåëüíîé) ðàñøèôðîâêè â ìîäåëè òî÷íîé ðàñøèôðîâêè

6S.Choi, K.Jung, J.Kirn Almost Tight Upper Bound for Finding Fourier Coe�cients of Bounded Pseudo-

Boolean Functions, COLT 2008, 123-134
7V.I.Torvik Data Mining and Knowledge Discovery: a Guided Approach based on Monotone Boolean

Functions, Ph.D. in Engineering Science, May 24, 2002, Louisiana State University
8E.Boros, P.Hammer, T.Ibaraki, K.Kawakami Polynomial-Time Recognition of 2-Monotonic Positive

Boolean Functions Given by an Oracle, SIAM Journal on Computing, Volume 26, Issue 1, 93-109, 1997
9N.Yu.Zolotykh, V.N.Shevchenko Lower Bounds for the Complexity of Learning Half-Spaces with

Membership Queries, ALT'98, Otzenhausen, Germany, October 8-10, 1998
10B.Kovalerchuck, E.Triantapliyllou, A.S.Deshpande, E.Vityaev Interactive learning of monotone Boolean

functions, Information Sciences: an International Journal, Volume 94, Issue 1-4, 87 - 118, 1996
11A.Nakamura, N.Abe Exact learning of linear combinations of monotone terms from function value

queries, Theoretical Computer Science, Volume 137, Issue 1, 159-176, 1995
12K.Makino, T.Ibaraki The maximum latency and identi�cation of positive Boolean functions, SIAM

Journal on Computing, Volume 26, Issue 5, 1363 - 1383, 1997
13Ä.Í.Ãàéíàíîâ Îá îäíîì êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè àëãîðèòìà ðàñøèôðîâêè ìîíîòîííûõ áóëåâûõ

ôóíêöèé, USSR Computational Mathematics and Mathematical Physics, Volume 24, Issue 4, 1985, Pages:
176-181

14Í.À.Ñîêîëîâ On the optimal evaluation of monotonic Boolean functions, USSR Computational
Mathematics and Mathematical Physics, Volume 22, Issue 2, 1982, Pages 207-220
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ïðè ïîìîùè çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîëó÷åíû Í.Áøàóòè è
äð.15. È.Âåãåíåð è äð.16 ïîëó÷èëè òî÷íûå îöåíêè ñëîæíîñòè ïàðàìåòðî-
ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêè íåêîòîðûõ êëàññîâ áóëåâñêèõ ôóíêöèé â ýòîé
ìîäåëè.

Ïàðàëëåëüíàÿ (íî íå ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíàÿ) ðàñøèôðîâêà â ìîäåëè
òî÷íîé ðàñøèôðîâêè ïðè ïîìîùè çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè èññëåäî-
âàëàñü Í.Áøàóòè17. Íàêîíåö, ïàðàëëåëüíàÿ ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíàÿ ðàñ-
øèôðîâêà â ýòîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ Ï.Äàìàøêå18,19.

Â áîëüøèíñòâå óïîìÿíóòûõ ðàáîò ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñøèôðîâêà áó-
ëåâñêèõ ôóíêöèé. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäîâàíà çàäà÷à ïàðàë-
ëåëüíîé ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêè ïñåâäî-áóëåâñêèõ ôóíê-
öèé. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïñåâäî-áóëåâñêèõ ôóíêöèé îïèñàíû â ðàáîòå
Å.Áîðîñ, Ï.Õàììåð20. Íåêîòîðûå êëàññû ïñåâäî-áóëåâñêèõ ôóíêöèé îïè-
ñàíû â ðàáîòå Ñ.Ôîëäñ, Ï.Õàììåð21.

Ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíàÿ ðàñøèôðîâêà (èíà÷å, ðàñøèôðîâêà õóíò) èñ-
ñëåäîâàëàñü â ðàìêàõ íåñêîëüêèõ ìîäåëåé ñòèìóëèðóþùåãî îáó÷åíèÿ è
îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì. Ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè ïî-
ðîãîâûõ ôóíêöèé â ðàìêàõ ìîäåëè îãðàíè÷åííîé îøèáêè ñòèìóëèðóþùå-
ãî îáó÷åíèÿ ïðåäëîæèë Í.Ëèòòëñòîóí22. Âïîñëåäñòâèè ðàçëè÷íûå àñïåê-
òû ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêè ðàññìàòðèâàëè À.Áëþì è äð.23.
Ïàññèâíîå îáó÷åíèå ñ ó÷èòåëåì, ò.å. ðàñøèôðîâêà ïî ñëó÷àéíîé âûáîð-
êå îáû÷íî èçó÷àåòñÿ â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîé ìîäåëè âåðîÿòíî ïðèìåðíî
òî÷íîé ðàñøèôðîâêè24. Ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíàÿ ðàñøèôðîâêà ïî ñëó÷àé-
íîé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé âûáîðêå â ÐÀÑ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé
ïðîáëåìîé25. Äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ íåäàâíèìè ðåçóëüòàòàìè ïî ïàññèâíîé

15N.Bshouty, L.Hellerstein Attribute e�cient learning in query and mistake-bound models, Journal of
Computer and System Sciences, 56: 310-319, 1998

16R.Uehara, K.Tsuchida, I.Wegener Optimal attribute-e�cient learning of disjunction, parity, and

threshold functions, Lecture Notes In Computer Science; Vol. 1208, 1997
17N.Bshouty Exact learning of formulas in parallel, Machine Learning. Volume 26. Issue I, 25-41, 1997
18P.Damaschke Adaptive versus nonadaptive attribute-e�cient learning,Machine Learning 41 (2000), 197-

215
19P.Damaschke Parallel Attribute-E�cient Learning of Monotone Boolean Functions, Lecture Notes in

Computer Science, Algorithm Theory - SWAT 2000, 473-479
20E.Boros, P.Hammer Pseudo-boolean optimization, Discrete Applied Mathematics, Volume 123, Issue 1-3,

155-225, 2002
21S.Foldes, P.Hammer Monotone, Horn and Quadratic Pseudo-Boolean Functions, J. UCS, Volume 6,

Number 1, 97-104, 2000
22N.Littlestone Learning Quickly When Irrelevant Attributes Abound: A New Linear-threshold Algorithm,

Machine Learning, 2(4): 285-318, 1987
23A.Blum, L.Hellerstein, N.Littlestone Learning in the presence of �nitely or in�nitely many irrelevant

attributes, Journal of Computer and System Sciences, 50: 32-40, 1995
24L.Valiant A theory of the learnable, ACM Press New York, NY, USA, Volume 27, Issue II, 1134-1142
25A.Blum Learning a Function of r Relevant Variables, COLT 2003, Open problems
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ðàñøèôðîâêå õóíò ñì. Ä.Àðïå è äð.26, Ì.Êîëîóíòçàêèñ è äð.27, Å.Ìîññåëü
è äð.28. Ïàðàëëåëüíóþ ðàñøèôðîâêó ðàññìàòðèâàëè Ä.Áàëüêàçàð è äð.29,
Ä.Âèòòåð è äð.30.

Ñðåäè íàïðàâëåíèé, áëèçêèõ ê ðàññìàòðèâàåìîìó íàïðàâëåíèþ ðàñ-
øèôðîâêè ôóíêöèé, ìîæíî âûäåëèòü òåîðèþ òåñòîâîãî ðàñïîçíàâà-
íèÿ31,32.

Öåëü ðàáîòû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñøèôðîâêè äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïðè ïîìîùè çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíê-
öèè. Íåçàâèñèìî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå îáû÷íîé è ïàðàëëåëüíîé
ñëîæíîñòè ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ è îïðåäåëåíèÿ ñó-
ùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, à òàêæå ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ, îïòèìàëüíûõ
ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíûõ è îïòèìàëüíûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðàñ-
øèôðîâêè ôóíêöèé è îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â äàííîé äèññåðòàöèè,
íàïðàâëåíû íà èçó÷åíèå îáû÷íîé, ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé è ïàðàëëåëü-
íîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ðàñøèôðîâêè áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé,
ïñåâäî-áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíê-
öèé, ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé, ïîëíûõ ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé, ñèììåòðè÷å-
ñêèõ èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, ïîðîãîâûõ ôóíêöèé è äèçúþíê-
öèé ïåðåìåííûõ. Òàêæå èññëåäîâàíà ñâÿçü ìåæäó ñëîæíîñòüþ ðàñøèô-
ðîâêè ôóíêöèé è ñëîæíîñòüþ îïðåäåëåíèÿ èõ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Âïåðâûå ïðåäëîæåíû àíàëîãè øåííîíîâñêîé ôóíêöèè äëÿ ñëîæíî-
ñòè ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé è ïàðàëëåëüíîé ðàñøèôðîâêè, ïîçâîëÿþùèå
ñòðîèòü îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû ðàñøèôðîâêè.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Äëÿ êëàññîâ ìîíîòîííûõ, ðàçáèâàþùèõ è èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ
ôóíêöèé ïîëó÷åíû ïîðÿäêè ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ. Äëÿ ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé ïîñòðîåí àëãîðèòì îòâå-

26J.Àrðå, B.Reischuk Learning Juntas in the Presence of Noise, Theoret. Comput. Sci. 384(1): 2-21, 2007
27M.Kolountzakis, E.Markakis, A.Mehta Learning Symmetric Juntas in Time no(k), In the proceedings of

"Interface between Harmonic Analysis and Number Theory 2005"
28E.Mossel, R.O'Donnell, R.Servedio Learning juntas, In Proceedings of the 35th Annual ACM Symposium

on Theory of Computing, 2003
29J.L.Balcazar, J.Diaz, R.Gavalda, O.Watanabe An optimal parallel algorithm for learning DFA,

Proceedings of the seventh annual conference on Computational learning theory, 208-217, 1994
30J.S.Vitter, J.Lin Learning in Parallel, Inf. Comput. 96(2): 179-202, 1992
31Â.Á.Êóäðÿâöåâ, À.Å.Àíäðååâ, Ý.Ý.Ãàñàíîâ Òåîðèÿ òåñòîâîãî ðàñïîçíàâàíèÿ, ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, Ì.,

2007
32Â.Á.Êóäðÿâöåâ, Ý.Ý.Ãàñàíîâ, Î.À.Äîëîòîâà, Ã.Ð.Ïîãîñÿí Òåîðèÿ òåñòèðîâàíèÿ ëîãè÷åñêèõ

óñòðîéñòâ, ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, Ì., 2006
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òîâ íà çàïðîñû íà çíà÷åíèå ôóíêöèè, ïîçâîëèâøèé â ñëó÷àå ìàëî-
ãî ÷èñëà ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ñëîæíî-
ñòè îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ïîëíûõ ðàçáèâàþ-
ùèõ ôóíêöèé ïðè ìàëîì è áîëüøîì ÷èñëå ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ ïîëó÷åíû àñèìïòîòèêè ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûå îò îöåíîê â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îöåíîê ñëîæíîñòè ïàðàëëåëüíîé ðàñøèôðîâêè ââåäåíî ïîíÿòèå 2-
ðàçäåëÿåìûõ ôóíêöèé è ïîêàçàíî, ÷òî êëàññû ðàçáèâàþùèõ ôóíê-
öèé, ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ïñåâäî-áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è
èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ 2-ðàçäåëÿåìûìè (ò.å. ñî-
äåðæàò 2-ðàçäåëÿåìûå ôóíêöèè). Äëÿ 2-ðàçäåëÿåìûõ êëàññîâ ôóíê-
öèé ïîñòðîåí àëãîðèòì îòâåòîâ íà çàïðîñû íà çíà÷åíèå ôóíêöèè, ïîç-
âîëèâøèé ïîëó÷èòü ïîðÿäîê ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ
ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ òàêèõ ôóíêöèé.

2. Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, â
÷àñòíîñòè, äëÿ êëàññîâ ìîíîòîííûõ è ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé,
ïîëó÷åíû ìîùíîñòíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïàðàìåòðî-
ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêè òàêèõ êëàññîâ. Ïðåäëîæåí óíèâåðñàëü-
íûé àëãîðèòì ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêè èíòåðâàëüíî-
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, îïòèìàëüíûé ïî ïîðÿäêó íà ðàçëè÷íûõ ïîä-
êëàññàõ êëàññà èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. Óïîìÿíóòûå íèæ-
íèå îöåíêè è àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü àñèìïòîòè-
÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêè äëÿ
ìíîãèõ ïîäêëàññîâ èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé.

3. Ïðåäëîæåí ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè
èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñ íåáîëüøîé ïàðàëëåëüíîé
ñëîæíîñòüþ è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ïîäêëàññîâ êëàññà
èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ýòîò àëãîðèòì èìååò êàê îïòè-
ìàëüíóþ ñëîæíîñòü, òàê è îïòèìàëüíóþ ïàðàëëåëüíóþ ñëîæíîñòü.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ ýòî îòíîñèòñÿ ê êëàññàì
áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ïñåâäî-áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ
ôóíêöèé, ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé è èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíê-
öèé â öåëîì. Äëÿ äàííûõ êëàññîâ ïîëó÷åí ïîðÿäîê ñëîæíîñòè
ïàðàëëåëüíîé ðàñøèôðîâêè äëÿ îïòèìàëüíûõ ïî ïîðÿäêó â ñìûñëå
îáû÷íîé ñëîæíîñòè ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðàñøèô-
ðîâêè.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû
äèñêðåòíîãî àíàëèçà è òåîðèè ñëîæíîñòè.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà èìååò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñïåöèàëèñòàì ïî ðàñøèô-
ðîâêå ôóíêöèé, ñïåöèàëèñòàì ïî òåîðèè àëãîðèòìè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ, ïî
òåîðèè àâòîìàòîâ è èõ ïðèëîæåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü

• íà IX Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû è
êîìïüþòåðíûå íàóêè¿ (2006ã.),

• íà IX Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðè-
ëîæåíèÿ¿ (2007ã.),

• íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìà-
òèêè, ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé¿, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ðåêòîðà
ÌÃÓ àêàäåìèêà Â.À.Ñàäîâíè÷åãî (2009ã.),

• íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-
äûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2009¿, ¾Ëîìîíîñîâ-2010¿, ¾Ëîìîíîñîâ-2011¿
(2009, 2010, 2011ãã.). Íà êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâ-2011¿ íàãðàæäåí
äèïëîìîì çà ëó÷øèé äîêëàä íà ñåêöèè ¾Ìàòåìàòèêà è Ìåõàíèêà¿.

• íà Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ (2010ã.)

• íà ñåìèíàðå ¾Âîïðîñû ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïîèñêà¿ ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîôåññîðà Ý.Ý. Ãàñàíîâà, 2005�2010 ãã. (íåîäíîêðàòíî);

• íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû Ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ¾Òåîðèÿ àâòîìàòîâ¿, 2008�2010 ãã.
(íåîäíîêðàòíî);

• íà ñåìèíàðå ¾Êèáåðíåòèêà è èíôîðìàòèêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî-
ôåññîðà Â.Á.Êóäðÿâöåâà, ÌÃÓ èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 2010�2011 ãã.
(íåîäíîêðàòíî);

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè îïóáëèêîâàíû â âîñüìè ñòàòüÿõ [1]−[8] è ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèé
[9]−[14], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ
è òðåõ ãëàâ. Îáúåì äèññåðòàöèè 117 ñòð. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 37
íàèìåíîâàíèé.

7



Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â äèññåðòàöèè ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êëàññîâ ôóíê-
öèé. Ïóñòü Φ � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé. Òîãäà Φn ⊆ Φ åñòü ïîäêëàññ, ñî-
ñòîÿùèé èç ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn; Φk,n ⊆ Φn åñòü ïîäêëàññ,
ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ñóùåñòâåííî çàâèñÿ-
ùèõ íå áîëåå ÷åì îò k ïåðåìåííûõ; Φ=n ⊆ Φn åñòü ïîäêëàññ, ñîñòîÿùèé
èç ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ îò âñåõ n
ñâîèõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü f : {0, 1}Vn → N � ïñåâäî-áóëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè äëÿ ëþáûõ
ôèêñàöèé α, β, γ ∈ {0, 1}Vn, òàêèõ ÷òî α > γ > β èç f(α) = f(β) ñëåäóåò,
÷òî f(α) = f(γ), òî áóäåì íàçûâàòü f èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííîé. Äðóãèìè
ñëîâàìè, åñëè òàêàÿ ôóíêöèÿ ïðèñâàèâàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äâóì
ñðàâíèìûì íàáîðàì, òî îíà ïðèñâàèâàåò òî æå çíà÷åíèå ëþáîìó íàáîðó
èç ãðàíè, çàäàâàåìîé ýòèìè äâóìÿ íàáîðàìè. Êëàññ âñåõ òàêèõ ôóíêöèé
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ICF (interval constant functions).

Ðàññìîòðèì òàêóþ ïñåâäî-áóëåâñêóþ ôóíêöèþ, ÷òî åñëè îíà ïðèñâàèâà-
åò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äâóì ïðîèçâîëüíûì ôèêñàöèÿìè, òî îíà ïðèñâà-
èâàåò òî æå çíà÷åíèå ëþáîé ôèêñàöèè èç ãðàíè, çàäàâàåìîé ýòèìè äâóìÿ
ôèêñàöèÿìè. Òàêèå ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü ðàçáèâàþùèìè ôóíêöèÿìè

è îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ êàê SPL (splitting functions). Î÷åâèä-
íî, ÷òî êëàññ èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñîäåðæèò êëàññ ðàçáèâà-
þùèõ ôóíêöèé, ò.å. SPL ⊂ ICF. Åñëè ðàçáèâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííî
çàâèñÿùàÿ îò k ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàåò 2k çíà÷åíèé, òî áóäåì íàçûâàòü
åå ïîëíîé ðàçáèâàþùåé ôóíêöèåé. Êëàññ ïîëíûõ ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç CSPL (complete splitting functions).

Ðàññìîòðèì òàêóþ ïñåâäî-áóëåâñêóþ ôóíêöèþ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
ôèêñàöèé α è β èç òîãî, ÷òî α ≤ β ñëåäóåò, ÷òî f(α) ≤ f(β). Òàêèå
ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü ïñåâäî-áóëåâñêèìè ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè è
îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ÷åðåç PM. Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ ICF
ñîäåðæèò êëàññ ïñåâäî-áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ò.å. PM ⊂ ICF.
Êëàññ áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç M, M ⊂ PM. Ôèê-
ñàöèþ α ∈ {0, 1}Vn áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì íóëåì ôóíêöèè f ∈ Mn, åñëè
f(α) = 0 è f(β) = 1 äëÿ ëþáîé ôèêñàöèè β > α. Àíàëîãè÷íî α ÿâëÿåòñÿ
íèæíåé åäèíèöåé, åñëè f(α) = 1 è f(β) = 0 äëÿ ëþáîé ôèêñàöèè β < α.

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ � ýòî
ôóíêöèÿ, ïðèñâàèâàþùàÿ îäíî è òî æå çíà÷åíèå ëþáûì ïåðåñòàíîâêàì
ïðîèçâîëüíîé ôèêñàöèè. Ôóíêöèÿ ñ íåñóùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿ-
åòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè åå ïðîåêöèÿ, çàäàâàåìàÿ ôèêñàöèåé, ôèêñèðó-
þùåé â òî÷íîñòè åå ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå, ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé
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ôóíêöèåé. Êëàññ âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíê-
öèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç SICF. Êëàññ ñèììåòðè÷åñêèõ èíòåðâàëüíî-
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñ íå áîëåå ÷åì c + 1 ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè îáî-
çíà÷èì ÷åðåç SICFc. Ïîäìíîæåñòâî SICF, ñîñòîÿùåå èç áóëåâñêèõ ìîíî-
òîííûõ ôóíêöèé, íàçîâåì ìíîæåñòâîì ïîðîãîâûõ ôóíêöèé è îáîçíà÷èì
÷åðåç THR. Ðàññìîòðèì áóëåâñêóþ ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ äèçúþíêöèåé
íåêîòîðûõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-
ðåç OR. Î÷åâèäíî, OR ⊂ THR.

Î÷åâèäíî, ïåðåñå÷åíèå êëàññîâ ïñåâäî-áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ ôóíê-
öèé è ïñåâäî-áóëåâñêèõ ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé íå ïóñòî è íå ñîâïàäàåò
íè ñ îäíèì èç ýòèõ êëàññîâ. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ICF (íàðÿäó ñ ïñåâäî-
áóëåâñêèìè ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè) ìîæåò ïîíèìàòüñÿ êàê åñòåñòâåííîå
ïñåâäî-áóëåâñêîå îáîáùåíèå êëàññà áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Ïñåâäî-áóëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íàä {0, 1}Vn, Vn = {x1, . . . , xn} íàçûâàåò-
ñÿ 2-ðàçäåëÿåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà (i1, . . . , in), ÷òî äëÿ
ïåðåìåííûõ y1 = xi1, . . . , yn = xin âûïîëíåíî: a) åñëè yi íå ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâåííîé, òî yj íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïðè j > i; b) åñëè ïåðåìåííàÿ
y2i−1 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé è β � ÷àñòè÷íàÿ ôèêñàöèÿ, ôèêñèðóþùàÿ
β(y2i−1) = 1, òî ïðîåêöèÿ fβ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé yj ïðè j > 2i − 1;
c) åñëè ïåðåìåííàÿ y2i ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé è β � ÷àñòè÷íàÿ ôèêñàöèÿ,
ôèêñèðóþùàÿ β(y2i−1) = β(y2i) = 0, òî ïðîåêöèÿ fβ íå çàâèñèò îò ïåðå-
ìåííîé yj ïðè j > 2i. Êëàññ Φ ôóíêöèé áóäåì íàçûâàòü 2-ðàçäåëÿåìûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ n, k ∈ N êëàññ Φk,n ñîäåðæèò 2-ðàçäåëÿåìóþ ôóíêöèþ
ñ k ñóùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè. Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî êëàññû áóëåâñêèõ
ìîíîòîííûõ ôóíêöèé è ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ 2-ðàçäåëÿåìûìè.

Îïèñûâàåìîå èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî â ðàìêàõ ìîäåëè òî÷íîé ðàñøèô-
ðîâêè ïðè ïîìîùè çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè. Â ýòîé ìîäåëè ôóíêöèÿ
f îò n ïåðåìåííûõ çàäàíà ïðè ïîìîùè ÷åðíîãî ÿùèêà è çàäà÷à ó÷åíèêà
(àëãîðèòìà ðàñøèôðîâêè) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàñøèôðîâàòü f , ò.å. ïîë-
íîñòüþ âîññòàíîâèòü åå òàáëèöó çíà÷åíèé. ×òîáû ðàñøèôðîâàòü çàãàäàí-
íóþ ôóíêöèþ, àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè ìîæåò äåëàòü çàïðîñû íà çíà÷åíèå

ôóíêöèè, ò.å. ïîäàâàòü ïðîèçâîëüíûå íàáîðû èç {0, 1}Vn ÷åðíîìó ÿùèêó.
Àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè ïîäàåò çàïðîñû áëîêàìè, ó÷èòåëü îäíîâðåìåííî
îòâå÷àåò íà âñå âîïðîñû èç îäíîãî áëîêà. Â ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêå àëãî-
ðèòì ðàñøèôðîâêè äîëæåí ðàñøèôðîâàòü çàãàäàííóþ ôóíêöèþ, èñïîëü-
çîâàâ íî âîçìîæíîñòè íàèìåíüøåå ÷èñëî çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè.
Â ïàðàëëåëüíîé ïîñòàíîâêå àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè äîëæåí ìèíèìèçèðî-
âàòü ÷èñëî áëîêîâ, òðåáóåìûõ äëÿ ðàñøèôðîâêè.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü ðàñøèôðîâêè â õóäøåì ñëó÷àå. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè êëàññà Φ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì
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íà Φ, åñëè åãî ñëîæíîñòü íà Φn íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíà ïî n. Àëãî-
ðèòì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíûì íà Φ, åñëè ñëîæíîñòü àëãîðèòìà
íà Φk,n êàê ôóíêöèÿ îò k è n ñëàáî çàâèñèò îò n.

Ïóñòü Φ � íåêîòîðûé êëàññ ïñåâäî-áóëåâñêèõ ôóíêöèé. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî àëãîðèòì ðàñøèôðîâûâàåò êëàññ Φ, åñëè äëÿ ëþáîãî n ∈ N îí
ðàñøèôðîâûâàåò ëþáóþ ôóíêöèþ èç Φn ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ïîëó÷àåò n â
âèäå âõîäíîãî ïàðàìåòðà. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ ðàñøèôðîâêè
êëàññà Φ ÷åðåç A(Φ). Ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A(Φ) ìîæíî ïîíèìàòü è
êàê åäèíè÷íûé àëãîðèòì, ïîëó÷àþùèé n íà âõîä, è êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
àëãîðèòìîâ, òàêóþ ÷òî n-é àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñøèôðîâûâàåò
ôóíêöèè èç Φn. Òàêîå îïðåäåëåíèå óäîáíî ïðè ðàññìîòðåíèè àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ïîâåäåíèÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ðàñøèôðîâêè.

Ïóñòü ϕ(A, f) � ýòî ÷èñëî çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè, òðåáóåìîå
àëãîðèòìó A äëÿ ðàñøèôðîâêè ôóíêöèè f . Áóäåì íàçûâàòü ϕ(A, f) ñëîæ-

íîñòüþ àëãîðèòìà A íà ôóíêöèè f . Ïîëîæèì

ϕ(Φ, n) = min
A∈A(Φ)

max
f∈Φn

ϕ(A, f).

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ min, à íå inf, ïîñêîëüêó ÷èñëî àëãî-
ðèòìîâ ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé èç Φn êîíå÷íî. Áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó
maxf∈Φ ϕ(A, f) ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà íà êëàññå Φ. Ôóíêöèþ ϕ(Φ, n) íà-
çîâåì ñëîæíîñòüþ ðàñøèôðîâêè Φ. Åñëè ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íà Φn ïî
ïîðÿäêó ðàâíà ñëîæíîñòè ðàñøèôðîâêè Φ ïðè n → ∞, áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî àëãîðèòì A îïòèìàëüíûé íà Φ.

Ïîëîæèì, ÷òî

ϕ(Φ, n, k) = min
A∈A(Φ)

max
f∈Φk,n

ϕ(A, f).

Çàìåòèì, ÷òî ϕ(Φ, n) = ϕ(Φ, n, n). Ôóíêöèþ ϕ(Φ, n, k) áóäåì íàçûâàòü
ñëîæíîñòüþ ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêè êëàññà Φ. Åñëè ñëîæ-
íîñòü àëãîðèòìà A íà Φk,n ïî ïîðÿäêó ðàâíà ñëîæíîñòè ïàðàìåòðî-
ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêè Φ ïðè n, k →∞, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì
A ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíûì íà Φ.

Ïóñòü ϕp(A, f) � ýòî ÷èñëî áëîêîâ çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè, òðå-
áóåìûõ àëãîðèòìó A äëÿ ðàñøèôðîâêè ôóíêöèè f . Âåëè÷èíó ϕp(A, f) áó-
äåì íàçûâàòü ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà A íà ôóíêöèè f . Âå-
ëè÷èíó maxf∈Φ ϕp(A, f) íàçîâåì ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà A
íà êëàññå Φ.

Îáîçíà÷èì Aq(Φ, n, k) = {A ∈ A(Φ) : ϕ(A,Φk,n) ≤ q}.
Ïîëîæèì

ϕp(Φ, n, k, q) = min
A∈Aq(Φ,n,k)

max
f∈Φk,n

ϕp(F, f).
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Ïóñòü Φ � íåêîòîðûé êëàññ ïñåâäî-áóëåâñêèõ ôóíêöèé. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî àëãîðèòì îïðåäåëÿåò ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå ôóíêöèé êëàñ-
ñà Φ, åñëè äëÿ ëþáîãî n ∈ N îí íàõîäèò ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå ëþáîé
ôóíêöèè èç Φn ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ïîëó÷àåò n â âèäå âõîäíîãî ïàðàìåòðà.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ
ôóíêöèé êëàññà Φ ÷åðåç B(Φ). Êàê è â ñëó÷àå ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé, ëþ-
áîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B(Φ) ìîæíî ïîíèìàòü è êàê åäèíè÷íûé àëãîðèòì,
ïîëó÷àþùèé n íà âõîä, è êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãîðèòìîâ, òàêóþ ÷òî
n-é àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñøèôðîâûâàåò ôóíêöèè èç Φn.

Ïóñòü ψ(B, f) � ýòî ÷èñëî çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè, òðåáóåìîå
àëãîðèòìó B äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f . Áó-
äåì íàçûâàòü ψ(B, f) ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà B íà ôóíêöèè f . Ïîëîæèì

ψ(Φ, n) = min
B∈B(Φ)

max
f∈Φn

ψ(B, f).

Ìû ñíîâà èñïîëüçóåì min, à íå inf, ïîñêîëüêó ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ àëãîðèòìîâ äëÿ Φn êîíå÷íî. Áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó maxf∈Φ ψ(B, f)
ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà B íà Φ. Ôóíêöèþ ψ(Φ, n) íàçîâåì ñëîæíîñòüþ

îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèé â Φ. Åñëè ñëîæíîñòü àë-
ãîðèòìà B íà Φn ïî ïîðÿäêó ðàâíà ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ ôóíêöèé â Φ ïðè n → ∞, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì B
îïòèìàëüíûé íà Φ.

Ïîëîæèì, ÷òî

ψ(Φ, n, k) = min
B∈B(Φ)

max
f∈Φk,n

ψ(B, f).

Çàìåòèì, ÷òî ψ(Φ, n) = ψ(Φ, n, n). Ôóíêöèþ ψ(Φ, n, k) áóäåì íàçûâàòü
ñëîæíîñòüþ ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðå-

ìåííûõ ôóíêöèé êëàññà Φ. Åñëè ñëîæíîñòü àëãîðèòìà B íà Φk,n ïî ïîðÿä-
êó ðàâíà ñëîæíîñòè ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ ôóíêöèé èç Φ ïðè n, k →∞, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì B
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíûì íà Φ.

Ïóñòü ψp(B, f) � ýòî ÷èñëî áëîêîâ çàïðîñîâ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè, òðå-
áóåìûõ àëãîðèòìó B äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ôóíê-
öèè f . Âåëè÷èíó ψp(B, f) áóäåì íàçûâàòü ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòüþ àëãî-

ðèòìà B íà ôóíêöèè f . Âåëè÷èíó maxf∈Φ ψp(B, f) íàçîâåì ïàðàëëåëüíîé

ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà B íà êëàññå Φ.
Îáîçíà÷èì Bq(Φ, n, k) = {B ∈ B(Φ) : ψ(B,Φk,n) ≤ q}.
Ïîëîæèì

ψp(Φ, n, k, q) = min
B∈Bq(Φ,n,k)

max
f∈Φk,n

ψp(F, f).
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Â ãëàâå 1 èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïñåâäî-áóëåâñêèõ ôóíêöèé. Äëÿ êëàññîâ ìîíîòîí-
íûõ, ðàçáèâàþùèõ è èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû ïîðÿäêè
ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî ψ(Ψ, n, k) �
k log n ïðè n, k →∞ è 2k = O(k log n), ãäå Ψ ∈ {PM,M, SPL, ICF}.

Äëÿ ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé ïîñòðîåí àëãîðèòì îòâåòîâ íà çàïðîñû íà
çíà÷åíèå ôóíêöèè, ïîçâîëèâøèé â ñëó÷àå ìàëîãî ÷èñëà ñóùåñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 2. Èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

ψ(SPL, n, k) ∼ k log n

ïðè n, k →∞ è 2k = o(k log n).

Äëÿ ïîëíûõ ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé ïðè ìàëîì è áîëüøîì ÷èñëå ñó-
ùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷åíû àñèìïòîòèêè ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ
ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûå îò îöåíîê â îáùåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü k = log2 log n+ β(n), 2β(n) → 0 ïðè n→∞. Òîãäà

ψ(CSPL, n, k) ∼ log n.

Òåîðåìà 4. Ïðè k ∼ n, n→∞ âûïîëíåíî

ψ(CSPL, n, k) ∼ n.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñëîæíîñòè ïàðàëëåëüíîé ðàñøèôðîâêè ââåäåíî
ïîíÿòèå 2-ðàçäåëÿåìûõ ôóíêöèé è ïîêàçàíî, ÷òî êàê êëàññ ðàçáèâàþùèõ
ôóíêöèé, òàê è êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ 2-ðàçäåëÿåìûìè (ò.å.
ñîäåðæàò 2-ðàçäåëÿåìûå ôóíêöèè), îòêóäà êëàññû ïñåâäî-áóëåâñêèõ ìîíî-
òîííûõ ôóíêöèé è èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé òàêæå ÿâëÿþòñÿ 2-
ðàçäåëÿåìûìè. Äëÿ 2-ðàçäåëÿåìûõ êëàññîâ ôóíêöèé ïîñòðîåí àëãîðèòì
îòâåòîâ íà çàïðîñû íà çíà÷åíèå ôóíêöèè, ïîçâîëèâøèé ïîëó÷èòü ïîðÿ-
äîê ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ òà-
êèõ ôóíêöèé, ò.å. äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 5. Äëÿ k, n ∈ N è ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû c > 2, òàêîé ÷òî

2k < ( c2 − 1)k log n, âûïîëíåíî

ψp(Ψ, n, k, c · k log n) � k

ïðè k, n→∞, ãäå Ψ ∈ {PM,M, SPL, ICF}.

Â ãëàâå 2 èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñøèô-
ðîâêè êëàññîâ ïñåâäî-áóëåâñêèõ ôóíêöèé. Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êëàññîâ ìîíîòîííûõ
è ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé, ïîëó÷åíû ìîùíîñòíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíî-
ñòè ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêè òàêèõ êëàññîâ. Ïðåäëîæåí óíè-
âåðñàëüíûé àëãîðèòì ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñøèôðîâêè èíòåðâàëüíî-
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, îïòèìàëüíûé ïî ïîðÿäêó íà ðàçëè÷íûõ ïîäêëàññàõ
êëàññà èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü Φ ⊆ ICF, A ∈ A(Φ) è äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ξ(n)
âûïîëíåíî ϕ(A,Φn) = O(ξ(n)) ïðè n → ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé

àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè A′ ∈ A(Φ), ÷òî ϕ(A′,Φk,n) = O(k log n+
∑k

i=1 ξ(i))
ïðè n, k →∞.

Óïîìÿíóòûå íèæíèå îöåíêè è àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè ïîçâîëèëè ïî-
ëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíîé ðàñ-
øèôðîâêè äëÿ ìíîãèõ ïîäêëàññîâ èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 7. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

• ϕ(ICF, n, k) � ϕ(PM, n, k) � ϕ(SPL, n, k) � k log n + 2k ïðè n, k →
∞,

• ϕ(M, n, k) � k log n+ 2k
√
k
ïðè n, k →∞,

• ∀c = const ϕ(SICFc, n, k) � ϕ(THR, n, k) � ϕ(OR, n, k) � k log n ïðè

n→∞ è log k = o(log n).

Â ãëàâå 3 èññëåäóåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïàðàìåòðî-
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðàñøèôðîâêè ïñåâäî-áóëåâñêèõ ôóíêöèé.
Ïðåäëîæåí ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè èíòåðâàëüíî-
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñ íåáîëüøîé ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòüþ è ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ïîäêëàññîâ êëàññà èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé
ýòîò àëãîðèòì èìååò êàê îïòèìàëüíóþ ñëîæíîñòü, òàê è îïòèìàëüíóþ
ïàðàëëåëüíóþ ñëîæíîñòü.
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü Φ ⊆ ICF. Ñóùåñòâóåò òàêîé àëãîðèòì A ∈ A(Φ),
÷òî ϕ(A,Φk,n) = O(k log n + 2k) ïðè n, k → ∞ è ϕp(A,Φ

k,n) = O(k) ïðè

n, k →∞.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ ýòî îòíîñèòñÿ ê êëàññàì
áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ïñåâäî-áóëåâñêèõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé,
ðàçáèâàþùèõ ôóíêöèé è èíòåðâàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé â öåëîì.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü Φ ⊆ ICF. Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ∈ A(Φ) âûïîëíåíî

k log n = O(ϕ(A,Φk,n)) ïðè n, k → ∞. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ A(Φ)
âûïîëíåíî ϕ(A,Φk,n) = O(k log n), òî k = O(ϕp(A,Φ

k,n)) ïðè k → ∞, ãäå

Φ ∈ ICF,PM, SPL,M.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîé îïòèìàëüíûé íà Φk,n àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè
èç A(Φ) èìååò ïàðàëëåëüíóþ ñëîæíîñòü íà Φk,n, áîëüøóþ èëè ðàâíóþ k
ïî ïîðÿäêó ïðè n→∞ è 2k = O(k log n), ãäå Φ ∈ ICF,PM, SPL,M.

Äëÿ äàííûõ êëàññîâ ïîëó÷åí ïîðÿäîê ñëîæíîñòè ïàðàëëåëüíîé ðàñ-
øèôðîâêè äëÿ îïòèìàëüíûõ ïî ïîðÿäêó â ñìûñëå îáû÷íîé ñëîæíîñòè
ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðàñøèôðîâêè.

Òåîðåìà 10. Äëÿ k, n ∈ N è ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû c > 2, òàêîé ÷òî

2k < ( c2 − 1)k log n, âûïîëíåíî

ϕp(Φ, n, k, c · k log n) � k

ïðè k, n→∞, ãäå Φ ∈ ICF,PM, SPL,M.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà åñòü ñëåäñòâèå òåîðåì 8 è 9 è óòâåðæäàåò, ÷òî àë-
ãîðèòì èç òåîðåìû 8 èìååò ìèíèìàëüíóþ ïî ïîðÿäêó ïàðàëëåëüíóþ ñëîæ-
íîñòü íà Φk,n ñðåäè âñåõ îïòèìàëüíûõ íà Φk,n àëãîðèòìîâ èç A(Φ) ïðè
n→∞ è 2k = O(k log n), ãäå Φ ∈ ICF,PM, SPL,M.

Áëàãîäàðíîñòè

ß âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ïðîôåññîðó Ãàñàíîâó Ýëüÿðó Ýëüäàðîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîìîùü
â ðàáîòå. Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü çàâåäóþùåìó êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì àêàäåìèêó, ïðîôåññîðó Âàëåðèþ Áîðèñî-
âè÷ó Êóäðÿâöåâó è âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû çà òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó,
ñïîñîáñòâóþùóþ èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå. Áëàãîäàðþ ñâîèõ ðîäèòåëåé,
Âëàäèìèðà Âèêòîðîâè÷à Îñîêèíà è Àëëó Âàñèëüåâíó Îñîêèíó, çà ïîä-
äåðæêó.
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