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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Òàêæå êàê è ðèìàíîâà, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ

î íåâûðîæäåííîñòè òåíçîðà ñòðóêòóðû, ÷òî ãåíåòè÷åñêè ñâÿçàíî ñ óðàâíåíèÿìè
Ó.Ð. Ãàìèëüòîíà â èõ èñõîäíîì âèäå. Øèðîêî èçâåñòíû ãëóáîêèå ïðèëîæåíèÿ
ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â íåáåñíîé ìåõàíèêå è äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà,
ãäå ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ
ñèìïëåêòè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè � êîêàñàòåëüíûìè ðàññëîåíèÿìè èëè îðáèòàìè
êîïðèñîåäèíåííûõ ïðåäñòàâëåíèé123. Îäíàêî ñòðóêòóðíûé òåíçîð (çàìêíóòàÿ 2-
ôîðìà), âîîáùå ãîâîðÿ, âûðîæäàåòñÿ ïðè îãðàíè÷åíèè íà ïîäìíîãîîáðàçèå.
Ïîñëåäíåå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ, áóäó÷è èíâàðèàíòíûì äëÿ ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû4. Òàêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ äåéñòâèòåëüíî âñòðå÷àþòñÿ â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ.
Ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî, ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ ðàçìåðíîñòåé çàäà÷, íîâûå
èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè áóäóò ÷àùå âñòðå÷àòüñÿ íà èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (â
öåëîì íåèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì). Ïåðâûé èç òàêèõ ñëó÷àåâ â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà5

áûë òîïîëîãè÷åñêè èçó÷åí â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè àâòîðà è ñòàë îòïðàâíîé
òî÷êîé ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè åñòåñòâåííî äîïóñòèòü, ÷òî
ìàòðèöà çàìêíóòîé 2-ôîðìû ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé ïî÷òè âñþäó, íî âûðîæäàåòñÿ
â òî÷êàõ, ñîñòàâëÿþùèõ ïîäìíîæåñòâî ìåðû íîëü. Òîãäà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ
èìååò îñîáåííîñòè, î êîòîðûõ ïî÷òè íè÷åãî íå èçâåñòíî â ñëó÷àå, êîãäà ðàíã
ôîðìû ïàäàåò íà 2k > 2. Èçâåñòíàÿ ñòàòüÿ6 ñîäåðæèò ïåðâîå è, âîçìîæíî,
åäèíñòâåííîå îáùåå èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ ñòðóêòóð. Îäíàêî, â ýòîé ãëóáîêîé
ðàáîòå ñîáñòâåííî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ îãðàíè÷åíà ïðîñòåéøèì, õîòÿ è
íàèáîëåå âàæíûì ñëó÷àåì k = 1. Äðóãèå èññëåäîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, âðàùàþòñÿ

1Abraham R., Marsden J.E. Foundations of mechanics. Benjamin/Cummings Publishing Company,
London, Amsterdam, 1978.

2Àðíîëüä Â.È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ì.: "Íàóêà", 1979.
3Ôîìåíêî À.Ò. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Ìåòîäû è ïðèëîæåíèÿ. Ì.: "ÌÃÓ", 1988.
4Ïóàíêàðå À. Íîâûå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè. Èçáðàííûå òðóäû, 1 ò. Ì.: "Íàóêà", 1971.
5Áîãîÿâëåíñêèé Î.È. Èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íà àëãåáðàõ Ëè, âîçíèêàþùèå â çàäà÷àõ

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåðèÿ ìàò. 48 (1984), � 5, 883-938.
6Martinet J. Formes de contact sur les variretres de dimension 3. in: Proc. Liverpool Singularities

Sympos. II, Lecture Notes in Math., 209. Springer, Berlin, 1971, 142�163.
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îêîëî ðåçóëüòàòîâ Ìàðòèíå è îòíîñÿòñÿ ê âûðîæäåíèÿì ñ äâóìåðíûì ÿäðîì789. Âî
ìíîãîì ýòî ñâÿçàíî ñ îáúåêòèâíîé ñëîæíîñòüþ çàäà÷è, ò.ê., ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ Â.È.
Àðíîëüäà, îòñóòñòâèå óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè â îïðåäåëåíèè ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû äåëàåò ëîêàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ñòðóêòóð íåîáîçðèìîé.
Íàïðîòèâ, âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè ïóàññîíîâñêèõ ñòðóêòóð ñðàâíèòåëüíî ëåãêî
ïîääàþòñÿ èçó÷åíèþ, ïîñêîëüêó íå ìåøàþò ãàìèëüòîíîâûì ïîëÿì áûòü âñþäó
êîððåêòíî îïðåäåëåííûìè, âêëþ÷àÿ è òî÷êè âûðîæäåíèÿ ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà10.
Ïîýòîìó íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêèå è
ïóàññîíîâñêèå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-îïðåäåëÿþùèìè, èõ âûðîæäåíèÿ èìåþò
ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå ïîñëåäñòâèÿ. Êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î êîððåêòíîé
îïðåäåëåííîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé, êîòîðîìó áûëî óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå â
ðàáîòàõ Ïíåâìàòèêîñà111213, ãäå íà âûðîæäåíèÿ çàìêíóòûõ 2-ôîðì íàêëàäûâàåòñÿ
åñòåñòâåííîå óñëîâèå generiques. Îäíàêî çà èñêëþ÷åíèåì ÿâíî çàäàííûõ â
êîîðäèíàòàõ 2-ôîðì íóæíîãî âèäà, â ñëó÷àå âûðîæäåíèé êîðàíãà 2k > 2

îòñóòñòâóåò ñïîñîá ïðîâåðêè ýòîãî óñëîâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñåãîäíÿ íå ñóùåñòâóåò
ñêîëüêî-íèáóäü îáùåé òåîðèè ìíîãîîáðàçèé ñ âûðîæäåííûìè îñîáåííîñòÿìè
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ïðè êîòîðûõ ðàçìåðíîñòè ÿäåð ôîðìû ïðåâûøàþò 2.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàçâèòà òåîðèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó óñëîâèþ êîíòàêòíîñòè.
Îíî ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ 2-ôîðì, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êàõ ãèïåðïîâåðõíîñòè, áóäó÷è íåâûðîæäåííîé âñþäó
âíå åå. Êëàññ íåñóùèõ íà ñåáå òàêèå ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèé, â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñèìïëåêòèçàöèè êîíòàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé è àíàëîãè÷íûå

7Àðíîëüä Â.È., Ãèâåíòàëü À.Á. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû
ìàòåìàòèêè. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 4 (1985), 7-139.

8Janeczko S., Kowalczyk A. On singularities in the degenerated symplectic geometry. Hokkaido Math.
J. 19 (1990), 103-123.

9Domitrz W., Janeczko S., Pasternak-Winiarski Z. Geometry and representations of the singular sym-
plectic forms. Geometry and topology of caustics - CAUSTICS 02. Banach Center Publ, 62 (2004),
57-71.

10Weinstein A. The local structure of Poisson manifolds. J. Di�. Geom. 18 (1983), 523�557.
11Pnevmatikos S. Structures hamiltoniennes en presence de contraintes. C. R. Acad. Sci., Paris, Ser.

A-B 289. (1979), � 16, A799-A802.
12Pnevmatikos S. Structures symplectiques singulieres generiques. Ann. Inst. Fourier. 34 (1984), � 3,

201-218.
13Pnevmatikos S., Pliakis D. Gauge �elds with generic singularities. Math. Phys. Anal. Geom. 3

(2000), � 4, 305-321.
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êîíñòðóêöèè äëÿ ëîêàëüíûõ àëãåáð Ëè14. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
äàííîé ðàáîòû, êîòîðàÿ íå èìååò ãåíåòè÷åñêèõ ñâÿçåé ñ êîíòàêòíîé ãåîìåòðèåé,
ïðîíèêàþò â îáëàñòü èññëåäîâàíèé åå "âëîæåíèé" â ñèìïëåêòè÷åñêóþ151617.
Äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè îêàçàëîñü
âîçìîæíûì èçó÷èòü ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé, â êîíòåêñòå
çàäà÷è íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ñ âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà {det ω 6= 0}.
Íà ýòîé îñíîâå ïîñòðîåíà òåîðèÿ, êîòîðàÿ ñëåäóåò êëþ÷åâûì ïîíÿòèÿì è
ôàêòàì ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè18, âêëþ÷àÿ àíàëîãè òåîðåì Äàðáó è Ëèóâèëëÿ.
Ïðèìåíèòåëüíî ê êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè, îòñþäà âîçíèêàåò ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîñòè
ïî Ëèóâèëëþ êîíòàêòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, è èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà.
Â ñëó÷àå k = 2, êîòîðûé íå âñòðå÷àåòñÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, èñòî÷íèêîì
ôèçè÷åñêè�ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðîâ îêàçàëàñü òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
â âàêóóìå19. Ïîíÿòèå íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ââåäåííîå â äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòå, ïîäðàçóìåâàåò ïîñòàíîâêó íîâîé çàäà÷è � îá óñòðîéñòâå ïîëÿ âáëèçè
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãðàíèöû. Ïîëó÷åííûå íà ýòîì ïóòè, ïåðâûå ðåçóëüòàòû
èìåþò ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
1. Îáîñíîâàòü ïðèìåíèìîñòü òåîðèè èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà ê

èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû.

2. Èññëåäîâàòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì,
ñâÿçàííûõ ñ îñîáåííîñòÿìè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

3. Èçó÷èòü ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

4. Íàéòè ýôôåêòèâíûé êðèòåðèé êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè ãàìèëüòîíîâûõ
ïîëåé, ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñïîñîá âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû.

5. Äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè
14Êèðèëëîâ À.À. Ëîêàëüíûå àëãåáðû Ëè. Óñïåõè ìàò. íàóê. 31 (1976), � 4, 57-76.
15Gray J.W. Some global properties of contact structures. Ann. of Math. 2 (1959), � 69, 421-450.
16Eliashberg Y. On symplectic manifolds with some contact properties. J. Di�erential Geometry. 33

(1991), � 1, 233-238.
17Etnyre J. On symplectic �llings. Algebr. & Geom. Topology. 4 (2004), 73-80.
18Fomenko A.T. Symplectic Geometry. (Second edition). Gordon and Breach, 1995.
19Ëàíäàó Ë.Ä., Ëèôøèö Å.Ì. Òåîðèÿ ïîëÿ. M.: "Ôèçìàòãèç", 1962.
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ââåäåííûì îãðàíè÷åíèÿì, äîêàçàòü àíàëîãè òåîðåì Äàðáó è Ëèóâèëëÿ.
6. Íàéòè íîâûå ïðèìåðû ñèìïëåêòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé â ôèçèêå, à òàêæå

ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ðàçâèòîé òåîðèè.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è

ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè, òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è êëàññè÷åñêîé òåîðèè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, çà èñêëþ÷åíèåì §§ 1.1, 2.1, 4.1, ñîäåðæàùèõ ñïðàâî÷íûé

ìàòåðèàë è èñòîðèþ âîïðîñà, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åííûìè ñàìîñòîÿòåëüíî.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíåñåííûå íà çàùèòó, ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Â ïðåäìåòíóþ îáëàñòü òåîðèè èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà âêëþ÷åíû
èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàäàííûå íà 4-ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèÿõ ñ òèïè÷íûìè îñîáåííîñòÿìè (òåîðåìà 3 § 2.2).

2. Íàéäåíû óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îáåñïå÷èâàþùèå
êîððåêòíóþ îïðåäåëåííîñòü ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé ïðè íåêîòîðîì åñòåñòâåííîì,
èçâåñòíîì îãðàíè÷åíèè (îïðåäåëåíèå 1 ï. 3.1.2, òåîðåìà 1 ï. 3.1.3).

3. Íàéäåí êàíîíè÷åñêèé âèä ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû â îêðåñòíîñòè
êîíòàêòíîé òî÷êè (òåîðåìà 3 ï. 3.1.4).

4. Èçó÷åíî òèïè÷íîå ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â êîíòàêòíûõ
òî÷êàõ (òåîðåìà 6 ï. 3.3.1).

5. Äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êîíòàêòíûìè
îñîáåííîñòÿìè, äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ëèóâèëëÿ (òåîðåìà 7 ï. 3.3.2)

6. Èçó÷åíà ãåîìåòðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè êîíòàêòíîé òî÷êè íóëåâîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè (òåîðåìà 1 § 4.2).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

îòêðûâàþò íîâîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
è ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå. Îíè ìîãóò èìåòü ïðèëîæåíèÿ â êîíòàêòíîé
ãåîìåòðèè è òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ êîíòàêòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ
ðàçðàáîòêó ìåòîäîâ ÿâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è àíàëèç ôàçîâîé òîïîëîãèè.
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Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè òàêæå ïðèëàãàåìû â ýëåêòðîäèíàìèêå, ãäå ââîäÿòñÿ íîâûå
îáúåêòû èññëåäîâàíèÿ ñ ÿñíûì ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä è
íåêîòîðûå ôîðìóëû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé âáëèçè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãðàíèöû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
Íà ïðîòÿæåíèè ðàáîòû (1999 � 2010) âñå åå ïðîìåæóòî÷íûå èòîãè îáñóæäàëèñü

íà ñåìèíàðå À.Ò. Ôîìåíêî "Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû". Ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé ÌÃÓ, êàôåäðû îáùåé ôèçèêè è òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà
ÌÝÈ (2008), Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ (2011) è ïðåäñòàâëÿëèñü íà ñëåäóþùèõ
êîíôåðåíöèÿõ:

1. 8 ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Óñòîé÷èâîñòü, óïðàâëåíèå è äèíàìèêà
òâåðäîãî òåëà", ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû, ã. Äîíåöê, 2002ã.,

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ þáèëåéíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è äèíàìèêè
òâåðäîãî òåëà", ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû, ã. Äîíåöê, 2004ã.,

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ", ã.
Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2006ã.

Ïóáëèêàöèè.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïóáëèêîâàíû â 9 ñòàòüÿõ â âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ

íàó÷íûõ æóðíàëàõ è èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ, íàïèñàííûõ áåç ñîàâòîðîâ, ñïèñîê
êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.
Îáúåì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 218 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 14 ðèñóíêîâ.

Îíà ñîñòîèò èç îáùåé õàðàêòåðèñòèêè è ÷åòûðåõ ãëàâ îñíîâíîãî òåêñòà. Òåîðåìû è
äðóãèå óòâåðæäåíèÿ íóìåðóþòñÿ âíóòðè êàæäîé ãëàâû, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ãëàâ.
Â àâòîðåôåðàòå ñîõðàíÿåòñÿ íóìåðàöèÿ èç òåêñòà.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ.

Ãëàâà 1 ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé.
Â § 1.1 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû èç ñèìïëåêòè÷åñêîé è êîíòàêòíîé

ãåîìåòðèé. Â § 1.2 îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäíûé ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü M åñòü ìíîãîîáðàçèå ñ çàìêíóòîé 2-ôîðìîé ω,
âûðîæäàþùåéñÿ â òî÷êàõ ïîäìíîæåñòâà Θ ìåðû íîëü â M . Òîãäà M íàçûâàåòñÿ
ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòüþ. Åñëè x ∈ M è rk(ωx) < dim(M),
òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ îñîáîé.

Â äàëüíåéøåì M èëè M2n åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ,
ïîäìíîæåñòâî Θ ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê x ∈ M , â êîòîðûõ det ωx = 0, è íóëåâîå
ïîäïðîñòðàíñòâî (ÿäðî) ôîðìû ωx îáîçíà÷àåòñÿ Zx. Åñëè x ∈ Θ, òî ïîäïðîñòðàíñòâî
Zx èìååò ðàçìåðíîñòü 2k, ãäå k ≥ 1.

Äîêàçàíî, ÷òî íà ëþáîì ÷åòíî-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ
è ïî÷òè âñþäó íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà (òåîðåìà 3). Íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ
ñèìïëåêòè÷åñêîé èëè ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé èçó÷åíî òèïè÷íîå
ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ ñ äâóìåðíûì
ÿäðîì. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òî÷êå x ∈ Θ ìîäóëü âåêòîðà sgrad(f) îáðàùàåòñÿ â
∞, íî íà ïðÿìîé Zx∩Txf

−1(f(x)) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî åãî ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå
èëè ïàðà ïðîòèâîïîëîæíûõ ïðåäåëüíûõ íàïðàâëåíèé (òåîðåìà 4, ñëåäñòâèå 1).

Ìíîæåñòâî Θ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïîòîêà sgrad(H), êîððåêòíî
îïðåäåëåííîãî íà M . Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: â êàêîì ñëó÷àå
ïîäìíîãîîáðàçèå Θ ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ íåêîòîðîãî èíòåãðàëà òàêîãî
ïîòîêà ? Â § 1.3 ðàññìîòðåí ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà (M, ω) âîçíèêàåò
â âèäå sgrad(H) � èíâàðèàíòíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â íåêîòîðîì ñèìïëåêòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè (N, Ω), ãäå ω = Ω|M è H åñòü íåêîòîðûé ãàìèëüòîíèàí íà N . Òîãäà
ïîëå sgrad(H|M) êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà M , è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ïóàññîíà
íàáîðà ôóíêöèé, çàäàþùèõ âëîæåíèå M ⊂ N , îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ìíîæåñòâå
Θ ⊂ M . Íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû âûøåóêàçàííûé
îïðåäåëèòåëü áûë èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû sgrad(H|M) (òåîðåìà 5).
Òàêèå ñèòóàöèè íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà2021, êîãäà M

ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ ïàðû ôóíêöèé F1 è F2 íà N (§ 2.3). Òîãäà èñêîìûé
èíòåãðàë ðàâåí îáúåìëþùåé ñêîáêå {F1, F2}, îãðàíè÷åííîé íà ïîäìíîãîîáðàçèå M .

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 5 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà íà M â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ N ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãàìèëüòîíèàíà

20Kharlamov M.P. Bifurcation diagrams of the Kowalevski top in two constant �elds. Regular & chaotic
dynamics. 10 (2005), � 4, 381-398.

21Kovalev A.M. Invariant and integral manifolds of dynamical systems and the problem of integration
of the Euler-Poisson equations. Regular & chaotic dynamics. 9 (2004), � 1, 59-72.
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H : N → R è ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì â áîòòîâñêîì ñìûñëå (ïðåäëîæåíèå 5).

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà âîïðîñó î âêëþ÷åíèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ
ñèìïëåêòè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè â ïðåäìåòíóþ îáëàñòü òåîðèè À.Ò. Ôîìåíêî
� òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Â § 2.1 êðàòêî èçëîæåíà òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-
Öèøàíãà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû2223. Òàêèå èíâàðèàíòû
èçîáðàæàþòñÿ ò.í. ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè W ∗(Q3

h), êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ãðàôû ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëîâûìè ìåòêàìè íà ðåáðàõ. Ïðè ýòîì ðåáðà îòâå÷àþò
íåïðåðûâíûì ñåìåéñòâàì òîðîâ Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ Q3

h, à âåðøèíû � áèôóðêàöèÿì.
Èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà âçàèìíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ
Ëèóâèëëÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì èëè äðóãîì èíâàðèàíòíîì 3-ìíîãîîáðàçèè.

Â § 2.3 îáîñíîâàíà ïðèìåíèìîñòü äàííîé òåîðèè ê èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì
îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàäàííûì íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòüþ (M4, ω)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà íåðåçîíàíñíàÿ, èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà sgradH c èíòåãðàëîì
F , è äàíî çàìêíóòîå, ñâÿçíîå, ðåãóëÿðíîå, îðèåíòèðîâàííîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå
ïîäìíîãîîáðàçèå Q3

h ⊂ H−1(h). Íàçîâåì ãëàäêèì êîìïëåêñîì îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ (ãëàäêèõ) ïîäìíîãîîáðàçèé, ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ ìîãóò
áûòü ðàçëè÷íûìè. Ïóñòü Q3

h òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåêîòîðûì ãëàäêèì
êîìïëåêñîì S, ñîñòîÿùåì èç òî÷åê ìíîæåñòâà Θ, òàê ÷òî ïåðåñå÷åíèå Q3

h ∩ S
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïëåêñîì è Q3

h ∩ Θ = Q3
h ∩ S . Ê ýòîìó äîáàâèì ñëåäóþùèå

ñòàíäàðòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ìå÷åíûå ìîëåêóëû W ∗(Q3
h).

1. Ïî÷òè âñå òîðû Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ Q3
h ÿâëÿþòñÿ íåðåçîíàíñíûìè.

2. Èíòåãðàë F : Q3
h → R ÿâëÿåòñÿ òàêîé ôóíêöèåé Áîòòà, ÷òî âñå åå êðèòè÷åñêèå

ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûìè îêðóæíîñòÿìè.
3. Äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è öåëîãî m > 1 ïðè ëþáîì h′ ∈ [h− ε; h + ε] ìíîæåñòâî

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíòåãðàëà F : Q3
h′ → R ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì m

âëîæåííûõ îêðóæíîñòåé S1
1(h

′), S1
2(h

′), . . . , S1
m(h′). Ïðè ýòîì êàæäàÿ îêðóæíîñòü

S1
i (h

′) ãëàäêî çàâèñèò îò h′, è îáðàçîì öèëèíäðà
⋃ {S1

i (h
′) : h− ε ≤ h′ ≤ h + ε}

22Ôîìåíêî À.Ò., Öèøàíã Õ. Òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò è êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè
èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåðèÿ ìàòåì.
54 (1990), � 3, 546-572.

23Áîëñèíîâ À.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Òîïîëîãèÿ. Ãåîìåòðèÿ.
Êëàññèôèêàöèÿ. Èæåâñê: "Óäìóðòñêèé óíèâåðñèòåò", 1999.
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îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F = (H,F ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ σi, êîòîðàÿ
òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò îòðåçîê F(Q3

h) â òî÷êå (h, F (S1
i (h))). Ëþáûå äâå êðèâûå

σi è σj íå ïåðåñåêàþòñÿ èëè ñîâïàäàþò, ãäå 1 ≤ i, j ≤ m.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, ñëóæàùàÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 2.

Òåîðåìà 3 Ëþáàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà S ′ ãëàäêîãî êîìïëåêñà S èìååò
ðàçìåðíîñòü 3 èëè 2. Åñëè dimS ′ = 3, òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Q3

h ∩ S ′
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîð Ëèóâèëëÿ èëè ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî, êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ èíòåãðàëà F : Q3

h → R. Åñëè
dimS ′ = 2, òî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû Q3

h ∩ S ′ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âëîæåííûå
îêðóæíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè èëè ñîñòîÿò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê
èíòåãðàëà F : Q3

h → R.
Äëÿ ëþáîãî, äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 ìíîãîîáðàçèå Q3

h ñêëååíî èç ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò U(Nc) ïîäìíîãîîáðàçèé F−1[fc − ε ; fc + ε], âûáðàííûõ ïî âñåì
êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì fc èíòåãðàëà F : Q3

h → R. Ïðè ýòîì êàæäîå
ïîäìíîãîîáðàçèå U(Nc) íåñåò íà ñåáå ñòðóêòóðó àòîìà, êîòîðûé òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòåí àòîìó íåêîòîðîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà ñèìïëåêòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè áåç îñîáåííîñòåé, è îïðåäåëåíà ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà W ∗(Q3

h). Ëþáàÿ
èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà sgrad H̃ íà ìíîãîîáðàçèè Q̃3 ñ ìå÷åíîé ìîëåêóëîé W ∗(Q̃3)

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå sgradH íà Q3
h òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà W ∗(Q̃3) = W ∗(Q3
h) èëè ýòè ìîëåêóëû ìîãóò áûòü ñäåëàíû ðàâíûìè ïîñëå

èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèé íåêîòîðûõ ðåáåð.

Ïî ñóùåñòâó òåîðåìà 3 îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ìîëåêóë W ∗(Q3
h),

ò.å., èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà ìîæíî ïðîèãíîðèðîâàòü ñèìïëåêòè÷åñêèå
îñîáåííîñòè, åñëè Q3

h òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãëàäêèìè êóñêàìè Θ.
Â § 2.3 ðàññìîòðåí ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèÿì òåîðåìû 3, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñëó÷àåì Áîãîÿâëåíñêîãî. Îí îòâå÷àåò
íàìàãíè÷åííîìó âîë÷êó Êîâàëåâñêîé â äâóõ ñèëîâûõ ïîëÿõ (ãðàâèòàöèîííîì è
ìàãíèòíîì), äâèæåíèå êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ íà 4-ìåðíîì ïîäìíîãîîáðàçèè M
íóëåâîãî óðîâíÿ èíòåãðàëà òèïà Êîâàëåâñêîé (îáîáùåííûé I êëàññ Àïïåëüðîòà).

Â 2.3.2 äîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà 3-ìíîãîîáðàçèÿ Θ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé
(ýòî ïîíÿòèå ââîäèòñÿ â ãëàâå 3). Ñ êàæäûì èçîýíåðãåòè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì
Q3

h ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ïåðåñåêàåòñÿ ïî íåñêîëüêèì òîðàì (1, 2 èëè 4). Äëÿ
èíòåãðàëà F äàííîé ñèñòåìû, äîïîëíèòåëüíîãî ê ãàìèëüòîíèàíó H, â ïðåäëîæåíèè
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5 îïèñàíî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ïîòîêà sgrad(F ) íà òîðàõ T 2 ⊂ Q3
h ∩ Θ. Ïðè

ýòîì ñêîðîñòü ïîòîêà îáðàùàåòñÿ â ∞, íî ïðåäåëüíûå òðàåêòîðèè îáðàçóþò
êâàçèïåðèîäè÷åñêèå îáìîòêè òîðîâ, êîòîðûå òðàíñâåðñàëüíû êâàçèïåðèîäè÷åñêèì
òðàåêòîðèÿì ïîëÿ sgrad(H). Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ
ñèìïëåêòè÷åñêèå îñîáåííîñòè äàííîé çàäà÷è íè÷åì ñåáÿ íå ïðîÿâëÿþò. Îäíàêî îíè
îòðàçèëèñü â çíà÷åíèÿõ íåêîòîðûõ ε - ìåòîê (ε = ±1), ÷òî îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì
ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ñîñòîÿùèõ èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãàìèëüòîíèàíà H

è âëîæåííûõ â ïîäìíîãîîáðàçèå Θ. Íàïðèìåð, ε - ìåòêè â ìîëåêóëå a) è íà
ðåáðàõ r = ∞ â ìîëåêóëå b) (ðèñ. 1) èìåëè áû çíà÷åíèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì
çíàêîì, åñëè áû îáúåìëþùàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íå âûðîæäàëàñü â
òî÷êàõ èíâàðèàíòíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Θ = F−1(0). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íà
ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (áåç îñîáåííîñòåé) ïîäîáíûå äèíàìè÷åñêèå ýôôåêòû
íåâîçìîæíû, ò.ê. êðèòè÷åñêèå òî÷êè ãàìèëüòîíèàíà âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè
òðàåêòîðèÿìè, â ñèëó ÷åãî íå ìîãóò ëåæàòü íà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèÿõ ïîòîêà.

Ñëó÷àé Áîãîÿâëåíñêîãî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì ïðèìåðîì ê òåîðåìå
5 èç § 1.3, ãäå ðîëü íàäìíîãîîáðàçèÿ N ⊃ M èãðàåò 6-ìåðíàÿ îðáèòà O6

êîïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïïû SO(3) ñ äâóìÿ ýêçåìïëÿðàìè
R3. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë F , ñóùåñòâóþùèé íà èíâàðèàíòíîì
ïîäìíîãîîáðàçèè M = Z−1(0), ïðîïîðöèîíàëåí îáúåìëþùåé ñêîáêå Ïóàññîíà
{Z1, Z2}, ãäå Z = Z2

1 + Z2
2 åñòü èíòåãðàë òèïà Êîâàëåâñêîé íà O6. Â ïðåäëîæåíèè 7

äëÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ óñòàíîâëåí åå òîïîëîãè÷åñêèé òèï S1 × R2.
Òàêèì îáðàçîì, â ãëàâå 2 ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü òåîðèè èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-

Öèøàíãà ðàñøèðåíà çà ñ÷åò èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ ñèìïëåêòè÷åñêèìè
îñîáåííîñòÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ôèçè÷åñêè
ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷àõ. Ïî-âèäèìîìó, òàêèå ñèñòåìû ñòàíóò ïðåîáëàäàþùèìè â
ñâÿçè ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòåé èñõîäíûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ, âíóòðè êîòîðûõ,
ò.å., íà èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ ìîãóò áûòü íàéäåíû èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè
ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Ðèñ. 6: Ìå÷åíûå ìîëåêóëû W ∗(Q3
h) â ñëó÷àå Áîãîÿâëåíñêîãî.
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Ãëàâà 3 çàêëþ÷àåò â ñåáå òåîðèþ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ êîíòàêòíûìè
îñîáåííîñòÿìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ñ çàìêíóòîé 2-ôîðìîé ω,
âûðîæäàþùåéñÿ â òî÷êàõ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ è íåâûðîæäåííîé âíå åå.

Â § 3.1 ââîäèòñÿ óñëîâèå êîíòàêòíîñòè òî÷åê ρ ∈ Θ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì
îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ 2-ôîðì óêàçàííîãî âèäà, à â ñëó÷àå dimZρ = 2

ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ â êëàññå âñåõ çàìêíóòûõ 2-ôîðì íà M .
Äëÿ êàæäîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ω = (ωij) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà

îïðåäåëåí òàêîé ìíîãî÷ëåí P ∈ Z[ω1,2, . . . , ωi,j, . . . , ω2n−1,2n], ÷òî P 2 = det(ω). Îí
íàçûâàåòñÿ ïôàôôèàíîì è îáîçíà÷àåòñÿ Pf(ω).

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü (M, ω) � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ,
dimZρ = 2k â íåêîòîðîé òî÷êå ρ ∈ Θ è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü S â M , ÷òî ρ ∈ S ⊂ Θ è dimZy = 2k â êàæäîé òî÷êå y ∈ S. Òîãäà
ïðè óñëîâèÿõ Zρ 6⊂ TρS, d2k−1Pf(ω)ρ 6= 0 òî÷êà ρ íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíîé.

Óñëîâèå d2k−1Pf(ω)ρ 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáûõ êîîðäèíàòàõ õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà 2k−1 îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ êîîðäèíàò x ∈ R2n

â îêðåñòíîñòè ρ, â êàæäîé áëèçêîé òî÷êå y ∈ Θ ðàâíû íóëþ âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè
Pf

(
ωij(x)

)
, ïîðÿäêîâ îò 0 äî 2k − 2 âêëþ÷èòåëüíî (ëåììà 3).

Â ïðåäëîæåíèè 2 äàí àëãîðèòì ïðîâåðêè óñëîâèÿ êîíòàêòíîñòè â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îãðàíè÷åíà íà ÷åòíî-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå
íåêîòîðîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêëè îñîáåííîñòè).

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî î÷åâèäíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå df(Zx) ≡ 0 äëÿ
êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè ïîëÿ sgrad(f) íà M , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì. Â ñëó÷àå êîíòàêòíûõ âûðîæäåíèé åãî äîñòàòî÷íîñòü âûòåêàåò èç
ñëåäóþùåé òåîðåìû

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ρ � êîíòàêòíàÿ òî÷êà è f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà M . Åñëè
df(Zy) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ Θ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ρ, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
Θ63y→ρ

sgrad(f)(y),

ïðèíàäëåæàùèé TρΘ è ãëàäêî çàâèñÿùèé îò òî÷êè ρ.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåí êðèòåðèé êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè ãàìèëüòîíîâûõ
ïîëåé â êîíòàêòíûõ òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.
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Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâîñòü ôàçîâûõ ïîòîêîâ, ñîõðàíÿþùèõ
ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè (ïðåäëîæåíèå 6).

Ðåøåíà çàäà÷à î êàíîíè÷åñêîì âèäå çàìêíóòîé 2-ôîðìû â îêðåñòíîñòè
êîíòàêòíîé òî÷êè, ò.å., äîêàçàí ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Äàðáó.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü ρ � êîíòàêòíàÿ òî÷êà è dimZρ = 2k ≥ 2. Òîãäà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ρ ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû (x,p,q) ∈ R2k × Rn−k × Rn−k, â êîòîðûõ:

ω = d
(x2

1

2

(
dx2 +

k∑
j=2

x2j−1dx2j

))
+

n−k∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Òàêèå êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè. Â 3.1.5 èçó÷åíû ñâîéñòâà ôîðìû
îáúåìà Ω = ∧n

i=1ω. Äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ìîçåðà î òîì, ÷òî äëÿ çàìêíóòîãî è
îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè ãðóïïà H2(M,R)

íåòðèâèàëüíà (òåîðåìà 4). Ïîêàçàíî, ÷òî îáúåì ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ
êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì èëè ðàâíûì íóëþ.

Â § 3.2 îïèñàíà êàíîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ëè íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ, ñîñòîÿùåé
èç êîíòàêòíûõ òî÷åê (òåîðåìà 5, ñëåäñòâèÿ 4,5,6). Ïîëå 2k - ìåðíûõ ÿäåð Zx

îïðåäåëÿåò 2k−1 ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå x 7−→ Zx∩TxΘ, êîòîðîå âïîëíå èíòåãðèðóåìî
â ñèëó ëåììû 1 èç § 1.2. Òàêèì îáðàçîì Θ ðàññëîåíî íà 2k − 1 ìåðíûå, èíúåêòèâíî
ïîãðóæåííûå, èíòåãðàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàæäîå èõ íèõ
íåñåò íà ñåáå òî÷íóþ êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ èíâàðèàíòíî îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìîé ω è â ëþáûõ êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ x,p,q ëîêàëüíî çàäàåòñÿ 1-
ôîðìîé dx2 +

∑k
j=2 x2j−1dx2j . Òàêîå ðàññëîåíèå íà êîíòàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ

ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ íà Θ ñòðóêòóðû ðåãóëÿðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ëè ñ íå÷åòíî-
ìåðíûìè, òðàíçèòèâíûìè ñëîÿìè, à ïðè n = k ñàìî Θ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êîíòàêòíûìè
ìíîãîîáðàçèåì. Ýòèì îáóñëîâëåí òåðìèí êîíòàêòíàÿ òî÷êà.

Äîêàçàíà ðåàëèçóåìîñòü ëþáîãî òî÷íîãî êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Θ ⊂ M , ñîñòîÿùåé èç êîíòàêòíûõ òî÷åê âûðîæäåíèÿ çàìêíóòîé
2-ôîðìû ω íà M (ðàâíîé íóëþ íà TΘM). Äëÿ ýòîãî ââåäåíà êîíñòðóêöèÿ S �
ñèìïëåêòèçàöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé îáû÷íîé ñèìïëåêòèçàöèè è íå
çàâèñèò îò âûáîðà êîíòàêòíîé 1-ôîðìû (îïðåäåëåíèå 4, ïðåäëîæåíèå 9). Ãðóáî
ãîâîðÿ, ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû íà 1-ìåðíûõ ñëîÿõ ñèìïëåêòèçàöèè çàìåíÿþòñÿ
èç êâàäðàòàìè. Àíàëîãè÷íûé ëîêàëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ íå÷åòíî-ìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé Ëè ñ íå÷åòíî-ìåðíûìè ñëîÿìè (ïðåäëîæåíèå 8). Â 3.2.3 ðàññìîòðåí
ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð S � ñèìïëåêòèçàöèè, ñâÿçàííûé ñ ìåòðèêîé
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Ôðèäìàíà ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé, ãäå ñîîòâåòñòâóþùåå
êîíòàêòíîå ìíîãîîáðàçèå èìååò ðàçìåðíîñòü 7.

Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷íûå êîíòàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè Θ â ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êîíòàêòíûìè
îñîáåííîñòÿìè, îòâå÷àþùèìè îáíóëåíèþ ôîðìû ω. Ïðè ýòîì êëàññ ïîñëåäíèõ
îòíþäü íå èñ÷åðïûâàåòñÿ S � ñèìïëåêòèçàöèÿìè, ò.ê. ââåäåííàÿ â ðàáîòå
êîíñòðóêöèÿ êîíòàêòíî-ñâÿçíîé ñóììû ïîðîæäàåò ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ S � ñèìïëåêòèçàöèÿìè. Ýòà
êîíñòðóêöèÿ îïðåäåëÿåò íà ñâÿçíîé ñóììå ñèìïëåêòè÷åñêèõ 2n-ìíîãîîáðàçèé
ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó ω ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè â òî÷êàõ ñôåðû S2n−1,
ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñêëåéêà. Ïðè ýòîì âíå áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
ñôåðû ôîðìà ω ñîãëàñîâàíà ñ ñèìïëåêòè÷åñêèìè ôîðìàìè ñëàãàåìûõ (îïðåäåëåíèå
5). Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü ëåãêî îáîáùåíà íà ñëó÷àé ñêëåèâàíèÿ ïî
ïîäìíîãîîáðàçèÿì òèïà Sm × Sr, òàê ÷òî ïðè ýòîì âîçíèêàþò ìíîãîîáðàçèÿ ñ
êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè, îòâå÷àþùèìè ëþáûì ðàçìåðíîñòÿì ÿäåð ôîðìû ω .

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé òî÷êè ρ ∈ Θ ãàìèëüòîíîâà
ñèñòåìà sgrad(f), ðàññìàòðèâàåìàÿ íà M \Θ, ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:




ẋ1 = − 1
x1

∂f
∂x2

ẋ2 = 1
x1

∂f
∂x1

− 2
x2
1

(
x3

∂f
∂x3

+ x5
∂f
∂x5

+ . . . + x2k−1
∂f

∂x2k−1

)

ẋ2j+1 = 2
x2
1

(
x2j+1

∂f
∂x2

− ∂f
∂x2j+2

)
,

ẋ2j+2 = 2
x2
1

∂f
∂x2j+1

ṗi = − ∂f
∂qi

q̇i = ∂f
∂pi

,




ãäå 1 ≤ i ≤ n− k è 1 ≤ j ≤ k − 1 è dimZρ = 2k.
Â § 3.3 èçó÷åíî òèïè÷íîå ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â

êîíòàêòíûõ òî÷êàõ, ãäå k > 1.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü dimZρ = 2k ≥ 4 è f åñòü ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé òî÷êè ρ ∈ Θ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ df(Πρ) 6= 0 .
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü O òî÷êè ρ, ÷òî ∀y ∈ O ∩ Θ ïîëå sgrad(f)

èìååò òîëüêî îäíî ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå â òî÷êå y. Îíî èíöèäåíòíî 2k − 3

ìåðíîé ïëîñêîñòè Πy ∩ Hy(f) è ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì êâàçè-ïîðÿäêà 2. Ïðè
ýòîì íà ìíîæåñòâå O îïðåäåëåíî ãëàäêîå ïîëå íàïðàâëåíèé, ïðîäîëæàþùåå ïîëå
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íàïðàâëåíèé ïîòîêà sgrad(f) è âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ åãî ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ â
òî÷êàõ O ∩Θ.

Çäåñü Πρ åñòü 2k − 2 ìåðíàÿ ïëîñêîñòü êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ëè íà Θ,
à Hy(f) îáîçíà÷àåò êàñàòåëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ f−1(f(y)).
Ïðîñòðàíñòâî Πρ íàòÿíóòî íà ïðåäåëüíûå íàïðàâëåíèÿ âñåâîçìîæíûõ êîñûõ
ãðàäèåíòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ïîðÿäêà χ−2 ïðè y → ρ, y 6∈ Θ

(ïðåäëîæåíèå 10), ãäå χ(y) åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè y äî ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ â
ïðîèçâîëüíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïîëîæåíèè
êâàçè-ïîðÿäêà 2 îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Èìååò ìåñòî

lim
Θ63y′→y

χ2(y′) · sgrad(f)(y′) = v 6= 0 , lim
Θ63y′→y

|sgrad(f)(y′)| = +∞ .

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå y ∈ O∩Θ õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò âåêòîðà sgrad(f)

îáðàùàåòñÿ â ∞, íî äàííîå ãàìèëüòîíîâî ïîëå èìååò ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå.
Ïóñòü [v]+ = ∪λ>0{λv} åñòü íàïðàâëåíèå âåêòîðà v 6= 0 è [v] = ∪λ∈R{λv} .

Íàì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòüþ (M, ω) çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f , è òî÷êà ρ ëåæèò
â ìíîæåñòâå Θ.

1. Åñëè ñóùåñòâóåò limΘ63y→ρ sgrad(f)(y) = w ∈ TρM, òî âåêòîð w îáîçíà÷àåòñÿ
sgrad(f)(ρ) è íàçûâàåòñÿ êîñûì ãðàäèåíòîì f â ρ.

2. Åñëè ïðè limΘ 63y→ρ |sgrad(f)(y)| = +∞ ñóùåñòâóåò

lim
Θ63y→ρ

[sgrad(f)(y)]+ = l+ρ ⊂ TρM ,

òî íåñîáñòâåííîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå l+ρ îáîçíà÷àåòñÿ sgrad∞(f)(ρ).
3. Åñëè ïðè limΘ 63y→ρ |sgrad(f)(y)| = +∞ íàéäåòñÿ øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü O

òî÷êè ρ, ðàçäåëÿåìàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ O ∩ Θ íà äâà îòêðûòûõ ïîëóøàðèÿ O+ è
O−, è ñóùåñòâóþò ïðîòèâîíàïðàâëåííûå ïðåäåëû

lim
O+3y→ρ

[sgrad(f)(y)]+, lim
O−3y→ρ

[sgrad(f)(y)]+ ,

òî êàæäîå èç ýòèõ äâóõ íàïðàâëåíèé â TρM îáîçíà÷àåòñÿ sgrad∞± (f)(ρ).
Äîêàçàíû ñëåäóþùèå àíàëîãè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì,

çàäàííûõ íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè.

Òåîðåìà 7 Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòüþ (M2n, ω)

çàäàíû ãëàäêèå ôóíêöèè f1, . . . , fn, îïðåäåëÿþùèå íåðåçîíàíñíîå, ïóàññîíîâî
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äåéñòâèå ãðóïïû Rn íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n\Θ, ω). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îáðàç Θ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F : M → Rn èìååò ìåðó íîëü,
è íåêîòîðûé òîð Ëèóâèëëÿ T n

0 ⊂ Θ ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ òî÷åê y, â êîòîðûõ

dim TyT
n
0 ∩ Zy = k, dimZy = 2k ≥ 2 .

Òîãäà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà T n
0 îïðåäåëåíû òàêèå ôóíêöèè F1, . . . , Fn,

ÿâëÿþùèåñÿ èíòåãðàëàìè íà U \ Θ, ÷òî Θ ∩ U = F−1
1 (0) è êîâåêòîðû dF1, . . . , dFn

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà U . Ïðè ýòîì ïîëå ïðÿìûõ
[
sgrad(F1)

]
, ïîëÿ íàïðàâëåíèé

[sgrad(Fα)]+ è âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad(Fi) ãëàäêî ïðîäîëæàþòñÿ ñ U \ Θ íà âñå
ìíîæåñòâî U , ãäå 2 ≤ α ≤ k è k + 1 ≤ i ≤ n. Äëÿ ëþáîãî òîðà Ëèóâèëëÿ
T n ⊂ U ∩Θ â êàæäîé òî÷êå ρ ∈ T n èìååò ìåñòî

TρT
n =

(Zρ ∩ TρT
n
)⊕ [

sgrad(Fk+1)(ρ), . . . , sgrad(Fn)(ρ)
]

,

Zρ ∩ TρT
n =

[
sgrad∞± (F1)(ρ), sgrad∞(F2)(ρ), . . . , sgrad∞(Fk)(ρ)

]
.

Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëåé sgrad(Fi) è èíòåãðàëüíûå êðèâûå
ðàñïðåäåëåíèé

[
sgrad∞± (F1)

]
, [sgrad∞(Fα)] ÿâëÿþòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè

îáìîòêàìè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ óãëîâûõ êîîðäèíàò, ãëàäêî çàâèñÿùèõ
îò òîðà T n ⊂ U ; ïðè k > 1 â êàæäîé òî÷êå ρ ∈ T n èìååò ìåñòî

Πρ ∩ TρT
n =

[
sgrad∞(F2)(ρ), . . . , sgrad∞(Fk)(ρ)

]
,

ãäå Πρ åñòü ïëîñêîñòü êàíîíè÷åñêîé êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû íà ëþáîì,
ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó ρ èíòåãðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè èíòåãðèðóåìîãî, 2k − 1

ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ y 7−→ Zy ∩ TyΘ, îïðåäåëåííîãî íà ãèïåðïîâåðõíîñòè U ∩Θ.
Èíòåãðàëû Fi ìîãóò áûòü ÿâíî âûðàæåíû ôîðìóëàìè (3.27), è â ýòîì ñëó÷àå

âñå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëåé sgrad(Fi) ÿâëÿþòñÿ 2π - ïåðèîäè÷åñêèìè.

Ôîðìóëà (3.27) èìååò îáû÷íûé âèä

Fi =
1

2π

∫

γi

β , k + 1 ≤ i ≤ n,

ãäå β åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ îò ω è öèêëû γi ãîìîëîãè÷íû ëèíèÿì êàêèõ-íèáóäü óãëîâûõ
êîîðäèíàò ϕi , òàê ÷òî îïðåäåëÿåìûé èìè òîð T n−k ⊂ T n â êàæäîé ñâîåé òî÷êå y

òðàíñâåðñàëåí k - ìåðíîé ïëîñêîñòè Zy ∩ TyT
n, åñëè T n ⊂ Θ.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 êàæäàÿ êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïðîîáðàçà ëþáîãî
ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ F = f1×. . .×fn ÿâëÿåòñÿ òîðîì T n (ïðåäëîæåíèå
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2 § 2.2), êîòîðûé íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì Θ èëè öåëèêîì ëåæèò â íåì
(ïðåäëîæåíèå 3 § 2.2). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ òîðîì Ëèóâèëëÿ, è
òåîðåìà 7 îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïîòîêîâ èíòåãðàëîâ âáëèçè òàêîãî òîðà. Ðàçìåðíîñòü
ïîäïðîñòðàíñòâà TρT

n
0 ∩ Zρ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå k (ïðåäëîæåíèå 13). Ïîýòîìó

â òåîðåìå 7 îïèñàí ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 14, íàáîð
èíòåãðàëîâ F1, . . . , Fn íåëüçÿ óëó÷øèòü â ñìûñëå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ íà U ∩Θ.

Òåîðåìà 8 Ïóñòü n > 1 è íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòüþ
(M2n, ω) çàäàíû ôóíêöèè f1, . . . , fn, îïðåäåëÿþùèå íåðåçîíàíñíîå, ïóàññîíîâî
äåéñòâèå ãðóïïû Rn íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n\Θ, ω). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îáðàç ìíîæåñòâà Θ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F = (f1, . . . , fn)

èìååò ìåðó íîëü â Rn, è íåêîòîðûé òîð Ëèóâèëëÿ T n
0 ⊂ Θ ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ

òî÷åê ρ, â êîòîðûõ Zρ = TρM .
Òîãäà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà T n

0 îïðåäåëåíû íåçàâèñèìûå ôóíêöèè
x, s2, . . . , sn, ÿâëÿþùèåñÿ èíòåãðàëàìè ïóàññîíîâà äåéñòâèÿ íà U \Θ. Íà îòêðûòîì
ìíîæåñòâå U îïðåäåëåíû òàêèå êîîðäèíàòû

(x, s2, . . . , sn, ϕ1 mod 2π, . . . , ϕn mod 2π) ,

÷òî (ìíîãîçíà÷íûå) ôóíêöèè ϕ1, . . . , ϕn ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè íà
òîðàõ Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U , è ôîðìà ω èìååò íà ìíîæåñòâå U êàíîíè÷åñêèé âèä:

ω = d
(x2

2

(
dϕ1 +

n∑
j=2

sjdϕj

))
.

Â ñëó÷àå dimZρ < dim M ïðèâåäåíèå ôîðìû ω ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó íà U

âîçìîæíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ êàæäîãî òîðà T n ⊂ U ∩ Θ

âñå ìàêñèìàëüíûå èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ (k - ìåðíîãî, èíòåãðèðóåìîãî)
ðàñïðåäåëåíèÿ T n 3 y 7−→ Zy ∩ TyT

n ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè (ïðåäëîæåíèÿ 15, 16).
Ýòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ îòíþäü íå îáÿçàíû áûòü êîìïàêòíûìè (ïðåäëîæåíèå 5 § 2.3).
Åñëè æå îíè îêàçàëèñü êîìïàêòíûìè, òî ôîðìà ω ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

ω = d
(x2

2

(
dϕ1 +

k∑
j=2

sjdϕj

))
+

n∑

i=k+1

dsi ∧ dϕi .

Â § 3.4 ââåäåíî ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ, êîíòàêòíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû, ãäå ðîëü ñêîáêè Ïóàññîíà èãðàåò ñêîáêà Ëàãðàíæà [∗, ∗]. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî äîáàâèòü óñëîâèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó ðàâíû íóëþ ïðîèçâîäíûå
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èíòåãðàëîâ âäîëü (1-ìåðíûõ) ÿäåð ôîðìû dθ, ãäå θ åñòü êîíòàêòíàÿ 1-ôîðìà.
Ôîðìàëüíî ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñå èíòåãðàëû êîììóòèðóþò ñ ïðîèçâîëüíîé
êîíñòàíòîé. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ñêîáêà Ëàãðàíæà èìååò ãàìèëüòîíîâî âûðàæåíèå
[f, g] = Xf (g) = −Xg(f) , ãäå Xf åñòü êîíòàêòíîå âåêòîðíîå ïîëå ñ êîíòàêòíûì
ãàìèëüòîíèàíîì f . Îáîçíà÷èì L(X1, . . . , Xm) ïëîñêîñòü, íàòÿíóòóþ íà âåêòîðû
X1, . . . , Xm. Èç òåîðåìû 8 âûòåêàåò ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ëèóâèëëÿ.

Òåîðåìà 9 Ïóñòü íà òî÷íîì 2n − 1 ìåðíîì êîíòàêòíîì ìíîãîîáðàçèè (K, Π)

ôèêñèðîâàíà êîíòàêòíàÿ 1-ôîðìà θ, è äàíû ïî÷òè âñþäó íåçàâèñèìûå ôóíêöèè
f1, . . . , fn−1, òàê ÷òî [fi, fj] = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ i, j ≤ n − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ
êàæäîé ôóíêöèè fi ñïðàâåäëèâî dfi(Ker(dθ)) = 0, è ïðîîáðàç ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî
çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f1 × . . .× fn−1 : K → Rn−1 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Òîãäà êàæäàÿ èç ôóíêöèé fi ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì êàæäîãî ïîòîêà Xfj
,

è ïðîèçâîëüíàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëîâ
f1, . . . , fn−1 ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì â K òîðîì T n, íà êîòîðîì êàæäîå èç ïîëåé Xfi

îïðåäåëÿåò êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå.
Ïðè ýòîì íåêîòîðàÿ íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü U òîðà T n ⊂ K ðàññëîåíà

âëîæåííûìè, Xfi
� èíâàðèàíòíûìè n-òîðàìè. Ëþáîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå

ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîñêîñòåé L(Xf1 , . . . , Xfn−1

)
, êîòîðîå ïðîõîäèò ÷åðåç íåêîòîðóþ

òî÷êó U , ÿâëÿåòñÿ ëåæàíäðîâûì è èíúåêòèâíî ïîãðóæåííûì â Xfi
�

èíâàðèàíòíûé n-òîð, ãäå 1 ≤ i ≤ n− 1.
Íà U îïðåäåëåíû íåçàâèñèìûå ôóíêöèè s2, . . . , sn, ÿâëÿþùèåñÿ èíòåãðàëàìè

êàæäîãî èç ïîòîêîâ Xfi
. Íà ìíîãîîáðàçèè U îïðåäåëåíû êîîðäèíàòû

(s2, . . . , sn, ϕ1 mod 2π, . . . , ϕn mod 2π),

ãäå ϕ1, . . . , ϕn åñòü óãëîâûå êîîðäèíàòû íà òîðàõ s = const. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ
êîíòàêòíàÿ ôîðìà θ èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä

θ = dϕ1 +
n∑

j=2

sjdϕj .

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ êîíòàêòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé íàøëà
èíòåðåñíîå ïðèëîæåíèå â êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè.

7Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ïðèìåðàì è ïðèëîæåíèÿì òåîðèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè, íàéäåííûì â ýëåêòðîäèíàìèêå.
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Èñõîäíûì ñîîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Òðàäèöèîííî ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíî, à åãî ãðàíèöà ñ÷èòàåòñÿ ðàñïîëîæåííîé â
áåñêîíå÷íîñòè. Ìåæäó òåì ïîëå èìååò êðàé (ïåðåäíèé ôðîíò), êîòîðûé
áûñòðî óäàëÿåòñÿ îò èñòî÷íèêîâ, çàìåòàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îáíóëÿåòñÿ íà
ýòîé 3-ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ìîæåò áûòü
èñòî÷íèêîì ïðèìåðîâ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè,
êîòîðûå îòâå÷àþò ïîëíîìó îáíóëåíèþ ñòðóêòóðíîé ôîðìû

ω = −cdt ∧ (Exdx + Eydy + Ezdz) + dx ∧ (Hzdy −Hydz) + Hxdy ∧ dz

(çàìêíóòîé â ñèëó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà), ò.å., òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ R4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ãàëèëååâûìè êîîðäèíàòàìè (r, t) =

(x, y, z, t), êîòîðûå îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå, è c
ìåòðèêîé ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. Ïóñòü R3

t = {(r, t) ∈ R4 : r ∈ R3}.
Â § 4.1 ñîáðàíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïîëÿ è ðàññìîòðåíû íàâîäÿùèå

ïðèìåðû. Â § 4.2 äàíû ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðè íåêîòîðûõ, åñòåñòâåííûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ èçó÷åíà ãåîìåòðèÿ ïîëÿ âáëèçè íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Äàííîå
ïîíÿòèå ñëóæèò ôîðìàëèçàöèåé ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé
ãðàíèöå, õîòÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ è ñàìî ïî ñåáå.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü íà 4-ìåðíîì ïîäìíîãîîáðàçèè U ⊂ R4 (âîçìîæíî ñ êðàåì)
äàíà çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà

ω = −cdt ∧ (Exdx + Eydy + Ezdz) + dx ∧ (Hzdy −Hydz) + Hxdy ∧ dz ,

è ôèêñèðîâàíà ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ⊂ U . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé
òî÷êå p ∈ Θ ôîðìà ωp ðàâíà íóëþ, è ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð ξ ∈ TpΘ,
êîòîðûé èçîòðîïåí îòíîñèòåëüíî ds2.

Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Θ ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîãî òåíçîðîì ω. Åñëè â íåêîòîðûõ ãàëèëååâûõ
êîîðäèíàòàõ ïðè ôèêcèðîâàííîì t ìíîæåñòâî Ft = R3

t∩Θ íåïóñòî, òî ïîâåðõíîñòü
Ft ⊂ R3

t íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ôðîíòîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Óñëîâèå îá èçîòðîïíîì âåêòîðå ξ âåñüìà åñòåñòâåííî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Îíî ïîòðåáîâàëîñü äëÿ òîãî, ÷òîáû â ëþáûõ ãàëèëååâûõ êîîðäèíàòàõ áûëî êîððåêòíî
îïðåäåëåíî ãëàäêîå (íåèíâàðèàíòíîå) 2-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå Ft.
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Òåîðåìà 1 Ïóñòü Θ � íóëåâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ïîëÿ ñ ôîðìîé ω, èìåþùåé
êîíòàêòíîå âûðîæäåíèå â íåêîòîðîé òî÷êå p0 ∈ Θ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü O 3 p0, ÷òî S = O ∩ Θ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ è
ìàòðèöà ω íåâûðîæäåíà íà O \ Θ. Åñëè ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρ ðàâíà íóëþ íà S,
òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p = (r, t) ∈ S ñóùåñòâóþò ãëàäêî çàâèñÿùèå îò p, âçàèìíî
îðòîãîíàëüíûå â R3

t ïðåäåëû

lim
Θ63q→p

[E(q)]+ ⊂ TrFt è lim
Θ63q→p

[H(q)]+ ⊂ TrFt ,

è êàæäàÿ èç âåëè÷èí |E(q)| è |H(q)| ïðè Θ 63 q → p èìååò ïîðÿäîê χ(q), ãäå χ(r, t)

� åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå â R3
t îò òî÷êè r äî íóëåâîãî ôðîíòà Ft .

Åñëè ïëîòíîñòü çàðÿäîâ íà íóëåâîì ôðîíòå òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, òî,
ñîãëàñíî òåîðåìå 1, â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé áëèçîñòè îò êîíòàêòíîé òî÷êè
(r0, t0) ∈ Θ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåëè÷èíû âåêòîðîâ
E è H ïðîïîðöèîíàëüíû ðàññòîÿíèþ äî íóëåâîãî ôðîíòà Ft, ïðè ýòîì ïðåäåëüíûå
íàïðàâëåíèÿ E è H êàñàþòñÿ ôðîíòà è ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè.
Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè E è H îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîãî íà âåëè÷èíó, êîòîðàÿ
ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ äî ôðîíòà Ft (ðèñ. 2).

Â § 4.3 ðàññìîòðåí ñëó÷àé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ó êîòîðîãî íóëåâàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ⊂ R4(r, t) âëîæåíà â ñâåòîâîé êîíóñ c2t2 − r2 = 0,
ãäå t > 0 . Ïðåäñòàâëåíû ôîðìàëüíûå ïðèìåðû êîíòàêòíûõ âûðîæäåíèé
òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïðèìåðû 4, 5), à òàêæå òåõíèêà ïîëó÷åíèÿ
òàêèõ ïðèìåðîâ â íåîãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå (ïðåäëîæåíèå 3). Ïðèìåð íóëåâîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ êîíòàêòíûìè òî÷êàìè, èìåþùèé ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë,
ïðèâîäèòñÿ â § 4.2 (ïðèìåð 3). Îïèñàíà êàíîíè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà
íà ñâåòîâîì êîíóñå Θ. Ïðè (r, t) ∈ Θ êîíòàêòíàÿ ïëîñêîñòü Π2

(r,t) íàòÿíóòà íà
âåêòîð (r, t) è ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ H (ïðåäëîæåíèå 4). Äëÿ
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ñî ñôåðè÷åñêèì ôðîíòîì ââåäåíû êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ
íà ïîòåíöèàëû, îáåñïå÷èâàþùèå îáíóëåíèå çàðÿäîâ íà íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
(ïðåäëîæåíèå 3). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ I
ïîðÿäêà äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ â áåñêîíå÷íî òîíêîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì
ñëîå, ïðèëåãàþùåì ê ñâåòîâîìó êîíóñó (ïðåäëîæåíèå 5).

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èñòî÷íèêîì ïðèìåðîâ
è ïðèëîæåíèé òåîðèè, ðàçâèòîé â ãëàâå 3.
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