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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèé

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ñòîèò íà ñòûêå òåîðèè åäèíñòâåííîñòè îðòîãîíàëü-
íûõ ðÿäîâ, òåîðèè îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ, à òàêæå íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ òåî-
ðèè ìåðû è òåîðèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè, îäèí èç êëàññè÷åñêèõ ðàçäåëîâ òåîðèè îðòîãîíàëü-

íûõ ðÿäîâ, áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ èçâåñòíîé òåîðåìû Êàíòîðà, äîêàçàííîé åùå â
êîíöå XIX âåêà è óòâåðæäàâøåé, ÷òî åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ
ê íóëþ âñþäó íà [−π, π), êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, òî
ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì, òî åñòü âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî
ðÿäà ðàâíû íóëþ. Ñ òåõ ïîð òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåâðàòèëàñü â âåñüìà
ðàçâåòâëåííóþ òåîðèþ, òåñíî ñâÿçàííóþ íå òîëüêî ñ âåùåñòâåííûì àíàëèçîì,
íî è ñ äðóãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé,
òåîðèåé ÷èñåë è òåîðèåé ìíîæåñòâ.
Òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà÷àëàñü ñ èçó÷åíèÿ òðèãî-

íîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû. Â. Þíã óñèëèë òåîðåìó Êàíòîðà, ïîêàçàâ, ÷òî â ýòîé
òåîðåìå äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü ñõîäèìîñòè ê íóëþ âíå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.
Òåîðåìû Êàíòîðà è Þíãà ïðèâåëè â íà÷àëå XX âåêà ê îáøèðíûì èññëåäî-
âàíèÿì ñ öåëüþ ïîèñêà èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ (ìíîæåñòâ åäèíñòâåí-

íîñòè èëè U -ìíîæåñòâ), êîòîðûå íå íàðóøàþò ýòè òåîðåìû. Ìíîæåñòâà,
íå ÿâëÿþùèåñÿ U -ìíîæåñòâàìè, íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâåííî-

ñòè èëè M -ìíîæåñòâàìè. Ýòè ïîíÿòèÿ ìîæíî ïåðåíåñòè ñ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé íà ëþáóþ äðóãóþ ñèñòåìó ôóíêöèé.
Òåîðåìà Þíãà îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæå-

ñòâîì äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ. Âàæíåéøèì øàãîì â ïîñòðîåíèè òåî-
ðèè åäèíñòâåííîñòè ÿâèëñÿ ïðèìåð ñîâåðøåííîãî M -ìíîæåñòâà íóëåâîé ìå-
ðû, ïîñòðîåííûé â 1916 ãîäó Ä.Å. Ìåíüøîâûì. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ
Í.Ê. Áàðè, À. Ðàéõìàíà, Ð. Ñàëåìà, À. Çèãìóíäà, È.È. Ïÿòåöêîãî-Øàïèðî,
É. Ìàðöèíêåâè÷à è äðóãèõ àâòîðîâ ïîêàçàëè, ÷òî âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè
êîíêðåòíîãî ìíîæåñòâà êëàññó U - èëè M -ìíîæåñòâ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òîíêèì âîïðîñîì, ñâÿçàííûì íå òîëüêî ñ ìåòðè÷åñêîé
è òîïîëîãè÷åñêîé, íî è ñ àðèôìåòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ìíîæåñòâ. Ýòîò ôàêò
ïîäòâåðæäàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îáû÷íûå ñïîñîáû êëàññèôèêàöèè ìíî-
æåñòâ íóëåâîé ìåðû ïî ñòåïåíè èõ "ãóñòîòû", òàêèå êàê åìêîñòè è õàóñäîð-
ôîâû ðàçìåðíîñòè, íå ïîçâîëÿþò ðàçëè÷èòü U - è M -ìíîæåñòâà. Ïðåäñòàâ-
ëåíèå î ãëóáèíå ïðîáëåìû äàåò òîò ôàêò, ÷òî äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå,
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êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà Fζ ñ ïîñòî-

ÿííûì îòíîøåíèåì ζ (ìíîæåñòâà êàíòîðîâñêîãî òèïà), ðåøåíèå ýòîãî âî-
ïðîñà òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Íàïðèìåð, çíàìå-
íèòûé ðåçóëüòàò, äîñòèãíóòûé óñèëèÿìè Ð. Ñàëåìà, È.È. Ïÿòåöêîãî-Øàïèðî
è À. Çèãìóíäà, óòâåðæäàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Fζ ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1/ζ � ÷èñëî Ïèçî. Ðàíåå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí
Í.Ê. Áàðè äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ζ. Â îáùåì æå ñëó÷àå âîïðîñ îá U - è M -ìíî-
æåñòâàõ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäåí è íå ðåøåí äàæå äëÿ ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ.
Áîëåå òîãî, À. Êåõðèñ ïîêàçàë1, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâíîãî êðèòåðèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè çàäàííîãî ìíîæåñòâà êëàññó ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè.
Âòîðûì âàæíûì íàïðàâëåíèåì òåîðèè åäèíñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà

âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ âíå U -ìíîæåñòâ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ðÿäîâ ïî èõ ñóììå. Åùå â êîíöå XIX âåêà Ï. äþ Áóà-Ðåéìîí äîêàçàë, ÷òî
÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä, âñþäó ñõîäÿùèéñÿ ê èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó
ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ñâîåé ñóììû. Ïîçæå À. Ëåáåã îáîáùèë ýòó
òåîðåìó íà ñëó÷àé îãðàíè÷åííûõ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, à ×. Âàëëå-Ïóññåí
� íà ñëó÷àé ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è î âîññòàíîâëå-
íèè êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñèëü-
íî îñöèëëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, íå âñåãäà ÿâëÿþùèìèñÿ ñóììèðóåìûìè. Â
ñâÿçè ñ ýòèì äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ òåîðåì äþ Áóà-Ðåéìîíà, Ëåáåãà è Âàëëå-
Ïóññåíà ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì èíòåãðàëîâ, áîëåå îáùèõ, ÷åì èíòåãðàë Ëåáåãà.
Â êàêîì-òî ñìûñëå çàâåðøåíèåì ýòîãî íàïðàâëåíèÿ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðÿäîâ ÿâèëîñü ïîñòðîåíèå òàêèõ èíòåãðàëîâ, ÷òî âñÿêèé âñþäó ñõîäÿùèéñÿ ê
êîíå÷íîé ôóíêöèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå â ñìûñëå
äàííîãî èíòåãðàëà. Âïåðâûå òàêîé èíòåãðàë ïîñòðîèë À. Äàíæóà2.
Â 60-å ãîäû XX-îãî âåêà ñòàëè ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àòüñÿ âîïðîñû åäèí-

ñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìàì ôóíêöèé, îòëè÷íûì îò òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé (ñèñòåìàì Ðàäåìàõåðà, Õààðà, Óîëøà, Âèëåíêèíà�Ïðàéñà, Ôàáåðà�

Øàóäåðà, Ôðàíêëèíà è ðÿäó äðóãèõ). Íà ðàçâèòèå äàííîé òåîðèè, â îñîáåí-
íîñòè íà ïîñòàíîâêó çàäà÷, îêàçàëà ñèëüíîå âëèÿíèå ñòàâøàÿ êëàññè÷åñêîé
òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ. Îäíàêî, ìíîãèå ðåçóëüòà-
òû â òåîðèè åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ ïî ðàçëè÷íûì ñèñòåìàì ôóíêöèé îêàçà-
ëèñü îòëè÷íûìè îò òåõ, ÷òî èìåþò ìåñòî äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû,
íå ãîâîðÿ î òîì, ÷òî ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè ïîòðåáîâàëî â ïîäàâëÿþùåì áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ ðàçðàáîòêè ñîâåðøåííî íîâûõ ìåòîäîâ.

1A. S. Kechris, A. Louveau, Descriptive set theory and the structure of sets of uniqueness, London Math.
Soc., Lecture Note Series, 128, Cambridge University Press, 1989.
2A. Denjoy, Lesons sur le calcul des coe�cients d'une s�erie trigonom�etrique, Paris, 1941�1949.
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Ñèñòåìû Õààðà è Óîëøà èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ
ðÿäîâ è òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ îäíîé èç ýòèõ ñèñòåì
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé äðóãîé ñèñòåìû.
Íåñìîòðÿ íà òàêóþ òåñíóþ ñâÿçü, òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ Õààðà ñèëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò òåîðèè åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ Óîëøà.
Èíòåðåñ ê ñèñòåìå Óîëøà ñâÿçàí ñ äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè. Ñ îäíîé ñòî-

ðîíû, ýòà ñèñòåìà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé
ïåðåäà÷è ñèãíàëà è ñæàòèÿ èíôîðìàöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìà Óîëøà
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïðèìåðîì ñèñòåìû õàðàêòåðîâ íà íåêîòîðîé êîìïàêòíîé
àáåëåâîé ãðóïïå, íà êîòîðîì ìîæíî ïðîâåðèòü ìíîãèå âîïðîñû îáùåé òåî-
ðèè. Òåîðèÿ åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Óîëøà ðàçâèâàëàñü ïîä âëè-
ÿíèåì àíàëîãè÷íîé òåîðèè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, è ðåçóëüòàòû
ýòèõ òåîðèé çà÷àñòóþ ïîõîæè. Êàê è äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, äëÿ
ñèñòåìû Óîëøà ïðèíàäëåæíîñòü äàííîãî ìíîæåñòâà êëàññó U -ìíîæåñòâ èëè
êëàññó M -ìíîæåñòâ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò íå îò ìåòðè÷åñêîé, à îò
àðèôìåòè÷åñêîé ïðèðîäû ìíîæåñòâà.
Ñèñòåìà Õààðà, ââåäåííàÿ À. Õààðîì åùå â 1910 ãîäó, ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì

è íàèáîëåå ïðîñòûì ïðèìåðîì ñèñòåìû âñïëåñêîâ (âåéâëåòîâ), òåîðèÿ êîòî-
ðûõ ñåé÷àñ èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ. Êðîìå òîãî, ýòà ñèñòåìà, êàê ïîêàçàíî
â ðàáîòàõ Ï.Ë. Óëüÿíîâà (ñì., íàïð.,3), ÿâëÿþùåãîñÿ èíèöèàòîðîì ãëóáîêî-
ãî èçó÷åíèÿ ñèñòåìû Õààðà, à òàêæå À.Ì. Îëåâñêîãî (ñì., íàïð.,4), èãðàåò
âàæíóþ ðîëü â îáùåé òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ, ãäå ñ åå ïîìîùüþ áûëè
ðåøåíû ìíîãèå çàäà÷è.
Òîò ôàêò, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì äëÿ ðÿäîâ Õààðà,

áûë äîêàçàí ñàìèì À. Õààðîì, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæàëî îøèáêó.
Âåðíîå äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ïîÿâèâøèõñÿ îäíîâðåìåííî â 1964 ãîäó
ðàáîò Ô. Ã. Àðóòþíÿíà, Ô. Ã. Àðóòþíÿíà è À.À. Òàëàëÿíà, Ì.Á. Ïåòðîâ-
ñêîé, Â.À. Ñêâîðöîâà. Îäíàêî, ëþáîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî óæå ÿâëÿåòñÿ
M -ìíîæåñòâîì äëÿ òàêèõ ðÿäîâ (ðåçóëüòàò Ã. Ôàáåðà, Äæ. Ìàê-Ëàôëèíà è
Äæ. Ïðàéñà). Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ðÿäîâ Óîëøà èëè òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ òîëüêî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì äëÿ ðÿäîâ Õààðà. Â
ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåîðåì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ Õààðà âîçíè-
êàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü ïîäêëàññû òàêèõ ðÿäîâ. Åñòåñòâåííûìè
ïðèìåðàìè òàêèõ êëàññîâ ÿâèëèñü êëàññû Àðóòþíÿíà�Òàëàëÿíà è Âýéäà.

3Ï.Ë. Óëüÿíîâ, "Ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Ôóðüå", ÓÌÍ, 16:3 (1961), 61�142; Ï.Ë. Óëüÿíîâ, "Î ðÿäàõ ïî
ñèñòåìå Õààðà", Ìàòåì. ñá., 63:3 (1964), 356�391.
4A. M. Olevskii, Fourier series with respect to general orthonormal systems, Springer�Verlag, Berlin, 1975.
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Âàæíûé øàã â äðóãîì íàïðàâëåíèè áûë ñäåëàí Â.À. Ñêâîðöîâûì, êîòîðûé
ïîñòðîèë ðÿä èíòåãðàëîâ (ñì., íàïð.,5), ðåøàþùèõ ïðîáëåìó âîññòàíîâëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ îäíîâðåìåííî ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà.
Ãîðàçäî ñëîæíåé îêàçàëàñü ñèòóàöèÿ ñ âîïðîñàìè åäèíñòâåííîñòè êðàò-

íûõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Íàïðèìåð, äî ñèõ ïîð íå äàí îòâåò, ïðè÷åì äëÿ
ëþáîãî èç îñíîâíûõ òèïîâ ñõîäèìîñòè, íà ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé âî-
ïðîñ: âñÿêîå ëè ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû ÿâëÿåòñÿM -ìíîæåñòâîì äëÿ
êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ? Åùå â 1918 ãîäó â ðàáî-
òå Õ. Ãåéðèíãåð ïîÿâèëîñü îøèáî÷íîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû òèïà Êàíòî-
ðà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðè ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì. È
òîëüêî â íà÷àëå 90-õ ãîäîâØ.Ò. Òåòóíàøâèëè íàøåë6 âåðíîå äîêàçàòåëüñòâî.
Èì áûë ðàçðàáîòàí çàìå÷àòåëüíûé ìåòîä ñâåäåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñõîäèìî-
ñòè êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ê ïîâòîðíîé, ïîçâîëèâøèé, â ÷àñò-
íîñòè, äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì äëÿ
êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðè ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, à
òàêæå ïîñòðîèòü øèðîêèé êëàññ êîíòèíóàëüíûõ U -ìíîæåñòâ (áîëåå ñëàáûé
ðåçóëüòàò, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì
äëÿ äâîéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðè ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíè-
êàì, áûë äîêàçàí â 1972 ã. Äæ.Ì. Ýøåì è Ã. Âýëëàíäîì7). ×óòü ðàíåå äëÿ
êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà áëèçêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èë Ñ.Ô. Ëóêîìñêèé8. Áîëåå
øèðîêèå, ÷åì ó Ø.Ò. Òåòóíàøâèëè è Ñ.Ô. Ëóêîìñêîãî, êëàññû êîíòèíó-
àëüíûõ U -ìíîæåñòâ áûëè ïîñòðîåíû â íåäàâíèõ ðàáîòàõ Ë.Ä. Ãîãîëàäçå9 è
Ò.À. Æåðåáüåâîé10. Ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîâòîðíî ñõî-
äÿùèõñÿ (à çíà÷èò, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Ø.Ò. Òåòóíàøâèëè, è ñõîäÿùèõñÿ
ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì) êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ðåøåíà â 2000 ãîäó
Â.À. Ñêâîðöîâûì.

5Â.À. Ñêâîðöîâ, "Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ âñþäó ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Õààðà", Ìàòåì. ñá., 75:3
(1968), 349�360, V.A. Skvortsov, "Henstock-Kurzweil type integrals in P-adic harmonic analysis", Acta Math.
Acad. Paedagog. Nyh�azi. (N.S.), 20:2 (2004), 207�224.
6Ø.Ò. Òåòóíàøâèëè, "Î íåêîòîðûõ êðàòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäàõ è ðåøåíèå ïðîáëåìû åäèíñòâåí-

íîñòè êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ äëÿ ñõîäèìîñòè ïî Ïðèíãñõåéìó", Ìàòåì. ñá., 182:8 (1991),
1158�1176.
7J.M. Ash, G.V. Welland, "Convergence, uniqueness, and summability of multiple trigonometric series",

Trans. Amer. Math. Soc., 163:2 (1972), 401�436.
8Ñ.Ô. Ëóêîìñêèé, "Î íåêîòîðûõ êëàññàõ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà", Ìàòåì.

ñá., 180:7 (1989), 937�945.
9Ë.Ä. Ãîãîëàäçå, "Ê âîïðîñó î âîññòàíîâëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ êðàòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ

ðÿäîâ", Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 72:2 (2008), 83�90.
10Ò.À. Æåðåáüåâà, "Îá îäíîì êëàññå ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè äëÿ äâîéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿ-

äîâ", Ìàòåì. çàìåòêè, 87:6 (2010), 830�839.
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Âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà ïîñâÿùåíî íå òàê ìíîãî ðà-
áîò. Íàèáîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè äëÿ ñõîäèìîñòè ïî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàì ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ Â.À. Ñêâîðöîâà, à òàêæå Â.À. Ñêâîð-
öîâà è À.À. Òàëàëÿíà (ñì., íàïð.,11).
Åñëè æå âìåñòî ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì ðàññìàòðèâàòü ñõîäèìîñòü

ïî êóáàì èëè ρ-ñõîäèìîñòü, òî î åäèíñòâåííîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ äëÿ òàêèõ
ñõîäèìîñòåé áûëî èçâåñòíî êðàéíå ìàëî. Ýòî êàñàåòñÿ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðÿäîâ, è ðÿäîâ Óîëøà, è ðÿäîâ Õààðà. Â ïîÿâèâøåìñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðÿäå
ðàáîò èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ (ñì., íàïð., ðàáîòû Äæ.Ì. Ýøà è Ø.Ò. Òåòó-
íàøâèëè12 èëè À.À. Òàëàëÿíà13) ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î åäèí-
ñòâåííîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðè ñõîäèìîñòè ïî
êóáàì èëè äàæå ïðè áîëåå ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, îäíàêî, â ýòèõ ðàáîòàõ
íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, ïóñòü è äîñòàòî÷íî ìÿãêèå, íà ïîâåäåíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ èëè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ.
Åñëè æå íå ðàññìàòðèâàòü íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, òî äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî,

ÿâëÿåòñÿ ëè õîòÿ áû ïóñòîå ìíîæåñòâî U -ìíîæåñòâîì äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ
Óîëøà íà åäèíè÷íîì êóáå [0, 1]m èëè äëÿ êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ
ïðè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì èëè ρ-ñõîäèìîñòè. Ãèïîòåçà Äæ.Ì. Ýøà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ïîñëåäíåå íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì äëÿ êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðÿäîâ. Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè è
äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà.
Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíûå ôóíêöèè Óîëøà íà äâîè÷íîé ãðóïïåG,

ÿâëÿþùåéñÿ åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé, òî î ìíîæå-
ñòâàõ åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì èëè ρ-ñõîäÿùèõñÿ êðàòíûõ
ðÿäîâ Óîëøà íà ãðóïïå Gm äî íåäàâíåãî âðåìåíè áûëî èçâåñòíî ëèøü (ðå-
çóëüòàòû Ñ.Ô. Ëóêîìñêîãî14), ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì,
è ÷òî êëàññû U -ìíîæåñòâ äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì è ïî êóáàì
êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà íå ñîâïàäàþò.

11Â.À. Ñêâîðöîâ, "Îá îäíîé òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè äëÿ ìíîãîìåðíîãî ðÿäà Õààðà", Èçâ. ÀÍ Àð-
ìÿí. ÑÑÐ, Ñåð. ìàòåì., 23:3 (1988), 293�296; V.A. Skvortsov, "A Perron type integrals in an abstract
space", Real Anal. Exchange, 13:1 (1987/88), 76�79; Â.À. Ñêâîðöîâ, À.À. Òàëàëÿí, "Íåêîòîðûå âîïðîñû
åäèíñòâåííîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Õààðà è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå", Ìàòåì. çàìåòêè, 13:3
(1973), 104�113.
12J.M. Ash, Sh.T. Tetunashvili, "New uniqueness theorems for trigonometric series", Proc. Amer. Math.

Soc., 128:9 (2000), 2627�2636.
13À.À. Òàëàëÿí, "Î åäèíñòâåííîñòè è èíòåãðèðóåìîñòè êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ", Ìàòåì.

çàìåòêè, 86:5 (2009), 761�775.
14S. F. Lukomskii, "On a U-set for multiple Walsh series", Anal. Math., 18:2 (1992), 127�138.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîò ïî òåîðèè åäèíñòâåííîñòè ìîæíî íàéòè â ðÿäå îáçî-
ðîâ15. Ðàííèå, ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè, ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìåð-
íûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäàì, ïîäðîáíî îïèñàíû â ìîíîãðàôèè Í.Ê. Áà-
ðè16.
Ïðîáëåìû åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì ÷àñòî òåñíî

ñâÿçàíû ñ ïîâåäåíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ îáùèõ ðÿäîâ, òî åñòü ðÿ-
äîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðÿäàìè Ôóðüå, ïî ýòèì ñèñòåìàì. Èçâåñòíàÿ òåîðåìà
Êàíòîðà�Ëåáåãà óòâåðæäàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû îäíîìåðíîãî òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîãî ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ (ê êîíå÷íîé ôóíêöèè) íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëü-
íîé ìåðû, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Äëÿ îäíîìåðíûõ ðÿäîâ Óîëøà íà ãðóïïå G

äåëî îáñòîèò äàæå ïðîùå: äëÿ ñòðåìëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ê íóëþ äîñòàòî÷-
íî ñõîäèìîñòè â îäíîé ëèøü òî÷êå.
Äæ.Ì. Ýø è Ã. Âýëëàíä äîêàçàëè, ÷òî åñëè m-êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèé ðÿä

(T ) =
+∞∑

n1=−∞
. . .

+∞∑
nm=−∞

cn1,...,nm
ei(n1t1+...+nmtm) (1)

ñõîäèòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, òî êîýô-
ôèöèåíòû cn ýòîãî ðÿäà îãðàíè÷åíû è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè mini=1,...,n |ni| →
∞. Ïðè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì èëè ρ-ñõîäèìîñòè ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïå-
ðåñòàåò áûòü âåðíûì. Òåì íå ìåíåå, êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ (1), ñõîäÿùèõñÿ
òàêèì îáðàçîì, íå ìîãóò ðàñòè î÷åíü áûñòðî. Â 1958 ãîäó Ï. Êîýí ïîêàçàë,
÷òî åñëè ðÿä (T ) âèäà (1) ñõîäèòñÿ ïî êóáàì íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû, òî
êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà èìåþò ðîñò ñëàáåå ýêñïîíåíöèàëüíîãî. Â 1997 ãîäó
Äæ.Ì. Ýø è Ã. Âîíã äîêàçàëè17 â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ÷òî ðåçóëüòàò Êîýíà
òî÷åí â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕ(n) ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë òàêîé, ÷òî lim supn→∞(ϕ(n))1/n ≤ 1, íàéäóòñÿ âñþäó ñõîäÿùèéñÿ
ïî êóáàì ðÿä (1) è C > 0 òàêèå, ÷òî åñëè |||n||| = max{|n1|, . . . , |nm|}, òî

C−1ϕ(|||ni|||) ≤ |cni
| ≤ Cϕ(|||ni|||)

15Á.È. Ãîëóáîâ, "Ðÿäû ïî ñèñòåìå Õààðà", Èòîãè íàóêè. Ñåð. ìàòåì. Ìàòåì. àíàë. 1970, 1971, 109�
146; Ë.À. Áàëàøîâ, À.È. Ðóáèíøòåéí, "Ðÿäû ïî ñèñòåìå Óîëøà è èõ îáîáùåíèÿ", Èòîãè íàóêè. Ñåð.
Ìàòåìàòèêà. Ìàòåì. àíàë. 1970, 1971, 147�202; W.R. Wade, "Recent developments in the theory of
Walsh series", Internat. J. Math., 5:4 (1982), 625�673; W.R. Wade, "Recent developments in the theory
of Haar series", Colloquium Mathematicum, 52:2 (1986), 213�238; À.À. Òàëàëÿí, Ð.È. Îâñåïÿí, "Òåîðåìû
Ä.Å. Ìåíüøîâà î ïðåäñòàâëåíèè è èõ âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé", ÓÌÍ, 47:5
(287) (1992), 15�44; J.M. Ash, G. Wang, "A survey of uniqueness questions in multiple trigonometric series",
Contemporary Math., 208 (1997) 35�71; ðÿä äðóãèõ ðàáîò.
16Í.Ê. Áàðè, Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû, ÃÈÔÌË, Ì., 1961.
17J.M. Ash, G. Wang, "One and two dimensional Cantor-Lebesgue type theorems", Trans. Amer. Math.

Soc., 349:4 (1997), 1663�1674.
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äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ cni
. Òåîðåìû Êîýíà,

Ýøà è Âîíãà ñ åñòåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè ñïðàâåäëèâû è äëÿ ρ-ñõîäèìî-
ñòè. Àíàëîãè òåîðåì Êàíòîðà�Ëåáåãà äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì
êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà áûëè ïîëó÷åíû â 1973 ãîäó Â.À. Ñêâîðöî-
âûì.
Â ãëàâå 7 äèññåðòàöèè èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ïî

êóáàì ïî÷òè âñþäó êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà. Ñèòóàöèÿ îêàçàëàñü îò-
ëè÷íîé êàê îò òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ (ïðè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì), òàê
è îò ñëó÷àÿ ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà.
Òàê, ñòîÿùèå íå î÷åíü áëèçêî îò "ãëàâíîé äèàãîíàëè" êîýôôèöèåíòû äàæå
âñþäó ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà ìîãóò ðàñòè â íåêîòîðîì
ñìûñëå ñêîëü óãîäíî áûñòðî. Ïîõîæèì îáðàçîì îáñòîÿò äåëà è äëÿ êðàòíûõ
ðÿäîâ Õààðà.
Ïîìèìî èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà, çíà÷è-

òåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ ìåðàìè è îáîáùåí-
íûìè èíòåãðàëàìè. Îáîñíîâàíèåì òàêîãî ïîäõîäà ñëóæàò äâà îáñòîÿòåëü-
ñòâà. Âî-ïåðâûõ, îäíîé èç ãëàâíûõ öåëåé ðàçâèòèÿ òåîðèè îáîáùåííûõ èí-
òåãðàëîâ âñåãäà áûëî åå ïðèëîæåíèå ê òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ, îñîáåí-
íî ê òåîðèè åäèíñòâåííîñòè. Âî-âòîðûõ, âàæíûì èíñòðóìåíòîì ïîëó÷åíèÿ
ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ, ÿâëÿåòñÿ òåõíèêà
ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðÿäîâ, ôàêòè÷åñêè ïîçâîëÿþùàÿ ñâåñòè èçó-
÷åíèå îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ê èçó÷åíèþ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ (â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ èõ íàçûâàþò êâàçèìåðàìè), îáëàäàþùèõ ðÿäîì ñâîéñòâ ìåð. Â ÷àñò-
íîñòè, âàæíóþ ðîëü èãðàåò èçó÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ è ãëàäêî-
ñòè òàêèõ îáúåêòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îäíîé èç çàäà÷ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ
èçó÷åíèå òåîðèè îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ è íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ âîïðîñîâ
òåîðèè ìåðû ñ öåëüþ èõ ïðèìåíåíèÿ ê òåîðèè åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ Õààðà
è Óîëøà.
Îñîáåííîñòüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ìåòî-

äà ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ìåòîäà êâàçèìåð) ðÿäîâ. Ýòîò ìåòîä â
íåêîòîðîì ñìûñëå ïîäîáåí ðèìàíîâñêîé òåîðèè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿ-
äîâ, èçó÷àþùåé äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé Ðèìàíà è ñâÿçü ýòèõ
ñâîéñòâ ñî ñâîéñòâàìè ñàìèõ ðÿäîâ. Îäíî èç ïðåèìóùåñòâ (ïî ñðàâíåíèþ ñ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè) ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ê ðÿäàì Õààðà è
Óîëøà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåðåäêî íå ñóùåñòâóåò çàìåòíîé ðàçíèöû, ñ òî÷-
êè çðåíèÿ òåõíèêè, ìåæäó èçó÷åíèåì êâàçèìåð, ïîðîæäåííûõ îäíîìåðíûìè
ðÿäàìè, è êâàçèìåð, ïîðîæä¼ííûõ êðàòíûìè ðÿäàìè. Â ñèòóàöèè ñ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè ïîïûòêè ïðèìåíèòü àíàëîãè ôóíêöèé Ðèìàíà äëÿ
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èçó÷åíèÿ êðàòíûõ ðÿäîâ ÷àñòî ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ èçó-
÷åíèåì îäíîìåðíûõ ðÿäîâ òåõíè÷åñêèì òðóäíîñòÿì. Äëÿ ðÿäîâ Óîëøà ìåòîä
êâàçèìåð âïåðâûå ðàññìîòðåë Í. Ôàéí18, à äëÿ ðÿäîâ Õààðà � Â.À. Ñêâîð-
öîâ19.
Ìåòîä ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ðàíåå è äëÿ äðóãèõ

ðÿäîâ. Òàê, íàïðèìåð, ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ â õîðîøî èçâåñòíîé ðàáîòå
Ñ.Â. Êîíÿãèíà20, ãäå áûëà ðåøåíà ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ðÿäîâ ê∞ îïðåäåëåííîãî çíàêà. Íî èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðÿäîâ ïî
ñèñòåìàì Õààðà, Óîëøà è íåêîòîðûì èõ îáîáùåíèÿì â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
áîëåå ïðîäóêòèâíî, ÷åì äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ ðÿäîâ. Äåëî â òîì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ (!) ðÿäîâ Õààðà èëè Óîëøà (íå
îáÿçàòåëüíî ñõîäÿùèõñÿ), ñ îäíîé ñòîðîíû, è ìíîæåñòâîì êâàçèìåð, ñ äðóãîé.
Òàêàÿ òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ðÿäàìè è ôóíêöèÿìè ìíîæåñòâà íå èìååò ìåñòà
äëÿ ðÿäà äðóãèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà, äàæå âñþäó ñõîäÿùåãîñÿ ê êîíå÷íîé ñóììå, ôîð-
ìàëüíî ïðîèíòåãðèðîâàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèøü ïî÷òè âñþäó.
Ìåòîä êâàçèìåð îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ýôôåêòèâíûì ïðè èçó÷åíèè ðÿäîâ

Õààðà. Åùå â ðàáîòå Â.À. Ñêâîðöîâà19 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿ-
äà Õààðà â òî÷êå ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ ó ïîðîæäåííîé ýòèì ðÿäîì
êâàçèìåðû ïðîèçâîäíîé îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîè÷íûõ ñåòåé.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íàâîäèëî íà ìûñëü, ÷òî òåîðèþ ðÿäîâ Õààðà ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê òåîðèþ êâàçèìåð. Äàííàÿ ìûñëü ïîëó÷èëà ðàçâèòèå â ðÿäå
ðàáîò ãðóçèíñêèõ ìàòåìàòèêîâ (ñì., íàïð.,21), ãäå èçó÷àëèñü âîïðîñû ñõîäè-
ìîñòè è ðàñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå�Õààðà, è áûëè óñòàíîâëåíû â
íåêîòîðîì ñìûñëå îêîí÷àòåëüíûå â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòû. Â äèñ-
ñåðòàöèè óêàçàííàÿ èäåîëîãèÿ ðàññìàòðèâàëàñü óæå ïðè èçó÷åíèè îáùèõ
êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà. Â ãëàâàõ 4, 5 è 6 ïîëó÷åí ðÿä äóàëüíûõ òåîðåì äëÿ
îäíîìåðíûõ èëè êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà, ñ îäíîé ñòîðîíû, è äëÿ êâàçèìåð
èëè îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ, ñ äðóãîé. Ïðè ýòîì íàðóøåíèå îáùíîñòè òåî-
ðåì äëÿ ðÿäîâ Õààðà ïðîèñõîäèò ðîâíî òîãäà, êîãäà íàðóøàåòñÿ îáùíîñòü

18N. J. Fine, "On the Walsh functions", Trans. Amer. Math. Soc. 65:3 (1949), 372�414.
19Â.À. Ñêâîðöîâ, "Äèôôåðåíöèðîâàíèå îòíîñèòåëüíî ñåòåé è ðÿäû Õààðà", Ìàòåì. çàìåòêè, 4:1

(1968), 33�40.
20Ñ.Â. Êîíÿãèí, "Î ïðåäåëàõ íåîïðåäåëåííîñòåé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ", Ìàòåì. çàìåòêè, 44:6

(1988), 770�784.
21G.E. Tkebuchava, "On the divergence of spherical sums of double Fourier�Haar series", Anal. Math., 20:2

(1994), 147�153; R.D. Getsadze, "On divergence of the general terms of the double Fourier�Haar series",
Arch. Math, 86:4 (2006), 331�339; Ã. Ã. Îíèàíè, "Î ðàñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå�Õààðà", Äîêë.
ÐÀÍ, 419:2 (2008), 169�170.
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òåîðåì äëÿ êâàçèìåð èëè îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ. ×òî èíòåðåñíî, òàêîé òåñ-
íîé ñâÿçè ñ êâàçèìåðàìè íåò è íå ìîæåò áûòü äëÿ ðÿäîâ Óîëøà, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ìíîæåñòâà ðÿäîâ Õààðà è ðÿäîâ Óîëøà èçîìîðôíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Óîëøà óñòðîåíà íåñêîëüêî ñëîæíåé ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðÿäàìè Õààðà, è ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè äâîè÷íûõ ñåòåé ó ïîðîæäåííîé ðÿäîì Óîëøà êâàçèìåðû íå ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà.

Öåëè è îñíîâíûå çàäà÷è ðàáîòû.

Îäíîé èç îñíîâíûõ öåëåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òåîðèè åäèí-
ñòâåííîñòè ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì èëè ρ-ñõîäÿùèõñÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà è
Õààðà. Â ÷àñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà ïîñòðîåíèå òåîðèè â ðàáîòå íà÷èíà-
åòñÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà (òåîðåìà òèïà Êàíòîðà) è çàêàí÷èâàåòñÿ äîñòàòî÷íî
îáùèìè è â íåêîòîðîì ñìûñëå îêîí÷àòåëüíûìè ðåçóëüòàòàìè, îòíîñÿùèìè-
ñÿ ê ïðîáëåìå âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Êðîìå òîãî, áîëüøîå âíèìà-
íèå â ðàáîòå óäåëåíî ñâÿçè òåîðèè åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà ñî
ñìåæíûìè âîïðîñàìè òåîðèè ôóíêöèé, òàêèõ êàê ñïåöèàëüíûå âîïðîñû òåî-
ðèè ìåðû è òåîðèè îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà
êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâà (êâàçèìåð) ñ öåëüþ èõ äàëüíåéøå-
ãî ïðèìåíåíèÿ ê òåîðèè åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà. Â ÷àñòíîñòè,
ââåäåíû è èçó÷åíû íîâûå óñëîâèÿ òèïà íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè êâàçèìåð.
Âàæíóþ ðîëü â ðàáîòå èãðàåò äåìîíñòðàöèÿ òîãî ôàêòà, ÷òî òåîðèþ îáùèõ
ðÿäîâ Õààðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðèþ êâàçèìåð. Íàêîíåö, îäíîé èç
çàäà÷ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ïî
êóáàì èëè ρ-ñõîäÿùèõñÿ ïî÷òè âñþäó êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèé.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ (â ÷àñòíîñòè,
ìåòîä ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ), ìåòîäû òåîðèè îáîáùåííûõ èíòåãðà-
ëîâ è òåîðèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ðÿä êîìáèíàòîðíûõ è òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ
èäåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå èç íèõ ñîñòîÿò â
ñëåäóþùåì:
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1. Ââåäåíû è èçó÷åíû ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîé è íåëîêàëüíîé Σ-íåïðåðûâíî-
ñòè, à òàêæå Σ-ëèïøèöåâîñòè äëÿ êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ôóíêöèé äâî-
è÷íîãî èíòåðâàëà (êâàçèìåð). Íàéäåíà ñâÿçü ìåæäó ýòèìè óñëîâèÿìè
è ïîâåäåíèåì êîýôôèöèåíòîâ è ÷àñòè÷íûõ ñóìì êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà
è Óîëøà.

2. Ïîñòðîåí êëàññ U -ìíîæåñòâ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà íà ãðóïïå Gm ïðè
ñõîäèìîñòè ïî êóáàì. Ýòîò êëàññ ñîäåðæèò, â ÷àñòíîñòè, âñå íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, à òàêæå íåêîòîðûå êîíòèíóëüíûå ìíîæåñòâà
îïðåäåëåííîé àðèôìåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû (ìíîæåñòâà òèïà Äèðèõëå).
Ñðåäè ïîñëåäíèõ èìåþòñÿ ìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè Õàó-
ñäîðôà. Ðåøåíà ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êðàòíûõ ðÿ-
äîâ Óîëøà, ñõîäÿùèõñÿ âíå ïîñòðîåííûõ U -ìíîæåñòâ.

3. Ïîñòðîåí èíòåãðàë, ðåøàþùèé ïðîáëåìó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà èç øèðîêîãî, ñóùåñòâåííî íåðàñøèðÿåìîãî
êëàññà. Îäíèì èç ñëåäñòâèé ýòîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ àíàëîã òåîðåìû Êàí-
òîðà äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ïî 1/2-îãðàíè÷åííûì ïðÿìîóãîëüíèêàì êðàòíûõ
ðÿäîâ Õààðà.

4. Äîêàçàíà íååäèíñòâåííîñòü êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà ïðè ñõîäèìîñòè ïî
êóáàì. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå íàéäåíà ãðàíèöà ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåí-
íîñòè äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ïî ρ-îãðàíè÷åííûì ïðÿìîóãîëüíèêàì êðàòíûõ
ðÿäîâ Õààðà.

5. Äîêàçàíà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü íåêîòîðûõ ïîñòðîåííûõ àâòîðîì èíòå-
ãðàëîâ è èçâåñòíûõ îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ òèïà Õåíñòîêà�Êóðöâàéëÿ.
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíû íåóñèëÿåìûå òåîðåìû òèïà äþ Áóà-
Ðåéìîíà äëÿ äâîéíûõ ðÿäîâ Õààðà.

6. Â òåðìèíàõ õàóñäîðôîâûõ ìåð íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (äëÿ êðàò-
íûõ ðÿäîâ Óîëøà) è êðèòåðèé (äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà) ïðèíàäëåæ-
íîñòè äàííîãî ìíîæåñòâà êëàññó U -ìíîæåñòâ ïðè íå áîëåå ÷åì ñòåïåí-
íîì ðîñòå ïðÿìîóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óñòà-
íîâëåí êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâ êàíòîðîâñêîãî òèïà êëàññó
ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíîé åäèíñòâåííîñòè îäíîìåðíûõ ðÿäîâ Õààðà èç
êëàññà Âýéäà. Òåì ñàìûì ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ïðè åñòåñòâåííîì
âûáîðå êëàññà ðÿäîâ ôàêò ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâà êëàññó U -ìíî-
æåñòâ ðÿäîâ Õààðà ñâÿçàí ëèøü ñ ìåòðè÷åñêîé, íî íå àðèôìåòè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé ýòîãî ìíîæåñòâà.

7. Ïîñòðîåí âñþäó ñõîäÿùèéñÿ ïî êóáàì êðàòíûé ðÿä Óîëøà, äîñòàòî÷-
íî ìàññèâíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîãî ðàñòåò
áûñòðåå ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ êðàòíûõ

10



òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïîäîáíîå íåâîçìîæíî â ñèëó òåîðåìû Êî-
ýíà. Óêàçàíû ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöè-
åíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì íà ìíîæåñòâå îïðåäåëåííîé ìåðû êðàòíûõ
ðÿäîâ Óîëøà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò
ïðèìåíÿòüñÿ â òåîðèè åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ ïî êîíêðåòíûì ñèñòåìàì ôóíê-
öèé, â äðóãèõ ðàçäåëàõ òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ (îñîáåííî ðÿäîâ ïî ñè-
ñòåìàì Õààðà, Óîëøà, Ðàäåìàõåðà, ðÿäîâ ïî ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñèñòåìàì),
â òåîðèè îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæ-
äàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïîä ðóêî-
âîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîô. Ï. Ë. Óëüÿíîâà è ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîô.
Á. Ñ. Êàøèíà, à çàòåì ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîô. Á. Ñ. Êà-
øèíà, ïðîô. Á. È. Ãîëóáîâà, ïðîô. Ñ. Â. Êîíÿãèíà è ïðîô. Ì. È. Äü-
ÿ÷åíêî (ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíî-
ñîâà, ìåæêàôåäðàëüíûé ñåìèíàð, 2004�2011 ãã., íåîäíîêðàòíî);

• íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ì. Ê. Ïîòàïîâà, ïðîô. Â. À. Ñêâîðöîâà, ïðîô.
Ò. Ï. Ëóêàøåíêî è ïðîô. Ì. È. Äüÿ÷åíêî (ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ìåæêàôåäðàëüíûé ñåìèíàð,
1999�2010 ãã., íåîäíîêðàòíî);

• íà ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ¾Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Íî-
âîðîññèéñê, 2006);

• íà Ñàðàòîâñêèõ çèìíèõ øêîëàõ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíê-
öèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (2004, 2006, 2008);

• íà Âîðîíåæñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòî-
äû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (2005, 2011);

• íà Êàçàíñêèõ ëåòíèõ øêîëàõ-êîíôåðåíöèÿõ ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé, åå ïðè-
ëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿ (2001, 2007);

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè-
êè, ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé¿, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ðåêòîðà ÌÃÓ,
àêàäåìèêà Â.À. Ñàäîâíè÷åãî (Ìîñêâà, 2009);
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• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà è
ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿, ïîñâÿùåííîé 105-ëåòèþ àêàäåìèêà Ñ.Ì. Íè-
êîëüñêîãî (Ìîñêâà, 2010);

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Dyadic and Walsh Analysis¿ (Íèø,
Ñåðáèÿ, 2007);

• íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Summer Conference on Real Function
Theory¿ (Ñòàðà Ëåñíà, Ñëîâàêèÿ, 2008, 2010).

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 16 ðàáîòàõ àâòîðà, ñïè-
ñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Òåçèñû äîêëàäîâ íå âêëþ÷åíû
â ýòîò ñïèñîê. Ðàáîòû [1]�[11] è [14]�[16] ñîäåðæàòñÿ â æóðíàëàõ èç Ïåðå÷íÿ
ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è 7 ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïóíêòû. Â ðàáîòå
òàêæå ñîäåðæèòñÿ ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü è ñïèñîê îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé.
Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 221 ñòðàíèöà, ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 272
íàèìåíîâàíèÿ.
Â ïðåäìåòíîì óêàçàòåëå èìåþòñÿ ññûëêè íà íîìåðà ñòðàíèö, íà êîòîðûõ

ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, íå îòíîñÿùèåñÿ ê îáùèì ìàòåìàòè÷åñêèì.
Â ñïèñêå îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé äàþòñÿ ññûëêè íà íîìåðà ñòðàíèö, íà êîòî-
ðûõ ââåäåíû ýòè îáîçíà÷åíèÿ.
Íóìåðàöèÿ ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä. â äèññåðòàöèè � ñâîÿ äëÿ êàæ-

äîé ãëàâû. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóåòñÿ åäèíàÿ íóìåðàöèÿ âñåõ îáúåêòîâ, êðî-
ìå ôîðìóë. Òåîðåìû, ëåììû, ïðåäëîæåíèÿ, ñëåäñòâèÿ è ò.ä., óòâåðæäåíèÿ
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò äðóãèì àâòîðàì, ïîìå÷åíû áóêâîé A ïåðåä íîìåðîì.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Â ãëàâå 1 äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàí ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êâàçèìåð íà åäèíè÷íîì êóáå [0, 1]m è ãðóï-
ïå Gm. Êîíå÷íîé öåëüþ ýòîãî èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå
ñâîéñòâ êâàçèìåð ê âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè îäíîìåðíûõ è êðàòíûõ ðÿäîâ
Õààðà è Óîëøà.
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Îòìåòèì äâà îáñòîÿòåëüñòâà, îïðàâäûâàþùèõ àêòóàëüíîñòü ðåçóëüòàòîâ
äàííîé ãëàâû. Âî-ïåðâûõ, íàðÿäó ñ òåì, ÷òî èçó÷åíèþ êâàçèìåð â îäíîìåð-
íîì ñëó÷àå ïîñâÿùåíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, èìååòñÿ êðàéíå ìàëî ðà-
áîò, ãäå êâàçèìåðû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Âî-âòîðûõ, â
ìíîãî÷èñëåííîé ëèòåðàòóðå, ãäå ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àþòñÿ ôóíêöèè èíòåð-
âàëà (ñì., íàïð., ìîíîãðàôèè À. Ñàêñà, Á. Òîìñîíà, Ê. Ðîäæåðñà22 è ìíîãèå
äðóãèå ðàáîòû), à òàêæå â ðàáîòàõ, ãäå èçó÷àþòñÿ ñîáñòâåííî êâàçèìåðû,
ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ òèïà íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè "êëàññè÷åñêîãî"
òèïà, êîãäà áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìíîæåñòâà íà èíòåðâàëàõ è îöåíèâà-
þòñÿ ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ äèàìåòðà èëè îáúåìà èíòåðâàëà. Êàê îêàçàëîñü,
òàêèå óñëîâèÿ ÷àñòî íå ïîçâîëÿþò îïèñàòü ñâîéñòâà êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà
è Óîëøà, ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì èëè îãðàíè÷åííûì ïðÿìîóãîëüíèêàì.
Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì íàìè áûëè ââåäåíû áîëåå òîíêèå òèïû íåïðåðûâ-

íîñòè è ãëàäêîñòè êâàçèìåð. Îñíîâíîå îòëè÷èå îò óñëîâèé "êëàññè÷åñêîãî"
òèïà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî çíà÷åíèÿ êâàçèìåðû íà äâîè÷íîì èíòåðâàëå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóììà çíà÷åíèé êâàçèìåðû íà íåñêîëüêèõ äâîè÷íûõ èíòåð-
âàëàõ, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ áåðóòñÿ ñ îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïîäîáðàííûìè çíà-
êàìè ±. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå òàêîé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ, ïðàâäà, ñîâñåì
íåçíà÷èòåëüíî. Èäåÿ ðàññìîòðåòü âìåñòî çíà÷åíèÿ êâàçèìåðû íà îäíîìåð-
íîì äâîè÷íîì èíòåðâàëå ðàçíîñòü çíà÷åíèé íà äâóõ ñìåæíûõ èíòåðâàëàõ,
ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïîÿâèëàñü â ðàáîòå Â.À. Ñêâîðöîâà23, ãäå óñëîâèÿ, ïî-
äîáíûå Σm-íåïðåðûâíîñòè (ñì. îïðåäåëåíèå 1 íèæå), èñïîëüçîâàëèñü äëÿ èçó-
÷åíèÿ (îäíîìåðíûõ) ðÿäîâ Õààðà. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû Ê. Éîíåäû24, ãäå
òàêæå èçó÷àëèñü ðàçíîñòè çíà÷åíèé (îäíîìåðíûõ) êâàçèìåð íà äâóõ ñìåæ-
íûõ äâîè÷íûõ èíòåðâàëàõ. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî, êàê ïîêàçàíî â äèññåðòàöèè,
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå â ÷èñòîì âèäå Σm-íåïðåðûâíîñòü ýêâèâàëåíòíà "êëàñ-
ñè÷åñêîé" íåïðåðûâíîñòè êâàçèìåð, òî åñòü åå ïðèìåíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ àêòó-
àëüíûì. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå òàêîãî ðîäà íåïðåðûâíîñòè (à òàêæå óñëîâèÿ
òèïà ëèïøèöåâîñòè) íå èñïîëüçîâàëèñü. Ïðèìåíåíèå æå íîâûõ óñëîâèé òè-
ïà íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè äëÿ êâàçèìåð ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ìíîãèå
22Ñ. Ñàêñ, Òåîðèÿ èíòåãðàëà, <Ôàêòîðèàë Ïðåññ>, Ì., 2004; B. S. Thomson, "Derivates of interval

functions", Mem. Amer. Math. Soc., 93:452 (1991), 1�88; C.A. Rogers, Hausdor� Measures, Cambridge
University Press, Cambridge, 1998.
23Â.À. Ñêâîðöîâ, "Î ðÿäàõ Õààðà, ñõîäÿùèõñÿ ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì", Äîêë. ÀÍ

ÑÑÑÐ, 183:4 (1968), 784�786.
24K. Yoneda, "Positive de�nite generalized measures on the dyadic �eld", Acta Math. Acad. Sci. Hungar.,

40:(1�2) (1982), 147�151; K. Yoneda, "Sets of multiplicity on the dyadic group", Acta Math. Hung., 41:(3�4)
(1983), 195�200.
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(â òîì ÷èñëå õîðîøî èçâåñòíûå) ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà
è Óîëøà, ïîðîæäàþùèõ ýòè êâàçèìåðû. Ïðèâåäåì ëèøü îäèí ïðèìåð. Σm-
íåïðåðûâíîñòü êâàçèìåðû â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðÿäà Õààðà, ïîðîæ-
äàþùåãî ýòó êâàçèìåðó, âûïîëíåíî óñëîâèå Àðóòþíÿíà�Òàëàëÿíà èëè îäèí
èç åãî ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ (ñì. òåîðåìó 2 íèæå).
Îòìåòèì åùå îäèí ìîòèâ â ïîëüçó òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü íîâûå, áîëåå

òîíêèå, òèïû íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè êâàçèìåð. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
êðàòíûå ðÿäû Óîëøà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàçèìåðû, ïîðîæäåííûå ýòèìè ðÿ-
äàìè, áûëè Σm-íåïðåðûâíû èëè (Σm, ∆0)-íåïðåðûâíû (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1 è
4 íèæå), íåò íåîáõîäèìîñòè, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ, ïîðîæäàþùèõ ýòè
êâàçèìåðû, ñòðåìèëèñü ê íóëþ "ïî êðàÿì". Äîñòàòî÷íî ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ
(èëè áëèçêèõ óñëîâèé) ëèøü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â îïðåäåëåí-
íûõ îáëàñòÿõ, áëèçêèõ ê "äèàãîíàëè". À äëÿ òàêîãî ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ, êàê ïîêàçàíî â äèññåðòàöèè, îêàçûâàåòñÿ âïîëíå äîñòàòî÷íî îáû÷íûõ,
ñâÿçàííûõ ñî ñõîäèìîñòüþ è íå ñîäåðæàùèõ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé, ïðåäïîëîæåíèé.
Ïðèâåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ãëàâû 2. Ïóñòü íà åäèíè÷íîì

êóáå [0, 1]m çàäàíà m-ìåðíàÿ âëîæåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{∆k = ∆k1,...,km
= ∆k1

× . . .×∆km
} (2)

m-ìåðíûõ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ, ñòÿãèâàþùàÿñÿ ê òî÷êå x0 è òàêàÿ, ÷òî ðàíã
èíòåðâàëà ∆k ðàâåí k. Ïîëîæèì

∆
(0)
ki

= ∆ki
, ∆

(1)
ki

= ∆ki−1\∆ki
;

åñëè σ = (σ1, . . . , σm) ∈ {0, 1}m, òî ∆
(σ)
k = ∆

(σ1)
k1

× . . .×∆
(σm)
km

,
(3)

|σ| = σ1 + . . . + σm.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà τ , îïðåäåëåííàÿ, ïî
êðàéíåé ìåðå, íà êàæäîì äâîè÷íîì èíòåðâàëå ∆ ⊂ [0, 1]m, ÿâëÿåòñÿ Σm-

íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {∆(σ)
k }, îïðåäå-

ëÿåìîé ôîðìóëàìè (2) è (3), âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
k1=...=km→∞

∑
σ∈{0,1}m

(−1)|σ|τ(∆
(σ)
k ) = 0. �

Îêàçûâàåòñÿ, Σm-íåïðåðûâíîñòü êâàçèìåðû ñâÿçàíà ñî ñõîäèìîñòüþ è ïî-
âåäåíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïîðîæäàþùèõ åå m-êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà,
îñîáåííî òî÷íî ïðè ýòîì îïèñûâàÿ ïîâåäåíèå ïåðâûõ. Íèæå Qd è Id îçíà÷àþò

14



ìíîæåñòâà äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ è, ñîîòâåòñòâåííî, äâîè÷íî-èððàöèîíàëü-
íûõ òî÷åê îòðåçêà [0, 1].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíû x0 ∈ [0, 1]m è m-êðàòíûé ðÿä Õààðà (S). Òîãäà:

1) êâàçèìåðà τ , ïîðîæäåííàÿ ðÿäîì (S), ÿâëÿåòñÿ Σm-íåïðåðûâíîé â òî÷-

êå x0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà (S) â òî÷êå

x0 âûïîëíåí ñëåäóþùèé ìíîãîìåðíûé àíàëîã óñëîâèÿ Àðóòþíÿíà�Òàëàëÿíà:

an1,...,nm
χn1,...,nm

(x0) = ¯̄o (n1 · . . . · nm) ïðè

2k−1 ≤ ni ≤ 2k − 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m è k →∞;
(4)

2) åñëè äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì SN = SN1,...,Nm
ðÿäà (S) âû-

ïîëíåíî óñëîâèå

SN1,...,Nm
(x0) = ¯̄o (N1 · . . . ·Nm) ïðè

2k−1 + 1 ≤ Ni ≤ 2k äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m è k →∞,

òî êâàçèìåðà, ïîðîæäåííàÿ ðÿäîì (S), ÿâëÿåòñÿ Σm-íåïðåðûâíîé â òî÷êå

x0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäàí m-êðàòíûé ðÿä Óîëøà (S). Òîãäà:

1) åñëè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ bn1,...,nm
ðÿäà (S) âûïîëíåíî óñëîâèå

bn1,...,nm
→ 0, åñëè 2k−1 ≤ ni ≤ 2k − 1

äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m è k →∞,
(5)

òî êâàçèìåðà τ , ïîðîæäåííàÿ ðÿäîì (S), ÿâëÿåòñÿ Σm-íåïðåðûâíîé âñþäó

íà [0, 1]m;

2) åñëè ðÿä (S) 1/2-ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîé ñóììå õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå

x0 ∈ (Id)
m, òî êâàçèìåðà τ , ïîðîæäåííàÿ ýòèì ðÿäîì, ÿâëÿåòñÿ Σm-íåïðå-

ðûâíîé âñþäó íà [0, 1]m.

Â íåêîòîðûõ âîïðîñàõ èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé íåëîêàëüíûé àíàëîã Σm-
íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ∆0 ⊂ [0, 1]m � äâîè÷íûé êóá. Ñêàæåì, ÷òî êâàçè-
ìåðà τ ÿâëÿåòñÿ (Σm, ∆0)-íåïðåðûâíîé, åñëè

lim
k→∞

∑
±τ(∆) = 0,

ãäå ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå äâîè÷íûå êóáû ∆ ⊂ ∆0 ðàíãà k,
à çíàêè ± áåðóòñÿ â "øàõìàòíîì" ïîðÿäêå. �
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Ñâÿçü ìåæäó (Σm, ∆0)-íåïðåðûâíîñòüþ è ñõîäèìîñòüþ m-êðàòíûõ ðÿäîâ
Óîëøà âûðàæàåò

Òåîðåìà 5. Ïóñòü çàäàí m-êðàòíûé ðÿä Óîëøà (S). Òîãäà:

1) åñëè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (S) âûïîëíåíî óñëîâèå (5), òî êâàçèìå-

ðà τ , ïîðîæäåííàÿ ðÿäîì (S), ÿâëÿåòñÿ (Σm, ∆0)-íåïðåðûâíîé äëÿ ëþáîãî

äâîè÷íîãî êóáà ∆0;

2) åñëè ðÿä (S) 1/2-ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîé ñóììå õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå

x0 ∈ (Id)
m, òî êâàçèìåðà τ , ïîðîæäåííàÿ ýòèì ðÿäîì, ÿâëÿåòñÿ (Σm, ∆0)-

íåïðåðûâíîé äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî êóáà ∆0;

3) åñëè ðÿä (S) ñõîäèòñÿ ïî êóáàì ê êîíå÷íîé ñóììå íà áîðåëåâñêîì ìíî-

æåñòâå E ⊂ [0, 1]m, òî êâàçèìåðà τ , ïîðîæäåííàÿ ýòèì ðÿäîì, ÿâëÿåòñÿ

(Σm, ∆0)-íåïðåðûâíîé äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî êóáà ∆0 òàêîãî, ÷òî |E∩∆0| >
0.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ
Óîëøà íà ãðóïïå Gm, ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì èëè ρ-ñõîäÿùèõñÿ. Ïî ñðàâíå-
íèþ ñ òåêóùèì ïîëîæåíèåì äåë äëÿ êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ äëÿ
êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî îáùèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèå-
ñÿ êàê èçó÷åíèÿ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè, òàê è ïðîáëåìû âîññòàíîâëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 6. Íàçîâåì ìíîæåñòâî F ⊂ Gm RDm-ìíîæåñòâîì, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë K =

{kj}∞j=1 òàêàÿ, ÷òî åñëè ωn � ìíîãîìåðíûå ôóíêöèè Óîëøà, òî

ω2kj ,...,2kj (t) = 1 äëÿ âñåõ t ∈ F , j = 1, 2, . . .. (6)

�

Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òàêèõ ìíîæåñòâ F ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: òî÷êà t = (t1, . . . , tm) ∈ F òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ
j = 1, 2, . . . ó ÷åòíîãî ÷èñëà êîîðäèíàò ýòîé òî÷êè â äâîè÷íîé çàïèñè íà kj-îì
ìåñòå ñòîèò åäèíèöà. Ãåîìåòðè÷åñêè æå òàêèå ìíîæåñòâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
òàê: åñëè ìíîæåñòâî Gm ðàçáèòü íà 2(kj+1)m íåïåðåñåêàþùèõñÿ äâîè÷íûõ êó-
áîâ ðàíãà kj + 1 è çàêðàñèòü ýòè êóáû "â øàõìàòíîì ïîðÿäêå", òî óñëîâèþ
(6) ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü òîëüêî òå òî÷êè t ∈ Gm, êîòîðûå ëåæàò â êóáàõ,
îäèíàêîâî çàêðàøåííûõ ñ êóáîì, â êîòîðîì ëåæèò òî÷êà (0 + 0, . . . , 0 + 0).
RD1-ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìíîæåñòâ Äèðèõëå äëÿ ñèñòå-
ìû Óîëøà. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò íåïóñòûå ñîâåðøåííûå (êàê ñëåäñòâèå,
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ìîùíîñòè êîíòèíóóìà) RDm-ìíîæåñòâà. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ñîâåðøåí-
íûå RDm-ìíîæåñòâà õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè m.

Òåîðåìà 7. 1) Ëþáîå ìíîæåñòâî âèäà F ∪E, ãäå F � RDm-ìíîæåñòâî,

à ìíîæåñòâî E ⊂ Gm íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì äëÿ

êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà íà ãðóïïå Gm ïðè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì; 2) ñóùåñòâó-

þò ñîâåðøåííûå U -ìíîæåñòâà äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà íà ãðóïïå Gm ïðè

ñõîäèìîñòè ïî êóáàì, èìåþùèå õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü m.

Â ãëàâå 3 òàêæå ïîñòðîåí ìíîãîìåðíûé äâîè÷íûé èíòåãðàë, ðåøàþùèé
ïðîáëåìó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà, ñõîäÿùèõ-
ñÿ ïî êóáàì âíå ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè èç äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà.
Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ýòîãî èíòåãðàëà â íåñêîëüêî óïðîùåííîé ôîðìóëè-
ðîâêå, ñîõðàíÿþùåé, âïðî÷åì, åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà âñþäó íà Gm, çà
èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷åê íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà âèäà F ∪E, ãäå F �
RDm-ìíîæåñòâî, à E � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Íàçîâåì ôóíêöèþ
f (PWRD)-èíòåãðèðóåìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ êâàçèìåðû F1

è F2 òàêèå, ÷òî:

(A) äëÿ âñåõ t ∈ Gm \ (F ∪E) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà (µ � ìåðà
Õààðà íà Gm):

lim
F1(∆)

µ(∆)
≥ f(t) ≥ lim

F2(∆)

µ(∆)
, µ(∆) → 0, ∆ � äâîè÷íûé êóá, ∆ 3 t;

(B) êâàçèìåðû F1 è F2 ÿâëÿþòñÿ (Σm, ∆0)-íåïðåðûâíûìè äëÿ âñåõ äâîè÷-
íûõ êóáîâ ∆0 ⊆ Gm;

(C) F1(G
m)− F2(G

m) < ε.

Çíà÷åíèå (PWRD)-èíòåãðàëà (èíòåãðàëà Ïåððîíà�Óîëøà�Ðàäåìàõåðà�Äè-
ðèõëå) îò ôóíêöèè f ïî ëþáîìó äâîè÷íîìó èíòåðâàëó ∆ îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

(PWRD)

∫
∆

f(t) dµ(t) = inf
F1

F1(∆) = sup
F2

F2(∆). (7)

�

Òåîðåìà 9. Ïóñòü êðàòíûé ðÿä Óîëøà (S) íà ãðóïïå Gm ñõîäèòñÿ ïî

êóáàì ê êîíå÷íîé ñóììå f(t) âî âñåõ òî÷êàõ t ∈ Gm \ (F ∪ E), ãäå F �

íåêîòîðîå RDm-ìíîæåñòâî, à E ⊂ Gm � íåêîòîðîå íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-

íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ (PWRD)-èíòåãðèðóåìîé è (S)

ÿâëÿåòñÿ (PWRD)-ðÿäîì Ôóðüå�Óîëøà ýòîé ôóíêöèè.
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Ñèòóàöèÿ èíòåðåñíà åùå òåì, ÷òî áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ èíòåãðàëîâ, êîòî-
ðûå ðåøàþò ïðîáëåìó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ ïî ðàçëè÷íûì
ñèñòåìàì ôóíêöèé, äåëàþò ýòî ëèøü äëÿ ðÿäîâ, ñõîäÿùèõñÿ âíå íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ (åñëè íå íàêëàäûâàòü íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ïî-
âåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà). Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûé îáîáùåííûé èíòåãðàë,
ðåøàþùèé ïðîáëåìó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ, ñõîäÿùèõñÿ âíå
èçìåðèìûõ íåñ÷åòíûõ U -ìíîæåñòâ èç íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàñ-
ñà, áûë ïîñòðîåí â 2001 ãîäó äëÿ îäíîìåðíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòå-
ìû Í.Í. Õîëùåâíèêîâîé25, ñì. òàêæå26. (PWRD)-èíòåãðàë ðåøàåò çàäà÷ó
âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà, ñõîäÿùèõñÿ âíå ìíî-
æåñòâ âèäà F ∪E (ìíîæåñòâî E íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, F � RDm-ìíîæåñòâî).
Êëàññ ýòèõ ìíîæåñòâ íå ñëèøêîì øèðîê, íî ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó-
÷àé êðàòíûõ ðÿäîâ, ïðè÷åì ïðè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ äëÿ ñõîäèìîñòè ïî êóáàì äî ñèõ ïîð íå
äîêàçàíà (è íå îïðîâåðãíóòà) òåîðåìà òèïà Êàíòîðà äàæå â åå ïðîñòåéøåé
ôîðìå. Òåîðåìû 7 è 9, à òàêæå ðÿä äðóãèõ òåîðåì èç äèññåðòàöèè ðåøàþò
äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà íà ãðóïïå Gm íàìíîãî áîëåå îáùèå çàäà÷è.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (PWRD)-èíòåãðàë ïîêðûâàåò èíòåãðàë Ëåáåãà, èç ÷åãî

ñðàçó âûòåêàåò

Òåîðåìà 10. Ëþáîå ìíîæåñòâî âèäà F ∪ E, ãäå F � RDm-ìíîæåñòâî,

à E ⊂ Gm � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿåòñÿ V -ìíîæåñòâîì

äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà íà ãðóïïå Gm ïðè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî åñëè êðàòíûé ðÿä Óîëøà íà ãðóïïå Gm ñõîäèòñÿ ïî êóáàì

âíå ìíîæåñòâà F ∪ E óêàçàííîãî òèïà ê êîíå÷íîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè

f , òî ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f .

Â ãëàâàõ 4 è 5 èçó÷àþòñÿ âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè m-êðàòíûõ ðÿäîâ Õà-
àðà

∞∑
n=0

anχn(x) =
∞∑

n1=0

. . .

∞∑
nm=0

an1,...,nm

m∏
q=1

χnq
(xq) (8)

íà åäèíè÷íîì êóáå [0, 1]m, à òàêæå ñìåæíûå âîïðîñû òåîðèè îáîáùåííûõ èí-
òåãðàëîâ. Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè íå áûëî èçâåñòíî äàæå, ÿâëÿåòñÿ ëè ïóñòîå

25Í.Í. Õîëùåâíèêîâà, "Îáîáùåííûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë", Èçâ. ÍÀÍ Àðìåíèè. Ñåð. Ìà-
òåì., 36:4 (2001), 82�89.
26Â.À. Ñêâîðöîâ, Í.Í. Õîëùåâíèêîâà, "Ñðàâíåíèå äâóõ îáîáùåííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðà-

ëîâ", Ìàòåì. çàìåòêè, 79:2 (2006), 278�287.
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ìíîæåñòâî U -ìíîæåñòâîì äëÿ ðÿäîâ (8) ïðè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì èëè ρ-ñõî-
äèìîñòè. Íàìè èçó÷åíà íå òîëüêî ýòà, íî è ãîðàçäî áîëåå îáùèå ïðîáëåìû,
è ïîëó÷åíû îêîí÷àòåëüíûå èëè î÷åíü áëèçêèå ê íèì ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùè-
åñÿ ê ïðîáëåìå åäèíñòâåííîñòè è ïðîáëåìå âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ.
Íåîæèäàííûì îêàçàëñÿ ðåçóëüòàò î íååäèíñòâåííîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà
íà êóáå [0, 1]m ïðè ñõîäèìîñòè ïî êóáàì è íåêîòîðûõ áëèçêèõ ê íåé ñõîäèìî-
ñòÿõ.

Â ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ (8) ïðè ñõîäè-
ìîñòè ïî êóáàì è ρ-ñõîäèìîñòè. Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó åäèíñòâåí-
íîñòè äëÿ êâàçèìåð, äëÿ ïðîñòîòû ïðèâîäÿ òåîðåìó íå â ñàìîé îáùåé ôîðìå
è îãðàíè÷èâàÿñü ñëó÷àåì m = 2.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü íà åäèíè÷íîì êâàäðàòå [0, 1]2 çàäàíû íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî A è êâàçèìåðà τ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ:

(I) åñëè x ∈ (Id)
2 \ A, òî

lim
τ(∆)

|∆|
= 0, |∆| → 0, ∆ � äâîè÷íûé êâàäðàò, ∆ 3 x;

(II) åñëè x ∈ (Qd × Id) \ A (x ∈ (Id × Qd) \ A), òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {∆(σ)
k }, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëàìè (2) è (3), âûïîëíåíî óñëîâèå

τ(∆
(0,0)
k,k )− τ(∆

(1,0)
k,k ) = ¯̄o

(√
|∆k,k|

)
, k →∞ (9)

(
τ(∆

(0,0)
k,k )− τ(∆

(0,1)
k,k ) = ¯̄o

(√
|∆k,k|

)
, k →∞

)
; (10)

(III) êâàçèìåðà τ ÿâëÿåòñÿ Σ2-íåïðåðûâíîé â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1]m.

Òîãäà τ(∆) = 0 äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî èíòåðâàëà ∆.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ (8), òàêæå îãðà-
íè÷èâàÿñü äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àåì m = 2 è ïðèâîäÿ òåîðåìó íå â ñàìîé îáùåé
ôîðìå. Òåîðåìà 12 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 14, ïðèâåäåííîé íèæå.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü íà åäèíè÷íîì êâàäðàòå [0, 1]2 çàäàíû íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî A è äâîéíîé ðÿä Õààðà (S), ïðè÷åì:

(I∗) åñëè x ∈ (Id)
2 \ A, òî ðÿä (S) ñõîäèòñÿ ïî äâîè÷íûì êóáàì ê íóëþ â

òî÷êå x;
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(II∗) åñëè òî÷êà x ∈ [0, 1]2 \ A èìååò ðîâíî îäíó äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíóþ

êîîðäèíàòó, òî äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì SN1,N2
ðÿäà (S) âûïîë-

íåíî óñëîâèå

SN1,N2
(x) = ¯̄o x(

√
N1 N2 ),

min{N1, N2} → ∞, min{N1/N2, N2/N1} ≥ 1/2;
(11)

(III∗) âñþäó íà [0, 1]m ðÿä (S) óäîâëåòâîðÿåò ïðè m = 2 óñëîâèþ (4).

Òîãäà ðÿä (S) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì.

Òåîðåìû 11 è 12 ÿâëÿþòñÿ äóàëüíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäîå óñëîâèå â
ïðåäïîëîæåíèè òåîðåìû 11 ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé ñîîòâåòñòâóþùåãî
óñëîâèÿ â ïðåäïîëîæåíèè òåîðåìû 12. Òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó êðàòíûìè ðÿäà-
ìè Õààðà è êâàçèìåðàìè äåìîíñòðèðóþò òàêæå ñëåäóþùèå ôàêòû. Òåîðåìà
12 ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé, åñëè â óñëîâèè (11) âî âñåõ òî÷êàõ, èìåþùèõ ðîâíî
îäíó äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíóþ êîîðäèíàòó, çàìåíèòü ′ ¯̄o ′ íà ′O′. Äâîéñòâåííûé
ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåëüçÿ âî âñåõ òî÷êàõ, èìåþùèõ ðîâíî îäíó äâîè÷íî-
ðàöèîíàëüíóþ êîîðäèíàòó, çàìåíèòü ′ ¯̄o ′ íà ′O ′ â óñëîâèÿõ (9) è (10) áåç òîãî,
÷òîáû òåîðåìà 11 ïåðåñòàëà áûòü âåðíîé. Äàëåå, òåîðåìà 12 ïåðåñòàåò áûòü
âåðíîé, åñëè â óñëîâèè (4) çàìåíèòü ′ ¯̄o ′ íà ′O ′ äàæå â îäíîé òî÷êå. Äâîé-
ñòâåííûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåëüçÿ äàæå â îäíîé òî÷êå çàìåíèòü Σ2-
íåïðåðûâíîñòü íà Σ2-îãðàíè÷åííîñòü áåç òîãî, ÷òîáû òåîðåìà 11 ïåðåñòàëà
áûòü âåðíîé.
Åùå îäíèì âàæíûì ìîìåíòîì ÿâèëîñü ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà, ðåøàþùå-

ãî ïðîáëåìó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ρ-ñõîäÿùèõñÿ êðàòíûõ ðÿäîâ
Õààðà. Ýòîò èíòåãðàë áûë íàçâàí (P ∗

d )-èíòåãðàëîì. Êîíñòðóêöèÿ ýòîãî èí-
òåãðàëà äîñòàòî÷íî ñëîæíà, ïîýòîìó ïðèâåäåì åå â íåñêîëüêî óïðîùåííîé
ôîðìóëèðîâêå è ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ m = 2.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà, ïî ìåíüøåé ìå-
ðå, íà ìíîæåñòâå (Id)

2\A, ãäå A � íåêîòîðîå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.
Íàçîâåì ôóíêöèþ f (P ∗

d )-èíòåãðèðóåìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ
êâàçèìåðû F1 è F2, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(A) äëÿ âñåõ x ∈ (Id)
2 \ A

lim
F1(∆)

|∆|
≥ f(x) ≥ lim

F2(∆)

|∆|
, |∆| → 0, ∆ � äâîè÷íûé êóá, ∆ 3 x;
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(B) åñëè x ∈ (Qd × Id) \ A (x ∈ (Id × Qd) \ A), òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {∆(σ)

k }, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëàìè (2) è (3), à òàêæå äëÿ êàæäîãî
(i = 1, 2), âûïîëíåíî óñëîâèå (9) (ñîîòâåòñòâåííî, (10));

(C) êâàçèìåðû F1 è F2 ÿâëÿþòñÿ Σ2-íåïðåðûâíûìè âñþäó íà [0, 1]2;

(D) F1([0, 1]2)− F2([0, 1]2) < ε.

Çíà÷åíèå (P ∗
d )-èíòåãðàëà îò ôóíêöèè f ïî ëþáîìó äâîè÷íîìó èíòåðâàëó ∆

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (7). �

Òåîðåìà 14. Ïóñòü çàäàíî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ [0, 1]m,

à êðàòíûé ðÿä Õààðà (S) íà êóáå [0, 1]m ñ ïðÿìîóãîëüíûìè ÷àñòè÷íûìè

ñóììàìè SN1,...,Nm
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) åñëè x ∈ (Id)
m \ A, òî ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà Cx > 0 òàêàÿ, ÷òî

|S2k,...,2k(x)| ≤ Cx, k = 0, 1, . . . ;

2) åñëè òî÷êà x ∈ [0, 1]m \ A èìååò ðîâíî s ∈ {1, . . . ,m − 1} äâîè÷íî-

ðàöèîíàëüíûõ êîîðäèíàò, òî âûïîëíåíî óñëîâèå

SN1,...,Nm
(x) = ¯̄o x((N1 · . . . ·Nm)s/m), min

i
{Ni} → ∞, min

i,j
{Ni/Nj} ≥ 1/2;

3) âñþäó íà [0, 1]m äëÿ ðÿäà (S) èìååò ìåñòî óñëîâèå (4).

Òîãäà ðÿä (S) ïî÷òè âñþäó íà (Id)
m \ A ñõîäèòñÿ ïî äâîè÷íûì êóáàì ê êî-

íå÷íîé ôóíêöèè f , ÿâëÿþùåéñÿ (P ∗
d )-èíòåãðèðóåìîé, è ðÿä (S) ÿâëÿåòñÿ

(P ∗
d )-ðÿäîì Ôóðüå�Õààðà ôóíêöèè f (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â òî÷êàõ ìíî-

æåñòâà (Id)
m\A, â êîòîðûõ îíà íå îïðåäåëåíà, îíà äîîïðåäåëÿåòñÿ ëþáûìè

êîíå÷íûìè çíà÷åíèÿìè).

Ñëåäñòâèå 15. Åñëè ρ ∈ (0, 1/2], òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ U -

ìíîæåñòâîì äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà ïðè ρ-ñõîäèìîñòè.

Íàñêîëüêî óñëîâèå ρ ∈ (0, 1/2] íåîáõîäèìî â ñëåäñòâèè 15, ïîäðîáíî èçó÷å-
íî â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Îêàçûâàåòñÿ, ïðè çíà÷åíèÿõ ρ, áëèçêèõ ê åäèíèöå,
òî åñòü ïðè ñõîäèìîñòÿõ, áëèçêèõ ê ñõîäèìîñòè ïî êóáàì, àíàëîãè ñëåäñòâèÿ
15 íå âåðíû, ÷òî îçíà÷àåò â òàêèõ ñëó÷àÿõ îòñóòñòâèå åäèíñòâåííîñòè. Ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà óêàçûâàåò ãðàíèöó ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîñòè äâîéíûõ
ðÿäîâ Õààðà íà åäèíè÷íîì êâàäðàòå [0, 1]2 ïðè ρ-ñõîäèìîñòÿõ.

Òåîðåìà 16. 1) Äëÿ ëþáîãî ρ ∈ (
√

2/2, 1] ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé

äâîéíîé ðÿä Õààðà íà åäèíè÷íîì êâàäðàòå [0, 1]2, âñþäó ρ-ñõîäÿùèéñÿ ê íóëþ;

2) åñëè ρ ∈ (0,
√

2/2), òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ U -ìíîæåñòâîì äëÿ

äâîéíûõ ðÿäîâ Õààðà ïðè ρ-ñõîäèìîñòè.
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Ñëåäñòâèå 17. Ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé äâîéíîé ðÿä Õààðà íà åäè-

íè÷íîì êâàäðàòå [0, 1]2, âñþäó ñõîäÿùèéñÿ ê íóëþ ïî êóáàì.

Ïðè ýòîì óòâåðæäåíèå 1 òåîðåìû 16 è ñëåäñòâèå 17 íå ïåðåíîñÿòñÿ íà êðàò-
íûå ðÿäû Õààðà íà ãðóïïå Gm.
Êðîìå (P ∗

d )-èíòåãðàëà, â ãëàâå 4 â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî
(P ρ

d )-èíòåãðàëîâ (ρ ∈ (0,
√

2/2)), êàæäûé èç êîòîðûõ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
ρ âîññòàíàâëèâàåò êîýôôèöèåíòû ρ-ñõîäÿùèõñÿ âñþäó äâîéíûõ ðÿäîâ Õà-
àðà. Ïðè ρ ∈ (0, 1/2] (P ρ

d )-èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì (P ∗
d )-èíòåãðàëà. Êîí-

ñòðóêöèè ýòèõ èíòåãðàëîâ äîñòîòî÷íî ñõîæè. (P ρ
d )-èíòåãðàë ïðèâëåêàåò èí-

òåðåñ òåì, ÷òî îí íå ïîêðûâàåò èíòåãðàë Ëåáåãà. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ íåõà-
ðàêò�åðíûì äëÿ èíòåãðàëîâ, ðåøàþùèõ ïðîáëåìó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Ñòðóêòóðà (P ρ

d )-èíòåãðàëà â çíà÷èòåëüíîé ìåðå
óâÿçàíà ñî ñòðóêòóðîé ðÿäîâ Õààðà è ýòîò èíòåãðàë "íå áåðåò" íåêîòîðûå
"ëèøíèå" ôóíêöèè, êîòîðûå íåëüçÿ èçìåíèòü íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøèåñÿ ôóíêöèè áûëè ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû âñþäó
ñõîäÿùåãîñÿ äâîéíîãî ðÿäà Õààðà.

Â ãëàâå 5 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ìíîãîìåðíûõ îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ. Â
ñëó÷àå m = 2 (P ∗

d )-èíòåãðàë, ïîñòðîåííûé â ãëàâå 4 äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëå-
ìû âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ m-êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà, ñðàâíèâàåòñÿ ñ
äîñòàòî÷íî îáùèìè èíòåãðàëàìè õåíñòîêîâñêîãî òèïà íà ïëîñêîñòè, çàâåäî-
ìî ïîêðûâàþùèìè íå òîëüêî èíòåãðàë Ëåáåãà, íî è íåðåãóëÿðíûé èíòåãðàë
Ïåððîíà.

Òåîðåìà 18. 1) Â ñëó÷àå m = 2 (P ∗
d )-èíòåãðàë íå ïðîòèâîðå÷èò äâîè÷-

íîìó 1/2-ðåãóëÿðíîìó èíòåãðàëó Õåíñòîêà íà ïëîñêîñòè ((H1/2,d)-èíòåãðàëó);

2) â ñëó÷àå m = 2 (P ∗
d )-èíòåãðàë ïðîòèâîðå÷èò äâîè÷íîìó 1-ðåãóëÿðíîìó

(êâàäðàòíîìó) èíòåãðàëó Õåíñòîêà íà ïëîñêîñòè ((H1,d)-èíòåãðàëó).

Ñëåäñòâèåì ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 18 ñëóæèò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ÿâ-
ëÿþùèéñÿ òåîðåìîé òèïà äþ Áóà-Ðåéìîíà äëÿ äâîéíûõ ðÿäîâ Õààðà. Ýòîò
ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äàëåêî èäóùèì îáîáùåíèåì, ïðàâäà, òîëüêî äëÿ äâóìåð-
íîãî ñëó÷àÿ, èçâåñòíûõ òåîðåì Â.À. Ñêâîðöîâà.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü çàäàíî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ [0, 1]2

è äâîéíîé ðÿä Õààðà (S). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä (S) âñþäó íà [0, 1]2 óäîâëå-

òâîðÿåò (ïðè m = 2) óñëîâèþ (4), âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà (Id)
2 \ A

äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî êóáàì ê êîíå÷íîé ôóíêöèè f , èíòåãðèðóåìîé â
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ñìûñëå (H1/2,d)-èíòåãðàëà, à âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ [0, 1]2 \ A, èìåþùèõ ðîâ-

íî îäíó äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíóþ êîîðäèíàòó, äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ

ñóìì SN1,N2
ðÿäà (S) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (11). Òîãäà (S) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì

Ôóðüå�Õààðà ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî (H1/2,d)-èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 19 íåóñèëÿåìà íè â îäíîì èç ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèé. Âî-ïåðâûõ,
ýòà òåîðåìà ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé, åñëè îäíîâðåìåííî âî âñåõ òî÷êàõ x ∈
[0, 1]m\A, èìåþùèõ ðîâíî îäíó äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíóþ êîîðäèíàòó, çàìåíèòü
â ôîðìóëå (11) ¯̄o íà O . Âî-âòîðûõ, äàæå â îäíîé òî÷êå x ∈ [0, 1]2 íåëüçÿ
çàìåíèòü â óñëîâèè (4) ¯̄o íà O . Â-òðåòüèõ, òåîðåìà 19 ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé,
åñëè â óñëîâèè (11) çàìåíèòü 1/2 íà 1. Íàêîíåö, (H1/2,d)-èíòåãðàë â òåîðåìå 19

íåëüçÿ çàìåíèòü íà (H1,d)-èíòåãðàë, äàæå åñëè ðÿä (S) 1/2-ñõîäèòñÿ âñþäó.
Ïîñëåäíèé ôàêò ñëåäóåò èç òåîðåìû 20, ÿâëÿþùåéñÿ äâîéñòâåííîé êî âòîðîé
÷àñòè òåîðåìû 18.

Òåîðåìà 20. Ñóùåñòâóåò äâîéíîé ðÿä Õààðà íà åäèíè÷íîì êâàäðàòå

[0, 1]2, âñþäó ρ-ñõîäÿùèéñÿ ê êîíå÷íîé (H1,d)-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, íî

íå ÿâëÿþùèéñÿ ðÿäîì Ôóðüå�Õààðà ýòîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî (H1,d)-èí-

òåãðàëà.

Â ãëàâå 6 èçó÷àþòñÿ ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíîé åäèíñòâåííîñòè äëÿ îä-
íîìåðíûõ è êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû òàêèõ
ðÿäîâ, ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå ÷åì ñòåïåí-
íîé ðîñò. Äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà íàõîäèòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå òàêèõ ìíî-
æåñòâ. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíî ïî÷òè ïîëíîå, à äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
ìíîæåñòâ ïîëíîå, îïèñàíèå êëàññà ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè îäíîìåðíûõ ðÿ-
äîâ Õààðà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Âýéäà. Ïîìèìî ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ
áîëåå îáùàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà è
Óîëøà, ñõîäÿùèõñÿ âíå ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíîé åäèíñòâåííîñòè. Ïðèâåäåì
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Ïóñòü Θα, ρ îçíà÷àåò ìíîæåñòâî êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà (Õààðà) íà ãðóïïå

Gm, ρ- ðåãóëÿðíûå ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû SN1,...,Nm
êîòîðûõ èìåþò

íå áîëåå ÷åì (1− α)-ñòåïåííîé ðîñò, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

|SN1,...,Nm
(t)| ≤ C(N1 · . . . ·Nm)1−α, min

i,j
{Ni/Nj} ≥ ρ,

âåëè÷èíà C íå çàâèñèò îò N1, . . . , Nm ∈ Z+ è t ∈ Gm.
(12)

Ñèìâîëîì UW,m,ρ(α) (UH,m,ρ(α)) îáîçíà÷èì êëàññ U -ìíîæåñòâ äëÿ ðÿäîâ èç
êëàññà Θα, ρ ïðè ρ-ñõîäèìîñòè. Â ñëó÷àå 0 < α < 1 (à èìåííî ýòîò ñëó÷àé
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ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì è èíòåðåñíûì) íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå (äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà) è êðèòåðèé (äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà) ïðè-
íàäëåæíîñòè çàäàííîãî ìíîæåñòâà êëàññó UW,m,ρ(α) èëè UH,m,ρ(α). È ñíîâà
îêàçàëîñü, ÷òî âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà óâÿçàíû ñ
íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè êâàçèìåð. À èìåííî, íàõîæäåíèå íåîáõîäèìîãî óñëî-
âèÿ ïðèíàäëåæíîñòè çàäàííîãî ìíîæåñòâà êëàññó UH,m,ρ(α) ñâåëîñü ê ñóùå-
ñòâîâàíèþ íåòðèâèàëüíîé êâàçèìåðû, ñîñðåäîòî÷åííîé íà íåêîòîðîì çàìêíó-
òîì ïîäìíîæåñòâå çàäàííîãî ìíîæåñòâà è èìåþùåé íåîáõîäèìûé ïîðÿäîê
ãëàäêîñòè. Îáíàðóæåíà ñâÿçü ìåæäó ïîâåäåíèåì ÷àñòè÷íûõ ñóìì êðàòíûõ
ðÿäîâ Õààðà è àíàëîãàìè äëÿ êâàçèìåð èçâåñòíûõ â òåîðèè ðàçìåðíîñòè ïðÿ-
ìîãî è îáðàòíîãî ïðèíöèïîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ (ñì., íàïð.,27). Íàéäåííûå
çàêîíîìåðíîñòè ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 21. Ïóñòü çàäàíû α ∈ (0, 1) è ρ ∈ (0, 1]. Òîãäà:

1) åñëè ìíîæåñòâî E ⊂ Gm íå ñîäåðæèò ñîâåðøåííûõ ïîäìíîæåñòâ,

õàóñäîðôîâà αm-ìåðà êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíà, òî E ∈ UW,m,ρ(α);

2) E ∈ UH,m,ρ(α) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî E íå ñîäåðæèò

ñîâåðøåííûõ ïîäìíîæåñòâ, õàóñäîðôîâà αm-ìåðà êîòîðûõ

ïîëîæèòåëüíà;

3) çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X ∈ UH,m,ρ(α) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà õàóñäîðôîâà αm-ìåðà ìíîæåñòâà X ðàâíà íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó òåîðåìû 7, òåîðåìà 21 â åå ÷àñòè, êàñàþùåéñÿ êðàò-
íûõ ðÿäîâ Óîëøà, íå ìîæåò áûòü îáðàòèìîé. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêæå
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 22. Ïóñòü âûáðàíû α ∈ (0, 1) è ρ ∈ (0, 1]. Òîãäà îáúåäèíåíèå íå

áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èç êëàññà UH,m,ρ(α) òàêæå

åñòü ìíîæåñòâî èç ýòîãî êëàññà.

Òåîðåìà 23. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå α ∈ (0, 1), ρ ∈ (0, 1] è ìíîæåñòâî

E /∈ UH,m,ρ(α). Åñëè (S) � íåòðèâèàëüíûé m-êðàòíûé ðÿä Õààðà, ðåàëè-

çóþùèé M -ìíîæåñòâî E, òî åñòü (S) ρ-ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà ìíîæåñòâå

Gm \E è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12), òî åãî ìîæíî âûáðàòü òàêèì, ÷òî

âñå åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû áóäóò íåîòðèöàòåëüíûìè.

27K. Falconer, Fractal Geometry: Mathematical Foundations and Applications, John Wiley&Sons,
Chichester�New York�Brisbane�Toronto�Singapore, 1990.

24



Òåîðåìà 24. Äëÿ ëþáûõ α1, α2 ∈ (0, 1) (α1 6= α2) è ρ ∈ (0, 1] UH,m,ρ(α1) 6=
UH,m,ρ(α2).

Òåîðåìà 22 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òèïà Áàðè äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà. Òåî-
ðåìà 23 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà òåîðåìû Øèïïà, à òåî-
ðåìà 24 âûäåðæàíà â äóõå ðàáîò Ð.È. Îâñåïÿíà, À.Â. Áàõøåöÿíà è Ã. Ã. Ãå-
âîðêÿíà.
Ïîëó÷åíû òàêæå íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû î ìíîæåñòâàõ îòíîñèòåëüíîé

åäèíñòâåííîñòè äëÿ îäíîìåðíûõ ðÿäîâ Õààðà. ÏóñòüΘp � êëàññ ðÿäîâ Õààðà,
êîýôôèöèåíòû an êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ Âýéäà:

an = ¯̄o (np−1/2), n →∞.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè p = 1 óñëîâèå Âýéäà ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâíîìåðíûé àíàëîã
óñëîâèÿ Àðóòþíÿíà�Òàëàëÿíà. Ñèìâîëîì U(Θp) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî U -ìíî-
æåñòâ äëÿ ðÿäîâ èç êëàññà Θp. Èç òåîðåìû 21 ìîæíî ëåãêî âûâåñòè áëèçêîå
ê êðèòåðèþ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ñåìåéñòâó U(Θp). Ìû íå áóäåì ýòîãî
äåëàòü, à óêàæåì êëàññ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî òî÷íî ñêàçàòü, ïðè
êàêèõ p îíè ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó U(Θp).

Òåîðåìà 25. Ïóñòü âûáðàíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X ⊂ [0, 1]. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ (0, 1) õàóñäîðôîâà α-ìåðà ìíîæåñòâà X

áåñêîíå÷íà ïðè α < 1−p è êîíå÷íà ïðè α ≥ 1−p. Òîãäà X ∈ U(Θq) äëÿ âñåõ

q ≤ p è X /∈ U(Θq) äëÿ âñåõ q > p.

Ñëåäñòâèå 26. Åñëè Fζ � ñèììåòðè÷åñêîå ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî ñ

ïîñòîÿííûì îòíîøåíèåì ζ, òî Fζ ∈ U(Θq) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

q ≤ 1 +
ln 2

ln ζ
.

Â ÷àñòíîñòè, êàíòîðîâñêîå òðîè÷íîå ìíîæåñòâî F1/3 ∈ U(Θq) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

q ≤ 1− ln 2

ln 3
.

Ñðàâíèâ ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîìåðíûõ è êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà (íàïðèìåð,
òåîðåìó 21 â åå ÷àñòè, êàñàþùåéñÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà) ñ ðåçóëüòàòàìè
äëÿ îäíîìåðíûõ è êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ èíòåðåñíóþ
êàðòèíó. Äëÿ ðÿäîâ Õààðà â òåðìèíàõ õàóñäîðôîâûõ ìåð ïîëó÷åí êðèòåðèé
ïðèíàäëåæíîñòè çàäàííîãî ìíîæåñòâà êëàññó ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè ðÿ-
äîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (12). Â àíàëîãè÷íîì ñëó÷àå äëÿ ðÿäîâ Óîëøà
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íàéäåíî ëèøü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîäîáíîé ïðèíàäëåæíîñòè. Ïðè ýòîì,
íåîáõîäèìîå óñëîâèå è íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â òåðìèíàõ õàóñäîðôîâûõ
ìåð â ñèëó òåîðåìû 7. Êðîìå òîãî, îòìåòèì ñëåäóþùèé î÷åíü âàæíûé, ñ íà-
øåé òî÷êè çðåíèÿ, ôàêò. Ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâà ðàññìîòðåííûì âûøå
êëàññàì U(Θ) äëÿ ðÿäîâ Õààðà (è îäíîìåðíûì, è êðàòíûì) íå çàâèñèò (!)
îò àðèôìåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ýòèõ ìíîæåñòâ, ÷åãî íåò â ñëó÷àå ðÿäîâ Óîë-
øà èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ. Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ðÿäîâ Õààðà îáúÿñíÿåòñÿ,
ïî-âèäèìîìó, íåêîòîðîé "ëîêàëüíîñòüþ" ñèñòåìû Õààðà, â ÷àñòíîñòè, òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî äèàìåòð íîñèòåëÿ ôóíêöèé Õààðà χn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
n →∞. Ïîäîáíàÿ "ëîêàëüíîñòü" ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîâåäåíèå ÷àñòè÷íûõ
ñóìì ðÿäà Õààðà â îäíîé òî÷êå íå ñëèøêîì ñèëüíî çàâèñèò îò òàêîãî ïîâå-
äåíèÿ â äðóãîé òî÷êå. Â ñëó÷àå æå ðÿäîâ Óîëøà èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
íîñèòåëè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé çàïîëíÿþò âñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Â
ñâÿçè ñ ýòèì çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîâåäåíèåì ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà â äâóõ
ðàçíûõ òî÷êàõ äîëæíà áûòü áîëåå ñèëüíîé. Ýòî, ïî âñåé âèäèìîñòè, è ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî îïèñàíèå U -ìíîæåñòâ äëÿ òàêèõ ðÿäîâ òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ
íå òîëüêî ìåòðè÷åñêèõ, íî è àðèôìåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâ.
Áûëà òàêæå ðàññìîòðåíà áîëåå îáùàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåí-

òîâ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà, ñõîäÿùèõñÿ âíå ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíîé
åäèíñòâåííîñòè. Äëÿ êàæäîãî α ∈ (0, 1) è ñåìåéñòâà

K = {{kj(t)} : t ∈ Gm} (13)

âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {kj(t)} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîñòðîåí èí-
òåãðàë äâîè÷íîãî ïåððîíîâñêîãî òèïà, íàçâàííûé (PHW α(K))-èíòåãðàëîì,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âåðíà

Òåîðåìà 27. Ïóñòü âûáðàíû α ∈ (0, 1), ρ ∈ (0, 1], êðàòíûé ðÿä Õààðà

èëè Óîëøà (S) íà ãðóïïå Gm, à òàêæå ñåìåéñòâî K âîçðàñòàþùèõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (13). Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ âñåõ t ∈ Gm, êðîìå, áûòü ìîæåò, òî÷åê èç íåêîòîðîãî ìíîæå-

ñòâà íóëåâîé õàóñäîðôîâîé αm-ìåðû, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü S2kj(t)(t) êó-

áè÷åñêèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (S) ñòðåìèòñÿ ïðè j → ∞ ê êîíå÷íîìó

çíà÷åíèþ f(t);

2) âñþäó íà Gm ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû SN(t) ðÿäà (S) â òî÷êå

t óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (12).
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Òîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ (PHW α(K))-èíòåãðèðóåìîé è ðÿä (S) ÿâëÿåòñÿ

(PHW α(K))-ðÿäîì Ôóðüå�Õààðà èëè, ñîîòâåòñòâåííî, Ôóðüå�Óîëøà ôóíê-

öèè f .

Â ãëàâå 7 ìû íåñêîëüêî îòñòóïàåì îò îñíîâíîé ëèíèè äëÿ òîãî, ÷òîáû
åùå ðàç óêàçàòü íà çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïîâåäåíèåì êðàòíûõ ðÿ-
äîâ, ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì èëè ïî îãðàíè÷åííûì ïðÿìîóãîëüíèêàì, îò ðÿäîâ,
ñõîäÿùèõñÿ ïî (íåîãðàíè÷åííûì) ïðÿìîóãîëüíèêàì. Â ýòîé ãëàâå ïðåäñòàâ-
ëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿ-
ùèõñÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà è Óîëøà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîâåäåíèå êîýôôèöèåí-
òîâ ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò
ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì òàêèõ ðÿäîâ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñõîäèìîñòü ïî êóáàì, òî ïîâåäåíèå êî-
ýôôèöèåíòîâ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ è îò ïîâåäåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ. Ñõîäèìîñòü êðàòíûõ ðÿäîâ
Óîëøà ïî êóáàì ê êîíå÷íîé ôóíêöèè äàæå âñþäó â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
íå ãàðàíòèðóåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ïîâåäåíèå èõ êîýôôèöèåíòîâ ñ íîìå-
ðàìè, âçÿòûìè èç äîñòàòî÷íî ìàññèâíîãî ìíîæåñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî,
÷òî äâîéíîé ðÿä Óîëøà ìîæåò âñþäó ñõîäèòüñÿ ïî êâàäðàòàì, à åãî êîýôôè-
öèåíòû ñ íîìåðàìè èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïðè ýòîì ìîãóò ðàñòè áûñòðåå
ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ðÿäîâ ïîäîáíîå íåâîçìîæíî â ñèëó òåîðåìû Êîýíà. Íî íåêîòîðûå ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì ê êîíå÷íîé ôóíêöèè
íà ìíîæåñòâå îïðåäåëåííîé ìåðû êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà, êàê äîêàçàíî â ãëàâå
7, âñå-òàêè îáÿçàíû ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.
Òàêæå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñõîäÿùèõñÿ ïî êóáàì èëè ïî îãðàíè÷åííûì

ïðÿìîóãîëüíèêàì êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà. È çäåñü ñèòóàöèÿ áóäåò îòëè÷àòüñÿ
êàê îò òîé, ÷òî èìååò ìåñòî äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ïî (íåîãðàíè÷åííûì) ïðÿìî-
óãîëüíèêàì êðàòíûõ ðÿäîâ Õààðà, òàê è îò òîé, ÷òî èìååò ìåñòî äëÿ ñõîäÿ-
ùèõñÿ ïî êóáàì êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ. Áîëåå òîãî, òàêîå ðàç-
ëè÷èå ìîæåò áûòü óæå òîãäà, êîãäà êðàòíûé ðÿä Õààðà ñõîäèòñÿ ïî ïðÿìî-
óãîëüíèêàì âñþäó, êðîìå âñåãî îäíîé òî÷êè t0 ∈ Gm, â êîòîðîé îí ñõîäèòñÿ
ïî êóáàì èëè â ñìûñëå ρ-ñõîäèìîñòè.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 7.
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Òåîðåìà 28. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

Tk = {(n1, n2) ∈ N2 : 2k ≤ n1, n2 ≤ 2k+1 − 1}, k = 0, 1, . . . ; T =
∞⋃

k=0

Tk.

Ïóñòü çàäàíû äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bn1,n2
} íå ðàâíûõ íóëþ äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùàÿñÿ ê ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ck} ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë, à òàêæå ÷èñëà β1 è β2 òàêèå, ÷òî 0 < β1 < β2 < 1. Òîãäà

ñóùåñòâóåò äâîéíîé ðÿä Óîëøà, âñþäó íà G2 ñõîäÿùèéñÿ ïî êâàäðàòàì ê

êîíå÷íîé ñóììå, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ bn1,n2
êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

ðàâåíñòâà:

lim
|||(n1,n2)|||→∞,

(n1,n2)/∈T

bn1,n2

Bn1,n2

= ∞; lim
2k≤n1,n2≤2k+Ck,

k→∞

|bn1,n2
|

|Bn1,n2
|
= +∞;

lim
2k(1+β1)≤n1,n2≤2k(1+β2),

k→∞

|bn1,n2
|

|Bn1,n2
|
= +∞.

Òåîðåìà 29. Ïóñòü çàäàíû s ∈ Z+, áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî E ⊂ Gm, äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µ(E) > 1− 1

2m−1+ms
,

à òàêæå êðàòíûé ðÿä Óîëøà (S), âñþäó ñõîäÿùèéñÿ ïî êóáàì íà ìíîæå-

ñòâå E. Òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ bn1,...,nm
ðÿäà (S) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
k→∞

max
2k≤n1,...,nm≤2k+2s−1

|bn1,...,nm
| = 0.

Òåîðåìà 30. Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ρ ∈ (0, 1], m ∈ {2, 3, . . .}, m-

ìåðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An1,...,nm
} íå ðàâíûõ íóëþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-

ñåë è òî÷êà t0 ∈ Gm. Òîãäà ñóùåñòâóåò m-êðàòíûé ðÿä Õààðà, ρ-ñõîäÿùèé-

ñÿ ê êîíå÷íîé ñóììå â òî÷êå t0, ñõîäÿùèéñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, ïîâòîðíî

è ïî ñôåðàì ê êîíå÷íîé ñóììå âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà Gm \ {t0}, äëÿ
îáùåãî ÷ëåíà an1,...,nm

χn1,...,nm
êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

lim
‖(n1,...,nm)‖→∞

|an1,...,nm
|

|An1,...,nm
|
= ∞ è lim

‖(n1,...,nm)‖→∞

|an1,...,nm
χn1,...,nm

(t0)|
|An1,...,nm

|
= ∞.

Âîçâðàùàÿñü ê òåîðåìå 28, îáðàòèì âíèìàíèå íà åùå îäíî ðàçëè÷èå ìåæäó
ñõîäÿùèìèñÿ ïî êâàäðàòàì è ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì äâîéíûìè ðÿäàìè Óîëøà.
Â ðàáîòå Ø.Ò. Òåòóíàøâèëè6 äëÿ êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ äîêà-
çàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïðèâåäåì åãî â ñèëüíî óïðîùåííîé ôîðìóëèðîâêå
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è â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü U îçíà÷àåò êëàññ U -ìíîæåñòâ äëÿ äâîéíûõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðè ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, ïîñòðîåííûé â
ðàáîòå6 (ñì. òåîðåìó 2 èç ýòîé ðàáîòû), è âêëþ÷àþùèé, â ÷àñòíîñòè, íåêîòî-
ðûå êîíòèíóàëüíûå U -ìíîæåñòâà ìåðû íóëü, à òàêæå íåèçìåðèìûå U -ìíî-
æåñòâà. Òîãäà, åñëè êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ f(t1, t2), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå
[−π, π]\A, ãäå A ∈ U , èçìåðèìà ïî ïåðåìåííîé t1 ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
t2 ∈ [−π, π], òî èç ñõîäèìîñòè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì ê ôóíêöèè f íà ìíîæå-
ñòâå [−π, π] \ A äâîéíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà âûòåêàåò åãî ïîâòîðíàÿ
ñõîäèìîñòü ê ôóíêöèè f íà òîì æå ìíîæåñòâå. Äëÿ äâîéíûõ ðÿäîâ Óîëøà
àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Ë.Ä. Ãîãîëàäçå9.
×òî êàñàåòñÿ ñõîäèìîñòè ïî êâàäðàòàì, òî èç òåîðåìû 28 âûòåêàåò, ÷òî äà-

æå âñþäó ñõîäÿùèéñÿ òàêèì îáðàçîì äâîéíîé ðÿä Óîëøà ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ
ïîâòîðíî íè â îäíîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bn1,n2

},
ôèãóðèðóþùàÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 28, îòäåëåíà îò íóëÿ, òî ðÿä (S) èç
óòâåðæäåíèÿ ýòîé òåîðåìû íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ ïîâòîðíî, òàê êàê åãî îáùèé
÷ëåí íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî îäíîé ïåðåìåííîé ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè äðóãîé.

ÁËÀÃÎÄÀÐÍÎÑÒÈ

Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó Ó÷èòåëþ, ïðîôåññîðó êàôåäðû
òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñî-
âà Âàëåíòèíó Àíàòîëüåâè÷ó Ñêâîðöîâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è ìíîãîëåòíåå
ïëîäîòâîðíîå ñîòðóäíè÷åñòâî. Õî÷ó âûðàçèòü ïðèçíàòåëüíîñòü ðóêîâîäèòå-
ëÿì ñåìèíàðîâ ïî òåîðèè ôóíêöèé íà Ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Á.Ñ. Êàøèíó, ïðîôåññîðàì
Ì.È. Äüÿ÷åíêî, Á.È. Ãîëóáîâó, Ñ.Â. Êîíÿãèíó, Ì.Ê. Ïîòàïîâó, Ò.Ï. Ëóêà-
øåíêî, à òàêæå âñåì ó÷àñòíèêàì ýòèõ ñåìèíàðîâ çà òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó è
îáñóæäåíèå òåì, çàòðîíóòûõ â äèññåðòàöèè. Ñ÷èòàþ ñâîèì äîëãîì âñïîìíèòü
îá àêàäåìèêå Ï.Ë. Óëüÿíîâå (1928�2006), ÷üå âíèìàíèå è ïîääåðæêà ñûãðà-
ëè âàæíóþ ðîëü â òâîð÷åñêîé ñóäüáå àâòîðà. Âûðàæàþ ïðèçíàòåëüíîñòü Òà-
òüÿíå Ñâîðîâñêà çà ðÿä çàìå÷àíèé è ñîâåòîâ, çíà÷èòåëüíî óëó÷øèâøèõ òåêñò
ðàáîòû. Áëàãîäàðþ ñâîþ ñåìüþ çà ïîíèìàíèå è ïîääåðæêó.
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