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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы исследования. Современная теория оп-
тимального управления берет свое начало от работ Л.С. Понтрягина1 и
его учеников выполненных в начале шестидесятых годов XX века. Ос-
новным результатом этих работ является всемирно известный принцип
максимума Понтрягина, который задает необходимые условия оптималь-
ности для широкого класса задач оптимального управления.

Одним из направлений развития теории оптимального управления яв-
ляется теория принципа максимума Понтрягина для задач с фазовыми
ограничениями. Первые результаты по данной тематике были получе-
ны Л.С. Понтрягиным и Р.В. Гамкрелидзе12 одновременно с открытием
принципа максимума. Рассмотрен частный, но важный случай задач оп-
тимального управления в которых на оптимальную траекторию накла-
дывается следующее ограничение. Предполагается, что число участков
оптимальной траектории на которых движение происходит по границе и
строго внутри фазового ограничения конечно. В данных предположени-
ях получены необходимые условия оптимальности для участков траек-
тории, на которых она проходит по границе фазового ограничения. Вне
границы, очевидно, выполнен классический принцип максимума. Также
получены важные условия склейки участков оптимальной траектории
лежащих на границе и внутри фазового ограничения. А именно, показа-
но, что вектор функция сопряженных переменных может иметь разрыв
первого рода в точках склейки, а направление разрыва должно быть
ортогонально границе фазового ограничения.

Дальнейшее развитие теория принципа максимума при наличии фазо-
вых ограничений получила в работах А.Я. Дубовицкого и А.А. Милюти-
на34. Данными авторами были получены необходимые условия оптималь-
ности для достаточно широкого класса задач. Ограничения на оптималь-
ную траекторию, которые предполагались в предыдущих работах уже

1Л.С. Понтрягин, В.Г. Болтянский, Р.В. Гамкрелидзе, Е.Ф. Мищенко. Математи-
ческая теория оптимальных процессов. М.: Физматгиз, 1961.

2Р.В. Гамкрелидзе. Оптимальные процессы управления при ограниченных фазо-
вых координатах. Изв. АН СССР. Сер. матем., 1960, 24:3, с. 315–356.

3А.Я. Дубовицкий, А.А. Милютин. Теория принципа максимума. Сб. "Методы
теории экстремальных задач в экономике". М.: Наука, 1981, с. 6–47.

4А.П. Афанасьев, В.В. Дикусар, А.А. Милютин, С.В. Чуканов. Необходимое усло-
вие в оптимальном управлении. М.: Наука, 1990.
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не накладываются. Основным изменением в принципе максимума Понт-
рягина для задач с фазовыми ограничениями в форме Дубовицкого–
Милютина является форма сопряженных уравнений. А именно, из разря-
да обыкновенных дифференциальных уравнений они перешли в разряд
уравнений связывающих меры на отрезке [t0, t1]. Необходимость исполь-
зования уравнений более общего характера связана с тем, что в качестве
множителей Лагранжа для задач с фазовыми ограничениями в прин-
ципе максимума выступают не функции, а меры с носителем в точках
выхода оптимальной траектории на границу фазового ограничения.

Необходимые условия оптимальности для задач с фазовыми ограни-
чениями полученные Л.С. Понтрягиным и Р.В. Гамкрелидзе являются
частным случаем принципа максимума Понтрягина в форме Дубовицкого–
Милютина. Чтобы осуществить необходимое сведение в принципе мак-
симума в форме Дубовицкого-Милютина нужно взять меру, непрерыв-
ную по мере Лебега на интервалах времени, где оптимальная траектория
проходит по границе фазового ограничения, и имеющую дискретную со-
ставляющую в точках выхода оптимальной траектории на границу.

Согласно теореме Лебега о разложении мер произвольную меру Лебе-
га–Стилтьеса можно представить в виде суммы трех мер — непрерывной,
дискретной и сингулярной. Большое значение с практической точки зре-
ния имеют условия при которых мера, фигурирующая в принципе мак-
симума, не будет содержать сингулярной составляющей. В этом случае
уравнения принципа максимума существенно упрощаются. Такие усло-
вия были получены А.А. Милютиным5. В практических задачах условия
отсутствия сингулярной составляющей меры выполняются. Дискретная
же составляющая часто не равна нулю. Возникает вопрос: как устроен
носитель дискретной составляющей меры?

Наличие и свойства дискретной составляющей тесно связаны с по-
нятием глубины фазового ограничения. В соответствии с определени-
ем А.А. Милютина глубина фазового ограничения — это число диффе-
ренцирований функции, задающей фазовое ограничение, необходимое,
чтобы получить функцию, явно зависящую от управления. В задачах с
фазовым ограничением глубины 1 дискретная составляющая меры, как
правило, отсутствует. В задачах с фазовым ограничением глубины 2 дис-

5А.А. Милютин. Принцип максимума в общей задаче оптимального управления.
М.: Наука, 2001.
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кретная составляющая, как правило, появляется, но на каждом конечном
интервале времени имеет не более конечного числа скачков. Если фа-
зовое ограничение имеет глубину 3 и более возникают ситуации, когда
существуют конечные отрезки времени на которых дискретная состав-
ляющая меры имеет счетное число скачков и, следовательно, есть точки
их накопления.

Первый пример такого явления был найден Г. Роббинсом6. Им была
рассмотрена следующая задача с фазовыми ограничениями глубины 3:

∫ t1

t0

(
y +

u2

2

)
dt → inf,

...
y = u, y ≥ 0,

ti, y(ti), ẏ(ti), ÿ(ti), i = 0, 1 — фиксированы.

Она имеет замечательное свойство — группу симметрий. А именно, если
рассмотреть замену переменных

(t, y, ẏ, ÿ, u) → (t/λ, λ6y, λ5ẏ, λ4ÿ, λ3u),

то задача, за исключением граничных условий, перейдет в себя. С ис-
пользованием данного свойства задачи, Г. Роббинсом были найдены ав-
томодельные решения, которые выходят на границу фазового ограниче-
ния посредством счетного числа учащающихся касаний границы. В точ-
ках касания дискретная составляющая меры отлична от нуля, а сопря-
женные переменные претерпевают разрыв. Таким образом мера в данной
задаче имеет дискретную составляющую с предельной точкой.

А.А. Милютин7 исследовал некоторое обобщение предыдущей задачи.
Он ввел дополнительные переменные

x(t) =

∫ t

t0

y dτ, ξ(t) =

∫ t

t0

u2

2
dτ,

которые позволяют записать минимизируемый функционал в терминаль-
ной форме x(t1) + ξ(t1) → inf . И далее исследовал экстремали, реше-
ния уравнений принципа максимума Понтрягина в форме Дубовицкого–
Милютина, без учета граничных условий. В дополнение к функционалу

6H. Robbins. Junction phenomena for optimal control with state–variable inequality
constraints of third order. Journal of Optimization Theory and Applications. 31:1, 1980,
p. 85–99.

7В.В. Дикусар, А.А. Милютин. Качественные и численные методы в принципе
максимума. М.: Наука, 1989.
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рассмотренному Г. Роббинсом, результаты полученные А.А. Милютиным
применимы и к другим функционалам зависящим только от граничных
условий. Одним из результатов Милютина является описание автомо-
дельных экстремалей в данной системе уравнений принципа максимума.
Доказано, что кроме автомодельных экстремалей, найденных Г. Роббин-
сом, только одна экстремаль может выйти на фазовую границу, причем
в отличие от автомодельных экстремалей она не имеет накопления точек
касания с границей при подходе к точке выхода.

А.А. Милютиным также была рассмотрена еще одна задача с фазовым
ограничением глубины 3:

∫ t1

t0

y dt → inf,
...
y = u, |u| ≤ 1, y ≥ 0,

ti, y(ti), ẏ(ti), ÿ(ti), i = 0, 1 — фиксированы.

Примечательно, что качественные свойства экстремалей этой задачи ана-
логичны свойствам экстремалей предыдущей задачи. Отличия заключа-
ются в форме ограничения на управление. В одной задаче ограничение
носит интегральный характер, а в другой локальный.

Задачи с фазовыми ограничениями в которых наблюдается накопле-
ние точек контакта с границей имеют много общего с задачами опти-
мального управления с четтеринг режимами. Это широкий класс задач
в которых оптимальное управление имеет счетное число переключений
(разрывов первого рода) на конечном интервале времени. Впервые при-
мер такой задачи в 1960 году привел А.Т. Фуллер8:

∫ T

0
x2 dt → inf, ẍ = u, |u| ≤ 1,

x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0, x(T ) = ẋ(T ) = 0.

Благодаря наличию у задачи группы симметрий, А.Т. Фуллеру уда-
лось найти ее автомодельные оптимальные траектории. Эти траектории
приходят в начало координат за конечное время, но со счетным числом
переключений управления накапливающихся к началу координат.

Несмотря на то, что пример А.Т. Фуллера вначале воспринимался как
некая любопытная патология, через какое-то время интерес к нему вновь

8А.Т. Фуллер. Оптимизация релейных систем регулирования по различным кри-
териям качества. Тр. I конгр. ИФАК (Москва, 1960), М., 1961, т. 2, с. 584—605.
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пробудился и к настоящему времени изучено большое количество клас-
сов задач с данной особенностью. Стоит отметить работы М.И. Зеликина
и В.Ф. Борисова910 по данной тематике.

Цель исследования. Построить полный оптимальный синтез двух
модельных задач с фазовыми ограничениями глубины 3; исследовать
малые, относительно группы симметрий, возмущения модельных задач
и найти их оптимальный синтез. Исследовать топологическую структу-
ру оптимального синтеза задачи оптимального управления являющейся
прямым произведением двух экземпляров модельной задачи.

Методы исследования. В диссертации используются методы оп-
тимального управления, дифференциальной геометрии, дифференциаль-
ных уравнений, теории функций и теории четтеринг–режимов.

Научная новизна. Все полученные результаты являются новыми
и состоят в следующем:

1.Для двух модельных задач оптимального управления с фазовыми
ограничениями глубины 3 построен оптимальный синтез включающий
траектории со счетным числом касаний границы на конечном интервале
времени. Доказана оптимальность построенного синтеза.

2.Впервые построен полный оптимальный синтез для некоторого до-
статочно широкого класса многомерных нелинейных задач с фазовыми
ограничениями. Построенный синтез содержит многообразия, состоящие
из траекторий со счетным числом касаний границы фазового ограниче-
ния на конечном интервале времени.

Дано описание лагранжевых многообразий нового типа, отвечающих
скачкам сопряженных переменных и содержащих "вертикальные"участки
относительно проектирования на фазовое пространство.

3.Изучена топологическая структура оптимального синтеза задачи
оптимального управления являющейся прямым произведением двух эк-
земпляров модельной задачи. Показано, что после факторизации по дей-
ствию группы симметрий оптимальный синтез представляет собой слое-
ние Риба.

9М.И. Зеликин, В.Ф. Борисов. Режимы учащающихся переключений в задачах
оптимального управления. Труды МИАН СССР, т. 197, 1991, с. 85–167.

10M.I. Zelikin, V.F. Borisov. Theory of Chattering Control with Applications to
Astronautics, Robotics, Economics, and Engineering. Boston, N.Y.: Birkhäuser, 1994.
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Теоретическая и практическая ценность. Диссертация но-
сит теоретический характер; результаты диссертации могут быть исполь-
зованы специалистами по оптимальному управлению.

Апробация диссертации. Результаты диссертации докладыва-
лись автором неоднократно на семинаре проф. М.И. Зеликина по геомет-
рической теории оптимального управления на механико–математическом
факультете МГУ (2008-2011), на семинаре проф. А.В. Арутюнова на ка-
федре нелинейного анализа и оптимизации РУДН (2011) и на научной
конференции "Ломоносовские чтения" механико–математического фа-
культета МГУ (апрель, 2010).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 3
работах, список которых приведен в конце автореферата [1-3]. Работы
[1,2] опубликованы в журналах из действующего Перечня ВАК.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,
четырех глав, разбитых на разделы, и списка литературы. Общий объем
текста — 104 страницы. Список литературы содержит 47 наименований.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении изложена краткая история вопроса, продемонстрирована
актуальность темы настоящего исследования и сформулированы основ-
ные результаты диссертации.

В первой главе изложены вспомогательные теоремы: принцип макси-
мума Понтрягина для задач с фазовыми ограничениями и теорема об
инвариантном многообразии диффеоморфизма.

Во второй главе рассмотрена следующая задача оптимального управ-
ления и ее возмущения.

Задача 1: ∫ T

0

(
y +

u2

2

)
dt → min,

ẏ = z, ż = w, ẇ = u, u ∈ R,

y ≥ 0,

y(0) = y0, z(0) = z0, w(0) = w0,

y(T ) = z(T ) = w(T ) = 0.
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Допустимыми считаются абсолютно непрерывные функции y(·), z(·), w(·)
и измеримая функция u(·) ∈ L2[0, T ], удовлетворяющие дифференциаль-
ным уравнениям, фазовому ограничению y ≥ 0 и граничным условиям.
Конечный момент времени T не фиксирован.

Уравнения принципа максимума Понтрягина для задачи 1 имеют сле-
дующий вид:

ψ̇1 = 1− ξ(t), ψ̇2 = −ψ1, ψ̇3 = −ψ2,

ψ1(tn + 0)− ψ1(tn) = −δn ≤ 0, n = 1, 2, . . . , y(tn) = 0,

u(t) = ψ3(t) п.в. на [0, T ].

Здесь ξ(t) ≥ 0 абсолютно интегрируемая функция, равная нулю вне мно-
жества {t | y(t) = 0}. Сопряженные переменные ψi(t) являются абсолют-
но непрерывными функциями всюду, за исключением не более чем счет-
ного множества точек, в которых функция ψ1(t) может иметь разрывы
первого рода.

Теорема (2.1). Пусть траектория ŷ(·), ẑ(·), ŵ(·) с управлением û(·)
является допустимой в задаче 1 и удовлетворяет условиям принципа
максимума Понтрягина для этой задачи, тогда она оптимальна.

Доказательство теоремы основано на кратном интегрировании усло-
вия принципа максимума и линейно-квадратичном характере задачи.

Для построения оптимального синтеза используется однопараметри-
ческая группа симметрий gλ которой обладает задача 1.

gλ : R3 → R3, (y, z, w) 7→ (λ6y, λ5z, λ4w), λ > 0.

Если траектория y(t), z(t), w(t) с управлением u(t) является решением
задачи 1 с начальными условиями (y0, z0, w0), то для произвольного чис-
ла λ > 0 траектория gλ(y(t/λ), z(t/λ), w(t/λ)) с управлением λ3u(t/λ)
также является решением задачи 1 с начальными условиями gλ(y0, z0, w0).

Определение (2.1). Решение y(t), z(t), w(t) задачи 1 называется ав-
томодельным с параметром λ̃, если

(y(t + τ), z(t + τ), w(t + τ)) = gλ̃(y(t/λ̃), z(t/λ̃), w(t/λ̃)),

при некотором τ > 0 и при любом t ≥ 0.
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Задача 1 обладает однопараметрическим семейством автомодельных
оптимальных траекторий. Приведем одну из них, а остальные автомо-
дельные траектории могут быть получены из нее растяжением или сжа-
тием с помощью отображения gλ при любом параметре λ > 0.

y(t) =
1

6!
t6 +

1

5!
ψ+

1 t5 − 1

4!
ψ+

2 t4 +
1

3!
ψ+

3 t3 +
1

2
w+t2,

z(t) = ẏ(t), w(t) = ÿ(t),

ψ+
1 ≈ −0.695476, ψ+

2 ≈ −0.217697,

ψ+
3 ≈ −0.037860, w+ ≈ 0.003292.

Указанные соотношения задают автомодельную оптимальную траекто-
рию на отрезке [0, 1]. В момент времени t = 0 она выходит с касанием
из точки (0, 0, w+) границы фазового ограничения, а в момент t = 1 воз-
вращается на границу в точке (0, 0, λ+w+). Далее траектория продолжа-
ется исходя из условия автомодельности на отрезок [1, 1 + λ+], затем на
[1+λ+, 1+λ+ +(λ+)2] и т.д. Коэффициент сжатия λ+ ≈ 0.319488. Через
время ∆t = 1/(1 − λ+) автомодельная траектория приходит в начало
координат и далее там остается.

Нужно отметить, что в моменты касания границы фазового ограни-
чения пятая производная функции y(t), которая совпадает с ψ1(t), имеет
разрыв первого рода.

Во второй главе построен полный синтез оптимальных траекторий за-
дачи 1. Качественно он заключается в следующем. В трехмерном фазо-
вом пространстве (y, z, w) лежит двумерная поверхность K гомеоморф-
ная конусу. Она состоит из орбит группы gλ, полностью лежит в полу-
пространстве y ≥ 0 и касается плоскости y = 0 по лучу Ow+ = {y = z =
0, w ≥ 0}. Поверхность K заполняют автомодельные оптимальные тра-
ектории, которые прежде чем попасть в начало координат совершают за
конечное время счетное число касаний плоскости y = 0. Точка O начала
координат является единственной стационарной точкой в полупростран-
стве y ≥ 0.

Поверхность K делит фазовое пространство на две области, одна из
которых Ω+ целиком лежит в полупространстве y ≥ 0. В области Ω+

проходит одна выделенная траектория Q

y(t) =

{
t6/6! при t ≤ 0

0 при t ≥ 0
, z(t) = ẏ(t), w(t) = ÿ(t),
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Рис. 1: Оптимальный синтез задачи 1 на фактор пространстве

которая без касаний фазового ограничения приходит в начало координат.
Область Ω+ за исключением указанной траектории заполняют неавтомо-
дельные оптимальные траектории, которые за конечное время выходят
на поверхность K в точках луча Ow+, а дальше продолжаются авто-
модельными оптимальными траекториями, которые заполняют поверх-
ность K. В обратном времени неавтомодельные траектории в области
Ω+ в метрике на пространстве орбит группы gλ стремятся к выделенной
траектории Q.

Оптимальные траектории задачи 1 заполняют еще одну область Ω−,
которая дополняет множество K∪Ω+ до полупространства y ≥ 0. Ее за-
полняют неавтомодельные оптимальные траектории, которые в прямом
времени выходят на поверхность K в точках луча Ow+. Далее они про-
должаются автомодельными траекториями (аналогично оптимальным
траекториям из области Ω+). Однако в обратном времени оптимальные
траектории из области Ω− пробивают фазовое ограничение y = 0 и, сле-
довательно, дальше в обратном времени не продолжаются.

Оптимальный синтез задачи 1 инвариантен относительно действия
группы gλ. Поэтому можно рассмотреть оптимальный синтез на проф-
акторизованном по действию этой группы фазовом пространстве. По-
скольку орбитами группы gλ являются кривые

Orbg(y, z, w) = {(λ6y, λ5z, λ4w) ∈ R3| λ > 0},
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то после факторизации полупространства y ≥ 0 по действию группы по-
лучим дизъюнктное объединение двумерного диска и одной точки отве-
чающей началу координат. Синтез оптимальных траекторий на фактор
пространстве показан на рисунке 1.

Оптимальность построенного синтеза задачи 1 следует из теоремы 2.1.
В дополнение к этой теореме оптимальность построенного синтеза дока-
зана в работе еще одним способом с помощью техники лагранжевых мно-
гообразий и инвариантного интеграла Гильберта (теорема 2.5, следствие
2.1). Этот способ доказательства более универсален. Он был использован
в возмущенной задаче которая рассмотрена далее.

Основные результаты второй главы относятся к возмущенной задаче.
Задача 2: ∫ T

0
f(x, u) dt → min,

ẋ = ϕ(x, u), x ∈ Rn, u ∈ R,

x(0) = x0, x(T ) = x1,

Φ(x(t)) ≤ 0, Φ : Rn → R.

Предположим, что условия принципа максимума Понтрягина для дан-
ной задачи вместе с дифференциальными уравнениями ẋ = ϕ(x, u) и
фазовым ограничением Φ(x) ≤ 0 можно привести к следующему виду

ẏ = z + φ1, ż = w + φ2, ẇ = u + φ3,

ψ̇1 = 1 + φ4, ψ̇2 = −ψ1 + φ5, ψ̇3 = −ψ2 + φ6,

ṙ = φ7, y ≥ 0,

u(t) = ψ3(t) п. в. на [0, T ],

ψ1(tn + 0)− ψ1(tn) = −δn ≤ 0 при tn : y(tn) = 0.

Здесь переменные (y, z, w, ψ1, ψ2, ψ3) ∈ R6, а r ∈ R2n−6 — вектор, дополня-
ющий их до базиса (2n)–мерного расширенного пространства. Функции
φi = φi(y, z, w, ψ1, ψ2, ψ3, r, u) — произвольные гладкие функции, удовле-
творяющие следующим соотношениям. Существуют такие гладкие функ-
ции χi(y, z, w, ψ1, ψ2, ψ3, r, u), что

lim
λ→+0

λ−hiφi(λ
6y, λ5z, λ4w, λψ1,λ

2ψ2, λ
3ψ3, r, λ

3u) =

χi(y, z, w, ψ1, ψ2, ψ3, r, u),
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где веса hi определяются числами

h1 = 6, h2 = 5, h3 = 4, h4 = 1, h5 = 2, h6 = 3, h7 = 0.

Таким образом, веса возмущающих добавок φi в смысле действия мас-
штабной группы должны быть выше, чем веса слагаемых, стоящих в
правой части невозмущенной системы (при φi = 0).

Теорема (2.7). При выполнении указанных условий через каждую
точку

(y, z, w, ψ1, ψ2, ψ3, r) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, r0) = R0

проходит трехмерное интегральное подмногообразие Wr0
указанной си-

стемы дифференциальных уравнений, поведение траекторий внутри
которого удовлетворяет следующим условиям

A) Внутри Wr0
имеется единственная траектория Γ0

r0
, приходящая

в точку R0 и не имеющая других точек пересечения с границей
y = 0.

B) Имеется однопараметрическое семейство траекторий Mr0
⊂ Wr0

,
каждая из которых выходит на границу фазового ограничения y =
0 по счетному множеству точек, принадлежащих некоторой глад-
кой кривой Γr0

, проходящей через точку R0. Точки касания грани-
цы y = 0 на каждой кривой внутри Mr0

накапливаются к точке
R0, при этом каждая траектория приходит в R0 за конечное вре-
мя. Все траектории семейства Mr0

заполняют двумерную поверх-
ность Mr0

, гомеоморфную двумерному конусу с вершиной в точке
R0.

C) Траектории Wr0
, отличные от Γ0

r0
и Mr0

, в прямом времени попа-
дают на кривую Γr0

, а затем продолжаются подходящей траек-
торией внутри Mr0

.

Совокупность Wr0
при всех r0 имеет структуру стратифицирован-

ного гладкого многообразия W . В частности, внутри W точки касания
траекторий границы фазового ограничения y = 0 заполняют гладкое
стратифицированное многообразие с границей (клетки максимальной
размерности этого многообразия имеют размерность 2n− 5).
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Во второй главе рассмотрена конструкция, которая позволяет вклю-
чать отдельно взятую экстремаль в лагранжево многообразие, заполнен-
ное экстремалями задачи 2, и, тем самым, доказывать оптимальность
исходной экстремали.

Пусть N — произвольное (n − 3)–мерное подмногообразие в подпро-
странстве y = z = w = ψ1 = ψ2 = ψ3 = 0. Пусть N является лежан-
дровым, то есть ограничение формы ω = ψ dx на N тождественно равно
нулю. Частный случай такого многообразия – поднятие произвольно-
го (n − 3)–мерного многообразия цели x(T ) ∈ N в задаче 2 на базу
y = z = w = ψ1 = ψ2 = ψ3 = 0 расслоения W с помощью условия
трансверсальности ψ(T ) ⊥ Tx(T )N . Обозначим прообраз многообразия
N в расслоении W , то есть объединение всех трехмерных слоев Wr0

по
r0 ∈ N, через W. Из теоремы 2.7 следует, что W есть стратифицированное
многообразие с краем. Предположим, что проекция M многообразия W

на пространство x регулярна.

Теорема (2.8). Многообразие W лагранжево, то есть dψ ∧ dx
∣∣∣
W

= 0.

Следствие (2.2). В условиях теоремы 2.8 произвольная экстремаль,
которая может быть включена в вышеописанное семейство W, до-
ставляет минимум в задаче 2 в классе всех допустимых траекторий,
принадлежащих проекции M многообразия W на пространство x.

В третьей главе диссертации для следующей задачи c локальным
ограничением на управление получены результаты аналогичные резуль-
татам второй главы для задачи 1.

Задача 3: ∫ T

0
y dt → min,

ẏ = z, ż = w, ẇ = u, |u| ≤ 1,

y ≥ 0,

y(0) = y0, z(0) = z0, w(0) = w0,

y(T ) = z(T ) = w(T ) = 0.

Группа симметрий этой задачи имеет следующий вид

gλ : R3 → R3, (y, z, w) 7→ (λ3y, λ2z, λw), λ > 0.
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Оптимальный синтез задачи 3, несмотря на другой характер ограни-
чения на управление, качественно совпадает с таковым для задачи 1. В
частности, он содержит оптимальные автомодельные траектории, кото-
рые приходят в начало координат с накоплением точек контакта с гра-
ницей.

В третьей главе рассмотрен класс задач, которые являются малы-
ми, относительно группы симметрий, возмущениями задачи 3. Для этого
класса задач доказаны аналоги теорем 2.7, 2.8 и следствия 2.2.

В четвертой главе исследуется оптимальный синтез следующей задачи
оптимального управления с двумя фазовыми ограничениями и двумер-
ным управлением.

Задача 4: ∫ T

0

(
y1 + y2 +

u2
1

2
+

u2
2

2

)
dt → min,

ẏi = zi, żi = wi, ẇi = ui, ui ∈ R,

yi ≥ 0,

yi(0) = yi0, zi(0) = zi0, wi(0) = wi0,

yi(T ) = z(T )i = w(T )i = 0 i = 1, 2.

Фазовые переменные Y = (y1, z1, w1, y2, z2, w2) выбираются из класса
абсолютно непрерывных функций, а управления u1 и u2 — из класса
L2([0, T ]) суммируемых в квадрате функций на отрезке [0, T ].

Определим две функции проектирования

pi : R6 → R3, (y1, z1, w1, y2, z2, w2) 7→ (yi, zi, wi), i = 1, 2.

Несмотря на то, что функционал задачи 4 зависит как от y1, так и от y2,
справедливо следующее

Следствие (4.1). Если Y ∗(t) есть решение задачи 4, то проекции
p1(Y

∗(t)) и p2(Y
∗(t)) являются решениями задачи 1.

В этом смысле задачу 4 можно считать декартовым произведением двух
экземпляров модельной задачи 1.

Теорема (4.4). Синтез оптимальных траекторий в задаче 4 инвари-
антен относительно действия однопараметрической группы

hλ : R6 → R6, (y1, z1, w1, y2, z2, w2) 7→ (λ6y1, λ
5z1, λ

4w1, λ
6y2, λ

5z2, λ
4w2),

где λ > 0.

13



Поэтому, можно рассмотреть оптимальный синтез задачи 4 на проф-
акторизованном по действию группы gλ фазовом пространстве, которое
представляет собой дизъюнктное объединение 5–мерной сферы Σ и од-
ной точки A, отвечающей началу координат. Четвертая глава полностью
посвящена изучению топологической структуры оптимального синтеза
задачи 4 на профакторизованном фазовом пространстве.

Приведем здесь топологическую структуру оптимального синтеза на
фактор поверхности S ∈ Σ отвечающей прямому произведению двух
конусов K1, K2 автомодельных решений двух экземпляров задачи 1.

Поскольку прямое произведение K1×K2 гомеоморфно R4, то поверх-
ность S гомеоморфна 3–мерной сфере.

Теорема (4.6). Оптимальный синтез задачи 4 на сфере S удовлетво-
ряет следующим утверждениям.

1. Особыми экстремалями на S являются две окружности L1 и L2,
особые по управлениям u2 и u1 соответственно.

2. В сферу S вложен тор T , который заполнен замкнутыми опти-
мальными траекториями.

3. Тор T разбивает сферу S на два конгруэнтных полнотория T1 и T2.
Полноторий T1 (T2) содержит в качестве центральной окружно-
сти особую экстремаль L1 (L2). В окрестности L1 (L2) определено
слоение с двумерными слоями так, что в каждом слое оптималь-
ные траектории выходят на L1 (L2) за конечное время со счетным
числом касаний границы фазового ограничения y2 = 0 (y1 = 0). В
обратном времени траектории из T1\L1 и T2\L2 стремятся к то-
ру T .

В четвертой главе также изложены теоремы 4.8 и 4.9, которые, вместе
с приведенной теоремой 4.6, дают полное описание оптимального синтеза
на фактор пространстве Σ.
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