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Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
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Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

ïðîôåññîð Ðóáèíøòåéí Àëåêñàíäð Èîñèôîâè÷

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

äîöåíò Ñèìîíîâ Áîðèñ Âèòàëüåâè÷

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé

óíèâåðñèòåò ÌÈÝÒ

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 14 îêòÿáðÿ 2011 ãîäà â 16 ÷àñîâ 40 ìèíóò íà çàñåäàíèè

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.85 ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðòñâåííîì óíèâåðñèòåòå èìå-

íè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: 119991, ÃÑÏ-1, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ, ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, àóä. 16-24.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

ÌÃÓ (Ãëàâíîå çäàíèå, 14 ýòàæ).

Àôòîðåôåðàò ðàçîñëàí 13 ñåíòÿáðÿ 2011 ãîäà.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî

ñîâåòà Ä 501.001.85 ïðè ÌÃÓ,

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîð Â.Í. Ñîðîêèí



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Âàæíîå ìåñòî â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ çàíè-

ìàþò âîïðîñû ÷åçàðîâñêîé ñóììèðóåìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå. Îñîáóþ àêòóàëüíîñòü

îíè ïðèîáðåòàþò â ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèè. Èçâåñòíî, ÷òî â êðàòíîì ñëó÷àå ñõî-

äèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ìîæíî îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè 1. Ïðè ýòîì ðå-

çóëüòàòû äëÿ ðàçíûõ ñóìì âåñüìà ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Íàèáîëåå

óïîòðåáèòåëüíûìè, è, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå åñòåñòâåííûìè, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìî-

óãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû, ò.å. ñóììû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé

Sl1,...,lm(x; f) =
∑
|k1|≤l1

...
∑

|km|≤lm
ck(f)eikx,

ïðè l1, ..., lm ∈ N ∪ {0}, ãäå N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñ ïîìîùüþ

ïðÿìîóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ìîæíî îïðåäåëèòü íåñêîëüêî âèäîâ ñõîäèìîñòè

ðÿäîâ Ôóðüå. Îñíîâíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ñõîäèìîñòü ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì (ïî

Ïðèíãñõåéìó) - êîãäà âñå èíäåêñû íåçàâèñèìî ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïî

êóáàì - êîãäà l1 = l2 = ... = lm → ∞, à òàêæå λ-ñõîäèìîñòü (λ > 1) ïî

ïðÿìîóãîëüíèêàì - êîãäà èíäåêñû ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íåçàâèñèìî, íî

îòíîøåíèå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîãî ÷èñëà λ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå äàæå ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷-

íûå ñóììû âåäóò ñåáÿ íå òàê, êàê îäíîìåðíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ Ôóðüå.

Â ÷àñòíîñòè, ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà íåñïðàâåäëèâ äàæå â ñëó÷àå ðàç-

ìåðíîñòè 2 è äàæå äëÿ êâàäðàòíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Ðÿä Ôóðüå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ïî
1Ë.Â.Æèæèàøâèëè. Íåêîòîðûå âîïðîñû ìíîãîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Òáèëèñè: Èçä-âî Òáèë.

óí-òà, 1983.
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êóáàì (Í.Ð.Òåâçàäçå 2), íî ïðè ëþáîì λ > 1 îí ìîæåò âñþäó λ-ðàñõîäèòüñÿ

(×.Ôåôôåðìàí 3), (Ì.Áàõáóõ, Å.Ì.Íèêèøèí 4), (À.Í.Áàõâàëîâ 5).

Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ îãðàíè÷åííîé

èçìåðèìîé ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïî åå ðÿäó Ôóðüå, åñëè îíà îáëàäàåò

îïðåäåëåííîé ãëàäêîñòüþ â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè, à òàêæå èçó÷åíèå ñêî-

ðîñòè ýòîãî âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè çàäà÷àìè. Â äèññåðòàöèè

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòèõ öåëåé ñðåäíèå ×åçàðî. Ïðè ýòîì ïîä÷åðê-

íåì, ÷òî ðå÷ü èäåò íå îá àíàëîãå ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà, ïîñêîëüêó, êàê

âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò È.Õåððèîòà 6, Â.À.Èëüèíà 7 è Í.×.Êðóòèöêîé 8,

9, äëÿ (C, α)-ñðåäíèõ ×åçàðî àíàëîã ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè âåðåí äëÿ âñåõ èí-

òåãðèðóåìûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ëèøü äëÿ α > 1, ëèáî íàäî òðåáîâàòü

îïðåäåëåííîé ãëàäêîñòè îò ôóíêöèè âî âñåõ òî÷êàõ. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èçâåñòíà

ãëîáàëüíàÿ ãëàäêîñòü ôóíêöèè, âîïðîñû ñêîðîñòè åå ïðèáëèæåíèÿ î÷åíü õîðî-

øî èçó÷åíû. Çäåñü, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñëåäóåò óïîìÿíóòü êëàññè÷åñêèå ðàáîòû

2Í.Ð.Òåâçàäçå. Î ñõîäèìîñòè äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè, ñóììèðóåìîé ñ êâàäðàòîì. Ñîîáùåíèÿ ÀÍ

ÃÑÑÐ, 1970, ò. 57, ¹ 3, ñ. 525 � 528.
3Ch.Fe�erman. On the divergence of multiple Fourier series. Bull. Amer. Math. Soc., 1971, v. 77, N 2, p. 191 �

195.
4Ì.Áàõáóõ, Å.Ì.Íèêèøèí. Î ñõîäèìîñòè äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå îò íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ñèá. ìàòåìàò.

æóðíàë, 1973, ò. 14, ¹ 6, ñ. 1189 � 1199.
5À.Í.Áàõâàëîâ. Î ðàñõîäèìîñòè âñþäó ðÿäîâ Ôóðüå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ìàòåìàò.

ñáîðíèê, 1997, ò. 188, N 8, ñ. 45�62.
6I.G. Herriot. Norlung summmability of double Fourier series. Trans. AMS, 1942, V.52, N1,p. 72 � 94.
7Â.À. Èëüèí. Óñëîâèÿ ëîêàëèçàöèè ïðÿìîóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì êðàòíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

Ôóðüå â êëàññàõ Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî. Ìàòåì. çàìåòêè, 1970, ò. 8, N 5, ñ. 595 � 606.
8Í.×. Êðóòèöêàÿ. Ëîêàëèçàöèÿ ïðè îãðàíè÷åííîì ñóììèðîâàíèè ìåòîäàìè ×åçàðî, Ðèññà è Àáåëÿ êðàò-

íûõ ðÿäîâ Ôóðüå. Ìàòåì. çàìåòêè, 1972, ò. 12, N 4 , ñ. 355 � 364.
9Í.×. Êðóòèöêàÿ. Îêîí÷àòåëüíûå óñëîâèÿ ëîêàëèçàöèè ïðÿìîóãîëüíûõ ÷åçàðîâñêèõ ñðåäíèõ è ñðåäíèõ

Àáåëÿ ïðè îãðàíè÷åííîì ñóììèðîâàíèè êðàòíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå â êëàññàõ Ëèóâèëëÿ. Èçâ.

ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì, 1973, ò. 37, N 3, ñ. 593 � 602.
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Ñ.Í.Áåðíøòåéíà 10 è Ï.Ë.Óëüÿíîâà 11 â êîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû ðàâíîìåðíûå

îöåíêè ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé èç êëàññîâ Lipα, α ∈ (0, 1) ñðåäíèìè

×åçàðî ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà.

Ìû ðàññìàòðèâàåì èíóþ ñèòóàöèþ: îò ôóíêöèè òðåáóþòñÿ èçìåðèìîñòü,

îãðàíè÷åííîñòü è ãëàäêîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ôèêñèðîâàííîé òî÷êå.

Â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ñðåäíèõ ×åçàðî â òî÷êå, åñëè èçâåñòíî ïîâåäåíèå 2π-ïåðèîäè÷åñêîé èçìåðèìîé

îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ïðè ïðèáëèæåíèè ê ýòîé òî÷êå.

Öåëü ðàáîòû

Îñíîâíîé çàäà÷åé, ðåøàåìîé â äèññåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå îêîí÷à-

òåëüíûõ â ñâîèõ òåðìèíàõ îöåíîê ñêîðîñòè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ ×å-

çàðî â îäíîìåðíîé è ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèÿõ, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ

ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ôóíêöèÿ èçìåðèìà, îãðàíè÷åíà íà Tm è îáëàäàåò îïðåäå-

ëåííîé ãëàäêîñòüþ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå. Ïðè ýòîì áóäóò âûÿâëåíû ðàçëè÷èÿ

ìåæäó îäíîìåðíîé è ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèÿìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ìåò-

ðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé è äåéñòâèòåëüíîãî àíàëèçà.

10S.Bernstein. Sur l'ordre de la meilleure approximation des fonctions continues par des polinomes de degre donne.

Mem. de l'Acad. Royale Belgique, 1912, v. 4, p. 1 � 104.
11Ï.Ë.Óëüÿíîâ. Î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé. Ñèáèðñêèé ìàòåìàò. æóðíàë, 1964, ò. 5, N 2, ñ. 418 � 437.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû:

1. Â îäíîìåðíîì è ìíîãîìåðíîì ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíû îöåíêè ïîòî÷å÷íîé ñêî-

ðîñòè ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ ×åçàðî ðÿäîâ Ôóðüå îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííîé ëîêàëüíîé ãëàäêîñòüþ è äîêàçàíà îêîí÷àòåëü-

íîñòü ýòèõ îöåíîê.

2. Âûÿâëåíû ðàçëè÷èÿ â óêàçàííîé ïðîáëåìàòèêå ìåæäó îäíîìåðíûì è ìíî-

ãîìåðíûì ñëó÷àÿìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè

ïðèìåíåíèå â òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé

è äåéñòâèòåëüíîì àíàëèçå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû àâòîðà íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì

ñåìèíàðå "Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è îðòîãîíàëüíûå ðÿäû"ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî-

ôåññîðîâ Ì.Ê.Ïîòàïîâà, Ò.Ï.Ëóêàøåíêî, Â.À.Ñêâîðöîâà è Ì.È.Äüÿ÷åíêî â ÌÃÓ

â 2009 è 2011 ãîäàõ, à òàêæå íà Ñàðàòîâñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå â

2008 ãîäó è íà êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ â Òóëå â 2009 ãîäó.

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 4 íàó÷íûå ðàáîòû, äâå èç êîòîðûõ â æóð-

íàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé

îáúåì òåêñòà � 66 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 21 íàèìåíîâàíèå.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè è äàåòñÿ êðàòêîå

èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ââåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷å-

íèÿ. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, T = [−π, π], f(x) � ýòî èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ

m ïåðåìåííûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà

íà Tm, à ∑
k∈Zm

ck(f)eikx (0.1)

- åå ðÿä Ôóðüå, ãäå x = (x1, ..., xm), k = (k1, ..., km) è kx =
m∑
j=1

kjxj, à

ck(f) =
∫
Tm

f(x)eikxdx

ïðè k ∈ Zm.

Åñëè ÷èñëî β > 0, íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ≥ 1, T = [−π, π], ôóíêöèÿ f(x) ∈

L(Tm), à ÷èñëà ni ∈ N ∪ {0}, i = 1, ...,m, òî îïðåäåëèì ÷åçàðîâñêèå (C, β)-

ñðåäíèå ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ôîðìóëîé

σβn(x; f) = σβ(n1,...,nm)(x; f) =

=

 m∏
j=1

Aβ
nj

−1 n1∑
l1=0

...
nm∑
lm=0

m∏
j=1

Aβ−1
nj−ljSl1,...,lm(x; f),

ãäå Sl1,...,lm(x; f) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôó-
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ðüå ôóíêöèè f , à Aβ
n � ÷èñëà ×åçàðî

Aβ
n =

n∏
i=1

(β + i)

n!
.

Íèæå ÷åðåç C(.) áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå

ëèøü îò ïàðàìåòðîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â ñêîáêàõ. Ýòè ïîñòîÿííûå íå îáÿçàíû áûòü

îäèíàêîâûìè â ðàçëè÷íûõ óòâåðæäåíèÿõ, êðîìå ñëó÷àåâ, êîãäà ýòî áóäåò ñïå-

öèàëüíî îãîâîðåíî.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ðÿäû Ôóðüå îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, èìåþùèõ çàäàííóþ ãëàäêîñòü â íåêîòîðîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ψ(t) � íåóáûâàþùàÿ íà [0,∞) íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ, òàêàÿ ÷òî ψ(t) → 0 ïðè t → +0 è ψ(t1 + t2) ≤ ψ(t1) + ψ(t2) ïðè ëþáûõ

t1 ≥ 0 è t2 ≥ 0. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ψ(t) ∈ Ψ.

Èíûìè ñëîâàìè, êàê áûëî ïîêàçàíî Ñ.Ì.Íèêîëüñêèì 12, Ψ � ýòî ìîäóëè

íåïðåðûâíîñòè â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó îöåíîê ñâåðõó. Îñíîâíûìè ðå-

çóëüòàòàìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(t) ∈ Ψ òàêîâà, ÷òî

π∫
0

ψ(t)

tβ+1
d t =∞.

Ïóñòü, òàêæå, îïðåäåëåííàÿ íà R, 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f(x)

â çàäàííîé òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ t ∈ T óñëîâèþ

|f(x0 + t)− f(x0)| ≤ ψ(|t|).

Òîãäà, åñëè β ∈ (0, 1], n ≥ 1, σβn(x; f) - ÷åçàðîâñêîå (C, β)-ñðåäíåå ðÿäà Ôóðüå

12Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé. Î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ìíîãî÷ëåíàìè ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèï-

øèöà. ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1946, ò. 52, N 1, ñ. 191 � 194.
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ôóíêöèè f(x), òî

|f(x0)− σβn(x0; f)| ≤ C(β)n−β
π∫
π
n

ψ(t)

tβ+1
d t,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C(β) çàâèñèò òîëüêî îò β.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(t) ∈ Ψ òàêîâà, ÷òî

π∫
0

ψ(t)

tβ+1
d t <∞.

Ïóñòü, òàêæå, îïðåäåëåííàÿ íàR, 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ, èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ îäíîé

ïåðåìåííîé f(x) â çàäàííîé òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ t ∈ T óñëîâèþ

|f(x0 + t)− f(x0)| ≤ ψ(|t|).

Òîãäà, åñëè β ∈ (0, 1) è σβn(x; f) - ÷åçàðîâñêèå (C, β)-ñðåäíèå ðÿäà Ôóðüå ôóíê-

öèè f(x) ïðè n ≥ 1, òî

|f(x0)− σβn(x0; f)| = o(n−β)

ïðè n→∞.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû óñòàíîâëåíà îêîí÷àòåëüíîñòü îöåíîê ïåð-

âîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü β ∈ (0, 1], à ôóíêöèÿ ψ(t) ∈ Ψ òàêîâà, ÷òî

π∫
0

ψ(t)

tβ+1
d t =∞.

Òîãäà ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííàÿ íà R, 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ

g(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â çàäàííîé òî÷êå x0 ïðè âñåõ t ∈ T óñëîâèþ |g(x0 + t)−

g(x0)| ≤ ψ(|t|), âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nr}∞r=1

è ïîñòîÿííàÿ C = C(ψ, β) òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ r èìååì

|g(x0)− σβnr(x0; g)| ≥ Cnr
−β

π∫
π
nr

ψ(t)

tβ+1
d t.
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åñëè

uβ
π∫
u

ψ(t)

tβ+1
d t = O(ψ(u))

ïðè u → +0 (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ψ(t) = tα, 0 < α < β), òî îöåíêà òåîðåìû

3 âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ À.È.Ðóáèíøòåéíà 13 Ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ è ê

ôîðìóëèðóåìûì íèæå òåîðåìàì 11 è 13.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü β ∈ (0, 1), íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ ôóíêöèÿ ψ(t) ∈

Ψ òàêîâà, ÷òî
π∫
0

ψ(t)

tβ+1
d t <∞,

è íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë br → 0 ïðè r → ∞. Òîãäà ñó-

ùåñòâóþò îïðåäåëåííàÿ íà R, èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè

âñåõ t ∈ T óñëîâèþ |g(t) − g(0)| ≤ ψ(|t|), è âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nr}∞r=1, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ r ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|g(0)− σβnr(0; g)| ≥ bnrn
−β
r .

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü òàê ìîäèôèöè-

ðîâàòü ïðèâåäåííûå â òåîðåìàõ 3 è 4 ïðèìåðû, ÷òîáû îöåíêè ñíèçó âûïîëíÿëèñü

íå ïî íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à ïðè âñåõ n.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè áóäåò ðàññìîòðåí â îäíî-

ìåðíîé ñèòóàöèè âîïðîñ îá îöåíêàõ ñâåðõó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ Âîðî-

íîãî 2π-ïåðèîäè÷åñêîé èçìåðèìîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè, îáëàäàþùåé íåêîòî-

ðîé çàäàííîé ãëàäêîñòüþ.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ ÷àñò-

íîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçëàãàåìàÿ â ðÿä ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñòåïåííîé ãëàäêîñòüþ

â íåêîòîðîé òî÷êå.
13À.È.Ðóáèíøòåéí. Îá ω-ëàêóíàðíûõ ðÿäàõ è î ôóíêöèÿõ êëàññîâ Hω. Ìàòåìàò. ñáîðíèê, 1964, ò. 65, N 2,

ñ. 239 -� 271.
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Ñïðàâåäëèâî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äàíû ρ > 0, β ∈ (0, 1], k ≥ 1 è α ∈ (0, 1). Ïóñòü 2π-

ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîìó ïåðåìåííîìó ôóíêöèÿ f(x, y) èçìåðèìà, îãðàíè÷åíà

è îïðåäåëåíà íà êâàäðàòå T 2, è â çàäàííîé òî÷êå (x0, y0) äëÿ âñåõ s, t ∈ T

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|f(x0 + s, y0 + t)− f(x0, y0)| ≤ ρ(
√
s2 + t2)α.

Ïóñòü σβn;m(x, y; f) - ÷åçàðîâñêèå (C, β)-ñðåäíèå ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x, y)

òàêèå, ÷òî 1
k ≤

n
m ≤ k;n ∈ N,m ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå

C1(α, β, k, ρ), C2(α, β, k, ρ) è C3(α, β, k, ρ), ÷òî

1) åñëè β > α, òî

|f(x0, y0)− σβn;m(x0, y0; f)| ≤ C1(α, β, k, ρ)n−α;

2) åñëè 0 < β < α, òî

|f(x0, y0)− σβn;m(x0, y0; f)| ≤ C2(α, β, k, ρ)n−β;

3) åñëè 0 < β = α, òî

|f(x0, y0)− σβn;m(x0, y0; f)| ≤ C3(α, β, k, ρ)n−β ln(n+ 1).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îöåíêè òåîðåìû 8 íåëü-

çÿ óñèëèòü ïî ïîðÿäêó. Çäåñü äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü 0 < β ≤ 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ

C(β) è èçìåðèìàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà T 2 ôóíêöèÿ g(s, t), ðàâíàÿ íóëþ â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,0), òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1, ãäå nk →∞ ïðè k →∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
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|σβnk,nk((0, 0); g)| ≥ C(β)

nβk
.

Èç òåîðåìû 9 âûòåêàåò íåâîçìîæíîñòü óñèëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ 2) â òåîðåìå

8.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü 0 < β < 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿí-

íûå C1(β), C2(β) è èçìåðèìàÿ íà T 2 ôóíêöèÿ g(s, t) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ s ∈ T è

t ∈ T ôóíêöèÿ g(s, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |g(s, t)| ≤ C1(β)
(√
s2 + t2

)β
è äëÿ

íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1, ãäå nk → ∞ ïðè

k →∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà |σβnk,nk((0, 0); g)| ≥ C2(β)

nβk
lnnk.

Òåîðåìà 10 ïîêàçûâàåò îêîí÷àòåëüíîñòü óòâåðæäåíèÿ 3) â òåîðåìå 8.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü 0 < α < 1 è β ∈ (0, 1]. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëü-

íûå ïîñòîÿííûå C1(α), C2(α) è èçìåðèìàÿ íà T 2 ôóíêöèÿ g(s, t) òàêèå, ÷òî äëÿ

âñåõ s ∈ T è t ∈ T ôóíêöèÿ g(s, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |g(s, t) − g(0, 0)| ≤

C1(α)
(√
s2 + t2

)α
è ïðè âñåõ n ∈ N ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|σβn,n((0, 0); g)− g(0, 0)| ≥ C2(α)n−α.

Òàêèì îáðàçîì, è óòâåðæäåíèå 1) òåîðåìû 8 íåëüçÿ óñèëèòü.

Â òðåòüåé ãëàâå ñêîðîñòü ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ ×åçàðî èçó÷àåòñÿ

äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé m > 1 è ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè â çàäàííîé

òî÷êå. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû äîêàçàíû îñíîâíûå îöåíêè ñâåðõó ñêî-

ðîñòè ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ ×åçàðî ñ îãðàíè÷åííûì îòíîøåíèåì èíäåêñîâ.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü R � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ôóíê-

öèÿ ψ(t) ∈ Ψ. Ïóñòü îïðåäåëåííàÿ íà Rm, 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîìó ïåðå-

ìåííîìó èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f(x) â çàäàííîé òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ
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t ∈ Tm óñëîâèþ

|f(x0 + t)− f(x0)| ≤ ψ(|t|), ãäå |t| =
 m∑
j=1

t2j

 1
2

.

Òîãäà, åñëè β ∈ (0, 1], σβn(x; f) - ÷åçàðîâñêèå (C, β)-ñðåäíèå ðÿäà Ôóðüå ôóíê-

öèè f(x) c îãðàíè÷åííûì îòíîøåíèåì èíäåêñîâ, ò.å. òàêèå, ÷òî ni
nj
≤ R ïðè

1 ≤ i, j ≤ m, òî

|f(x0)− σβn(x0; f)| ≤ C(R,m, β)n−β1

2π∫
π
n1

ψ(t)

tβ+1
d t,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C(R,m, β) çàâèñèò òîëüêî îò R, m è β.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû èçó÷åí âîïðîñ îá îêîí÷àòåëüíîñòè òåî-

ðåìû 12. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
π∫
0

ψ(t)

tβ+1
d t =∞,

îêîí÷àòåëüíîñòü ýòîé îöåíêè ñðàçó ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ïåðâîé ãëàâû. Òî÷-

íåå, ñïðàâåäëèâ òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü β ∈ (0, 1], m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ôóíêöèÿ ψ(t) ∈ Ψ

òàêîâà, ÷òî
π∫
0

ψ(t)

tβ+1
d t =∞.

Òîãäà ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííàÿ íàRm, 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîìó ïåðåìåí-

íîìó, èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â çàäàííîé òî÷êå x0 ïðè âñåõ

t ∈ [−π, π]m óñëîâèþ |g(x0 + t)− g(x0)| ≤ ψ(|t|), âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nr}∞r=1 è ïîñòîÿííàÿ C = C(ψ, β,m) òàêèå, ÷òî ïðè

âñåõ r èìååì

|g(x0)− σβ(nr,...,nr)(x0; g)| ≥ Cnr
−β

π∫
π
nr

ψ(t)

tβ+1
d t.

Êðîìå òîãî, âåðíî è íèæåñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

11



Òåîðåìà 14. Ïóñòü β ∈ (0, 1], íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ≥ 2 è íå ðàâíàÿ òîæäå-

ñòâåííî íóëþ ôóíêöèÿ ψ(t) ∈ Ψ òàêîâà, ÷òî

π∫
0

ψ(t)

tβ+1
d t <∞.

Òîãäà ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííàÿ íàRm, 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîìó ïåðåìåí-

íîìó, èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â çàäàííîé òî÷êå x0 ïðè âñåõ

t ∈ [−π, π]m óñëîâèþ |g(x0 + t)− g(x0)| ≤ ψ(|t|), âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nr}∞r=1 è ïîñòîÿííàÿ C = C(ψ, β,m) òàêèå, ÷òî ïðè

âñåõ r èìååì

|g(x0)− σβ(nr,...,nr)(x0; g)| ≥ Cnr
−β.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèòóàöèè, êîãäà

π∫
0

ψ(t)

tβ+1
d t <∞,

ìíîãîìåðíàÿ ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îäíîìåðíîé.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

ïðîôåññîðó Ìèõàèëó Êîíñòàíòèíîâè÷ó Ïîòàïîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, öåííûå

ñîâåòû è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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