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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ôóíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìîé ôèíàíñîâîé ìàòå-
ìàòèêè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà èíâåñòèðîâàíèÿ ïðè çà-
äàííûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ èíâåñòîðà è áþäæåòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Êîíöåïöèÿ
ìàêñèìèçàöèè îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè âîñõîäèò ê 1950-ì ãîäàì, â ÷àñòíîñòè,
ðàáîòå Äæ. Òîáèíà1, â êîòîðîé áûëè ïðåäñòàâëåíû òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûå
îáîñíîâàíèÿ ïîðòôåëüíîé òåîðèè Ìàðêîâèöà, îñíîâàííîé íà àíàëèçå îæèäà-
åìûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé è äèñïåðñèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îäíîé èç ïðåäïî-
ñûëîê ê ñðàâíåíèþ èìåííî ñðåäíèõ îæèäàåìûõ äîõîäîâ ñòàëè ìîíîãðàôèè
Äæ. ôîí Íåéìàíà, Î. Ìîðãåíøòåðíà2 è Ë. Ñýâèäæà3, ãäå ïîñòàâëåííûé íà-
áîð àêñèîì ïðèâåë ê ïðåäñòàâëåíèþ ïîëåçíîñòè U (ξ) òîãî èëè èíîãî èñõîäà
ξ â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ EPU(ξ) ïî íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé
ìåðå P îò íåêîòîðîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè U : U (ξ) = EPU(ξ) .

Åñëè ïðåäïî÷òåíèÿ èíâåñòîðà îïèñûâàþòñÿ âîçðàñòàþùåé âîãíóòîé
ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè U : R→ R ∪ {−∞} è ñëó÷àéíîñòü íà ðûíêå ðåàëèçî-
âàíà ÷åðåç âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, F , P) , òî ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à
ìàêñèìèçàöèè îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ôèíàëüíîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ ìîæåò
áûòü ïîñòàâëåíà â âèäå

sup
ξ∈K (x)

EPU(ξ), (1)

ãäå ìíîæåñòâî K (x) ñîñòîèò èç âñåõ òåðìèíàëüíûõ êàïèòàëîâ ξ , îòâå÷à-
þùèõ äîïóñòèìûì (ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî àãåíòà) ñòðàòåãèÿì ñ
íà÷àëüíûì êàïèòàëîì x .

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíîñòè òåðìèíàëüíîãî êàïèòàëà â
ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ è áîëåå îáùèå ïîñòàíîâêè. Òàê, åñëè â òåðìè-
íàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè àãåíò ïîëó÷àåò ñëó÷àéíóþ ïðèáûëü B (íàïðèìåð,
îò ðåàëèçàöèè îïöèîíà), òî ìû ïîëó÷èì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíîñòè
ñî ñëó÷àéíûì âêëàäîì:

sup
ξ∈K (x)

EPU(ξ + B).

Ñ ýòîé çàäà÷åé ñâÿçàíî íàõîæäåíèå áåñïðèñòðàñòíîé öåíû (indi�erence
pricing) ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó4).

1Tobin J. Liquidity preference as behavior towards risk // Rev. Econ. Stud., 1958, Vol. 25, p. 68�85.
2Von Neumann J., Morgenstern O. Theory of games and economic behavior. Princeton University Press,

1944.
3Savage L. The foundations of statistics. N. Y.: Wiley, 1954.
4Biagini S., Frittelli M., Grasselli M. Indi�erence price with general semimartingales // Math. Finance,

2011, Vol. 21, �3, p. 423�446.

1



Åùå îäíà ïðîáëåìà ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíîñòè âîçíèêàåò â çàäà÷àõ ñ �ïî-
òðåáëåíèåì�, êîãäà ýêîíîìè÷åñêèé àãåíò èçâëåêàåò ïðèáûëü (è ïîòðåáëÿ-
åò) íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåííîãî ãîðèçîíòà, à íå òîëüêî â òåðìèíàëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ôóíêöèè ïîëåçíîñòè Ū(t, ·) ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ ñî
âðåìåíåì. Ïëàí ïîòðåáëåíèÿ C â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [0, T ] îïðåäåëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé íîðìîé ïîòðåáëåíèÿ c(t) > 0 , à îáùèé îáúåì ïîòðåáëåíèÿ íà
ïðîìåæóòêå [t, t + dt] óâåëè÷èâàåòñÿ íà c(t)dt . Åñëè çà XC,P îáîçíà÷èòü
ïðîöåññ êàïèòàëà, îòâå÷àþùèé èíâåñòèöèîííîé ñòðàòåãèè P è ïëàíó ïî-
òðåáëåíèÿ C , òî åãî èçìåíåíèå dXC,P áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ
dXC,P = −c(t)dt + dV P (t) , ãäå dV P (t) åñòü èçìåíåíèå ñòîèìîñòè èíâåñòè-
öèîííîãî ïîðòôåëÿ âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ öåí òîðãóåìûõ àêòèâîâ. Òàêèì
îáðàçîì àãåíò çàèíòåðåñîâàí â ïîëó÷åíèè íàèáîëüøåé èíòåãðàëüíîé ïîëåç-
íîñòè

sup
(C,P )∈A (x)

EP

∫ T

0
Ū(t, c(t))dt,

ãäå ìàêñèìèçàöèÿ ïðîèñõîäèò ïî ìíîæåñòâó A (x) äîïóñòèìûõ ïàð èíâåñòè-
öèîííûõ ñòðàòåãèé è ïëàíîâ ïîòðåáëåíèÿ ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì x . Îäíèì
èç åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà äîïóñòèìûå ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíîñòü êàïèòàëà â çàêëþ÷èòåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè: XC,P

T > 0 .
Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà äðóãîìó îáîáùåíèþ çàäà÷è (1) � ìàêñèìèçà-

öèè ôóíêöèîíàëà ðîáàñòíîé ïîëåçíîñòè. Îíî âåäåò íà÷àëî îò ðàáîòû5, ãäå
áûë ðàññìîòðåí ðÿä áîëåå ìÿãêèõ àêñèîì, ÷òî ïðèâåëî ê èçìåðåíèþ ïî-
ëåçíîñòè U (ξ) òîãî èëè èíîãî èñõîäà ξ â âèäå ðîáàñòíîãî ôóíêöèîíàëà:
U (ξ) = infQ∈Q EQU(ξ) , ãäå U � ïî-ïðåæíåìó íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíî-
ñòè, à íèæíÿÿ ãðàíü infQ∈Q ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé EQU(ξ) áåðåòñÿ ïî
íåêîòîðîìó ñåìåéñòâó Q �ñóáúåêòèâíûõ� âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Òàêîé ïîäõîä
ìîæåò ñëóæèòü îïèñàíèþ ïðåäïî÷òåíèé íå ñêëîííîãî ê ðèñêó èíâåñòîðà,
êîòîðûé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè âûáîðà âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè äëÿ
áóäóùåãî ñîñòîÿíèÿ ðûíêà ðàññìàòðèâàåò íàèõóäøèé ñöåíàðèé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêèì ñïîñîáîì èçìåðåíèÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ, çàäà÷à ìàê-
ñèìèçàöèè ðîáàñòíîé ïîëåçíîñòè âûãëÿäèò êàê

sup
ξ∈K (x)

inf
Q∈Q

EQU(ξ). (2)

Îòìåòèì òàêæå äàëüíåéøåå îñëàáëåíèå àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà â
ðàáîòå6, ïðèâîäÿùåå ê ïîÿâëåíèþ ôóíêöèîíàëà ðîáàñòíîé ïîëåçíîñòè ñî

5Gilboa I., Schmeidler D. Maxmin expected utility with nonunique prior // J. Math. Econom., 1989, Vol.
18, �2, p. 141�153.

6Maccheroni F., Marinacci M. Ambiguity aversion, robustness, and the variational representation of
preferences // Econometrica, 2006, Vol. 74, �6, p. 1447�1498.
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�øòðàôíîé� ôóíêöèåé:

sup
ξ∈K (x)

inf
Q∈Q

[EQU(ξ) + γ(Q)].

Âûáîð ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíîñòè çàâèñèò
îò ñòðóêòóðû ôèíàíñîâîãî ðûíêà. Â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Ð. Ìåðòîíà7 , 8 è
Ï. Ñàìóýëüñîíà9 äëÿ ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé ôèíàíñîâîãî ðûíêà çàäà÷à ìàêñè-
ìèçàöèè ïîëåçíîñòè ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû ïîçâîëèëè êîíñòðóêòèâíî îïèñàòü ðåøå-
íèå, îäíàêî ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ áûë âîçìîæåí òîëüêî â êîíêðåòíûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ. Àëüòåðíàòèâîé ìåòîäàì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñëóæàò
äâîéñòâåííûå ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà, íå òðåáóþùèå ïðàêòè÷åñêè íèêà-
êèõ ïðåäïîëîæåíèé î ñòðóêòóðå ìîäåëè. Ñóòü ýòèõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ
â ðåøåíèè ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíîé (äâîéñòâåííîé) çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò îõàðàêòåðèçîâàòü ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, à òàêæå íàéòè åå öåíó. Ê
íåäîñòàòêàì äâîéñòâåííûõ ìåòîäîâ ìîæíî îòíåñòè òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
ïîëó÷åííûå ñ èõ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòû î ðåøåíèè èñõîäíîé çàäà÷è íîñÿò
õàðàêòåð óòâåðæäåíèé òèïà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè è, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå ïîçâîëÿþò íàéòè êîíêðåòíîå ðåøåíèå (êîòîðîå, âïðî÷åì, íå âñåãäà
ìîæíî ïîëó÷èòü è ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ).
Îòìåòèì, ÷òî â ðîáàñòíîì ñëó÷àå (2) èñõîäíóþ çàäà÷ó ìèíèìàêñíîãî òèïà
íà ïîèñê ñåäëîâîé òî÷êè äâîéñòâåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè ê (âîîáùå
ãîâîðÿ, áîëåå ïðîñòîé) çàäà÷å íà ìèíèìèçàöèþ. Äëÿ ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé
ðûíêà óæå äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ðåøàëàñü ìåòîäàìè
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷òî â äàëüíåéøåì ïîìîãëî ðåøèòü è èñ-
õîäíóþ çàäà÷ó.

Â çàäà÷àõ ñòîõàñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ âïåðâûå äâîéñòâåííûå ìåòîäû
áûëè ïðèìåíåíû Æ.-Ì. Áèñìóòîì10, à â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíîñòè �
Ñ. Ïëèñêà11. Âî ìíîãîì íà ðàçâèòèå äâîéñòâåííûõ ìåòîäîâ ïîâëèÿëà ðàáîòà
Ä. Êðàìêîâà è Â. Øàõåðìàéåðà12, ãäå ïðèâîäÿòñÿ ññûëêè íà ïðåäøåñòâóþ-
ùóþ ëèòåðàòóðó.

7Merton R. C. Lifetime portfolio selection under uncertainty: The continuous-time case // Rev. Econom.
and Statist., 1969, Vol. 51, �3, p. 247�257.

8Merton R. C. Optimum consumption and portfolio rules in a continuous-time model // J. Econom. Theory,
1971, Vol. 3, �4, p. 373�413.

9Samuelson P. A. Lifetime portfolio selection by dynamic stochastic programming // Rev. Econom. and
Statist., 1969, Vol. 51, �3, p. 239�246.

10Bismut J.-M. Conjugate convex functions in optimal stochastic control // J. Math. Anal. Appl., 1973,
Vol. 44, �2, p. 384�404.

11Pliska S. R. A stochastic calculus model of continuous trading: optimal portfolios // Math. Oper. Res.,
1986, Vol. 11, �2, p. 370�382.

12Kramkov D., Schachermayer W. The asymptotic elasticity of utility functions and optimal investment in
incomplete markets // Ann. Appl. Prob., 1999, Vol. 9, �3, p. 904�950.
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Ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ (1) è (2) â êà÷åñòâå ìîäåëåé ôèíàíñîâîãî ðûí-
êà çà÷àñòóþ ðàññìàòðèâàþò äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, â êîòîðûõ äèñêîíòè-
ðîâàííûå öåíû áàçîâûõ ðèñêîâûõ àêòèâîâ îïèñûâàþòñÿ ñëó÷àéíûì ïðî-
öåññîì S (ïðè ñàìûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ÿâëÿþùåãîñÿ ñåìèìàðòèí-
ãàëîì), èíâåñòèöèîííûå ñòðàòåãèè � ïðåäñêàçóåìûìè S -èíòåãðèðóåìûìè
ïðîöåññàìè H , à äîõîäû èíâåñòîðà Xt ê ìîìåíòó âðåìåíè t ïðè çàäàí-
íîé ñòðàòåãèè H ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè èíòåãðà-
ëàìè Xt = H · St =

∫ t

0 HudSu . Â êà÷åñòâå K (x) òîãäà áåðóò ìíîæåñòâî
K (x) := {x + H · ST : H ∈ H (x)} , ãäå T � çàêëþ÷èòåëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè îïåðàöèé íà ôèíàíñîâîì ðûíêå, à H (x) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
ñòðàòåãèé, ðåàëèçóåìûõ ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå x .

Ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êðåäèòíàÿ ëèíèÿ, îòêðûâàåìàÿ èíâåñòî-
ðó, èìååò êîíå÷íûå ïðåäåëû, ÷òî ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ êëàññè÷åñêîãî îãðà-
íè÷åíèÿ î äîïóñòèìîñòè òîëüêî òàêèõ èíâåñòèöèîííûõ ñòðàòåãèé H , ïðè
êîòîðûõ äîõîäû Xt = H · St îêàçûâàëèñü áû ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè
ñíèçó: Xt > const äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t . Â ÷àñòíîñòè, ýòî îãðàíè-
÷åíèå ïîçâîëèëî èñêëþ÷èòü ìàðòèíãàëüíûå (óäâàèâàþùèå) ñòðàòåãèè, ïðè-
âîäÿùèå ê ïîÿâëåíèþ àðáèòðàæà.

Ñóùåñòâóþùàÿ ëèòåðàòóðà ïî ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíîñòè â îñíîâíîì ðàç-
äåëÿåòñÿ íà äâà îáùèõ ñëó÷àÿ: 1) ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè U êîíå÷íà íà ïîëó-
ïðÿìîé (a, +∞) , a ∈ R , è ðàâíà −∞ íà (−∞, a) ; 2) ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè
U êîíå÷íà âñþäó íà R . Â ïåðâîì ñëó÷àå â ñòàíäàðòíîé (1) è ðîáàñòíîé (2)
ïîñòàíîâêàõ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ïîëåçíîñòè îãðàíè÷åíèå Xt > const ,
t ∈ [0, T ] , íèêàê íå îãðàíè÷èâàåò âûáîð èíâåñòèöèîííûõ ñòðàòåãèé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, èç âñåõ êàïèòàëîâ k = x + XT ∈ K (x) èòîãîâàÿ ïîëåçíîñòü íå
îáðàùàåòñÿ â −∞ òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà x + XT > a (ñîîòâåòñòâåííî
P -ï.í. èëè Q -ï.í. ïðè âñåõ Q ∈ Q ), à ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà
(NA) óñëîâèå XT > c ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ Xt > c , t ∈ [0, T ] .

Áëàãîäàðÿ ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó â ðàáîòå 12 (ãäå áûë âíåñåí íàèáîëåå ñó-
ùåñòâåííûé âêëàä â èññëåäîâàíèå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ñòàíäàðòíîé ïîëåç-
íîñòè c ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè, êîíå÷íîé íà ïîëóïðÿìîé) àâòîðû èñïîëüçîâà-
ëè ñëåäóþùóþ ñõåìó ðàññóæäåíèé. Ñíà÷àëà âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè
ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû äëÿ àáñòðàêòíîé ìîäåëè ðûíêà, â êîòîðîé çà-
äàííûì ïðåäïîëàãàëîñü òîëüêî ìíîæåñòâî K (x) òåðìèíàëüíûõ êàïèòàëîâ,
ïîñëå ÷åãî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïåðåíîñèëèñü íà ñëó÷àé äèíàìè÷åñêîé
ñåìèìàðòèíãàëüíîé ìîäåëè.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîé íà R ôóíêöèè ïîëåçíîñòè äîïóñòèìîñòü òîëüêî îãðà-
íè÷åííûõ ñíèçó ïðîöåññîâ êàïèòàëîâ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðåäïîëîæå-
íèåì. Áîëåå òîãî, îíî ÿâëÿåòñÿ íå âïîëíå åñòåñòâåííûì, òàê êàê â êëàññå
ñòðàòåãèé ñ îãðàíè÷åííûìè ñíèçó êàïèòàëàìè íå ïðèõîäèòñÿ ðàññ÷èòûâàòü
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íà ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè. Òàê, â ðàáîòå13 ôàêòè÷åñêè ðå-
øàëàñü çàäà÷à (1) ñî ìíîæåñòâîì K (x) , êîòîðîå ïîëó÷àëîñü ðàñøèðåíèåì
ìíîæåñòâà {x + H · ST : H · St > const äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]} ñ ïîìîùüþ íåêî-
òîðîé ïðîöåäóðû çàìûêàíèÿ. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ äîêàçûâàëîñü ñó-
ùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ k̂ çàäà÷è (1), ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà k̂ , âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå îãðàíè÷åíà ñíèçó, íî ïðåäñòàâèìà â âèäå
k̂ = x + H · ST , ãäå ïðîöåññ {H · St}t∈[0,T ] , åñòåñòâåííî, òàêæå ìîæåò íå
áûòü îãðàíè÷åííûì ñíèçó. Îòìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòîå ðàñøèðåíèå ìíîæå-
ñòâà {x + H · ST : H · St > const äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]} äî K (x) íå èçìåíèëî
îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü.

Â ðàáîòå 13 áûëî òàêæå îòìå÷åíî, ÷òî ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé ñ îãðàíè-
÷åííûìè ñíèçó êàïèòàëàìè è âîâñå ìîæåò îêàçàòüñÿ òðèâèàëüíûì. Íàïðè-
ìåð, òàêîå âîçìîæíî â ñåìèìàðòèíãàëüíîé ìîäåëè ðûíêà, åñëè ïðîöåññ öå-
íû S íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûì. Â òî æå âðåìÿ çàäà÷à ìàêñè-
ìèçàöèè ïîëåçíîñòè ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà è èìåòü íåòðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå â áîëåå øèðîêîì êëàññå ñòðàòåãèé. À èìåííî, òàêàÿ çàäà÷à ìàêñèìèçà-
öèè ñòàíäàðòíîé ïîëåçíîñòè áûëà ðàññìîòðåíà Ñ. Áüÿäæèíè è Ì. Ôðèòåë-
ëè14 , 15 , 16 , 17, ãäå â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ îíè ðàññìàòðèâàëè òàêèå ñòðàòåãèè
H , ÷òî H · St > −cW äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t ∈ [0, T ] è íåêîòîðîãî
c > 0 , ãäå W åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
íåêîòîðûì óñëîâèÿì èíòåãðèðóåìîñòè. Îñîáåííî ñòîèò âûäåëèòü ðàáîòó 17 ,
ãäå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ïîäîáíîå ðàñøèðåíèå êëàññà äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé
ìîæåò ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè.

Â äèññåðòàöèè ìû ñòàâèì öåëüþ ðàñøèðèòü ïðèìåíèìîñòü äâîéñòâåííûõ
ìåòîäîâ â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ðîáàñòíîé ïîëåçíîñòè. Èññëåäóåìàÿ íàìè
ïîñòàíîâêà íîñèò àáñòðàêòíûé õàðàêòåð, ò.å. ìû èìååì äåëî ñ çàäà÷åé (2).
Íàøè îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî K (x) îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñëàáûìè, ÷åì â
ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ. Â ÷àñòíîñòè, â ñòàíäàðòíîé çàäà÷å (1) îò ìíîæå-
ñòâà K (x) òðåáóåòñÿ òîëüêî ïðåäñòàâèìîñòü â âèäå K (x) = x + K , ãäå
K � âûïóêëûé êîíóñ.

Äðóãèì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè öåëåâîé ôóíêöèè u(·) â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ðîáàñòíîé ïîëåçíîñòè (2).

13Schachermayer W. Optimal investment in incomplete markets when wealth may become negative // Ann.
Appl. Probab., 2001, Vol. 11, �3, p. 694�734.

14Biagini S. An Orlicz spaces duality for utility maximization in incomplete markets // Seminar on Stochastic
Analysis, Random Fields and Applications V, Progress Probab., Birkh�auser, Basel, Vol. 59, Part 2, p. 445�455.

15Biagini S., Frittelli M. Utility maximization in incomplete markets for unbounded processes // Finance
Stoch., 2005, Vol. 9, �4, p. 493�517.

16Biagini S., Frittelli M. The supermartingale property of the optimal portfolio process for general
semimartingales // Finance Stoch., 2007, Vol. 11, �2, p. 253�266.

17Biagini S., Frittelli M. A uni�ed framework for utility maximization problems: an Orlicz space approach
// Ann. Appl. Probab., 2008, Vol. 18, �3, p. 929�966.
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Âûáîð îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà èíâåñòèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïðè íà÷àëüíîì êà-
ïèòàëå x ïîëó÷èòü èòîãîâóþ ïîëåçíîñòü u(x) : x Ã u(x) . Â ýòîì ñìûñëå
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ u(·) ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü âîçìîæíîñòè ôèíàíñîâîãî ðûí-
êà, è ïîýòîìó ñàìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè. À äëÿ
ôóíêöèé ïîëåçíîñòè óñëîâèÿ ãëàäêîñòè âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ÿâëÿþòñÿ íåîá-
õîäèìûìè, ÷òî ñòàâèò ñîîòâåòñòâóþùèå âîïðîñû è â çàäà÷àõ ìàêñèìèçàöèè
ïîëåçíîñòè.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ: ïîñòàíîâêà äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ðîáàñòíîé ïîëåçíîñòè ïðè ìèíè-
ìàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ìíîæåñòâî êàïèòàëîâ; óñòàíîâëåíèå ìèíèìàêñ-
íûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó îñíîâíîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè; èçó÷åíèå âî-
ïðîñà äèôôåðåíöèðóåìîñòè öåëåâîé ôóíêöèè â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ðî-
áàñòíîé ïîëåçíîñòè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-
ìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1) â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ðîáàñòíîé ïîëåçíîñòè ïðè ìèíèìàëüíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ íà ìíîæåñòâî êàïèòàëîâ äîêàçàíà ìèíèìàêñíàÿ òåîðåìà
è óñòàíîâëåíà äâîéñòâåííàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ öåëåâîé ôóíêöèè;

2) äîêàçàíî, ÷òî â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ðîáàñòíîé ïîëåçíîñòè öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íå âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè òîëüêî ôóíê-
öèÿ ïîëåçíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé, ýêñïîíåíöèàëüíîé èëè ëîãà-
ðèôìè÷åñêîé;

3) óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ íåêîòîðîãî êëàñ-
ñà ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à ïî ñåìåéñòâó ìåð.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ è ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åå ïðèìåíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ ôè-
íàíñîâîé ìàòåìàòèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê äèññåðòàöèè, èçëàãà-
ëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ
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1. Áîëüøîé ñåìèíàð êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ÌÃÓ, ìåõàíèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò) ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ
ïðîôåññîðà À. Í. Øèðÿåâà, Ìîñêâà, 2010;

2. Ñåìèíàð �Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ�, ïðîâîäè-
ìûé â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â. À. Ñòåêëîâà ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ ïðîôåññîðà À. Í. Øèðÿåâà è äîêòî-
ðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê À. À. Ãóùèíà, Ìîñêâà, 2009

è êîíôåðåíöèÿõ

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Cîâðåìåííàÿ ñòîõàñòèêà: òåîðèÿ è ïðè-
ìåíåíèÿ II�, Êèåâ, Óêðàèíà, 2010;

4. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ àñïèðàíòîâ è ìîëî-
äûõ ó÷åíûõ �Ëîìîíîñîâ-2009�, Ìîñêâà, 2009;

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-
äûõ ó÷åíûõ �Ëîìîíîñîâ-2010�, Ìîñêâà, 2010;

6. Ðîññèéñêî-ÿïîíñêèé ñèìïîçèóì �Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç ñëîæíûõ ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé�, Ìîñêâà, 2007.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïÿòè
ðàáîòàõ [1�5] (ïîëíûé ñïèñîê ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà). Èç íèõ òðè �
â æóðíàëàõ, âíåñåííûõ â ñïèñîê ÂÀÊ. Ðàáîò, îïóáëèêîâàííûõ â ñîàâòîðñòâå,
íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 93 ñòðàíèöàõ
è ñîñòîèò èç ñïèñêà îáîçíà÷åíèé, ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,
âêëþ÷àþùåãî 48 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ âîïðîñîâ,
êîòîðûå òàêæå èìåþò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Â ðàçäåëå 1.1 îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à, ïîñòðîåííûå ïî ñå-
ìåéñòâó ìåð. Äàäèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèåé Þíãà íàçûâàåòñÿ íåíóëåâàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷åòíàÿ âûïóê-
ëàÿ ôóíêöèÿ Φ: R→ R+ ∪ {+∞} ñ Φ(0) = 0 .
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Ïóñòü çàäàíî èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, F ) è ñåìåéñòâî Q âåðîÿò-
íîñòíûõ ìåð. Ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à LΦ(Q) , ïîñòðîåííîå ïî ñåìåéñòâó ìåð
Q è àññîöèèðîâàííîå ñ ôóíêöèåé Þíãà Φ , îïðåäåëÿåòñÿ êàê

LΦ(Q) := {ξ ∈ L0(Q) : sup
Q∈Q

EQΦ(εξ) < +∞ äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0},

ãäå ïðîñòðàíñòâî L0(Q) ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, ñîâïàäàþùèõ Q -ï.í. ïðè âñåõ Q ∈ Q . Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
áàíàõîâûì (ñì. ìîíîãðàôèþ Ð. Ðîçåíáåðãà18)îòíîñèòåëüíî íîðìû Ëþêñåì-
áóðãà

NΦ(ξ) := sup
Q∈Q

NQ
Φ (ξ) = inf

{
K > 0: sup

Q∈Q
EQΦ

(
ξ

K

)
6 1

}
.

Â ðàçäåëàõ 1.2�1.5 ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à ïî ñåìåéñòâó ìåð Q è
ñîïðÿæåííûõ ê íèì èçó÷àþòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ìíîæå-
ñòâî Q :

• Q � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà (Ω, F ) ;

• Q ¿ P äëÿ âñåõ Q ∈ Q è íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P ;

• íàéäåòñÿ òàêàÿ Q0 ∈ Q , ÷òî Q0 ∼ P ;

• ñåìåéñòâî {η dQ
dP}Q∈Q P -ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìî è L1(P) -çàìêíóòî

äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η , òàêîé ÷òî supQ∈Q EQ|η| < +∞ .

Â ðàçäåëå 1.2 ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî êîìïàêòíîñòè
Q â ∗ -ñëàáîé òîïîëîãèè σ(L1(Q)

∗
, L1(Q)) . Â ýòîì æå ðàçäåëå äîêàçàíû

íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à ïî ñåìåéñòâó ìåð, õàðàêòåðíûå äëÿ
ñòàíäàðòíûõ ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à.

Óñëîâèå êîìïàêòíîñòè íà ìíîæåñòâî Q íå ÿâëÿåòñÿ èíòóèòèâíî ïîíÿò-
íûì, ïîýòîìó â ðàçäåëå 1.3 äàåòñÿ îïèñàíèå øèðîêîãî êëàññà ìíîæåñòâ, îá-
ëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì.

Êàê è â ñëó÷àå ëþáûõ áàíàõîâûõ ðåøåòîê ýëåìåíòû µ ñîïðÿæåííîãî
ïðîñòðàíñòâà LΦ(Q)∗ äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå íà ðåãóëÿðíûå µr ∈ LΦ(Q)r

è ñèíãóëÿðíûå µs ∈ LΦ(Q)s ñîñòàâëÿþùèå. Ñèíãóëÿðíûå ôóíêöèîíàëû
z ∈ LΦ(Q)s ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû êàê ôóíêöèîíàëû, ïðèíèìàþ-
ùèå íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà L∞(P) . Ðåãóëÿðíûì ôóíêöèîíàëàì m ∈ LΦ(Q)r

ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìåðó dm , òàêóþ ÷òî äëÿ âñåõ ξ ∈ LΦ(Q)

18Rosenberg R. Orlicz spaces based on families of measures // Studia Math., 1970, Vol. 35, p. 15�49.

8



áóäåò èìåòü ìåñòî ñîîòíîøåíèå m(ξ) =
∫

Ω ξdm . Äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ôóíê-
öèîíàëà z ∈ LΦ(Q)s ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ε > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå
ìíîæåñòâà G ∈ F , ÷òî P(G) < ε è z(ξ) = 0 ïðè ξ1G = 0 .

Ñëåäóÿ ïîäõîäó, ïðåäëîæåííîìó À. À. Ãóùèíûì19, â ðàçäåëàõ 1.4 è 1.5
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå f -äèâåðãåíöèè ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ Îðëè÷à,
ïîñòðîåííûõ ïî ñåìåéñòâó ìåð, è èññëåäóþòñÿ åå ñâîéñòâà. Ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ãëà-
âû 2.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ðîáàñòíîé ïîëåçíîñòè, êîòîðàÿ èññëå-
äóåòñÿ â ãëàâå 2.

Ïóñòü U � êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ýêîíîìè÷åñêîãî àãåíòà, äåé-
ñòâóþùåãî íà ôèíàíñîâîì ðûíêå, ò.å. U : R→ R âîãíóòà è âîçðàñòàåò. Ñâÿ-
æåì ñ íåé ôóíêöèþ Þíãà Φ(x) := −U(−|x|) + U(0) .

Ïóñòü òàêæå íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F ) çàäàíî ìíîæåñòâî ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí K , êîòîðîå ìû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìíîæåñòâî
âñåõ ðåàëèçóåìûõ íà ôèíàíñîâîì ðûíêå äîõîäîâ. Äëÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà
x ∈ R â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî

Kx := {k ∈ K : inf
Q∈Q

EQU(x− k−) > −∞}.

Îæèäàåìàÿ ðîáàñòíàÿ ïîëåçíîñòü ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå x òîãäà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

u(x) := sup
k∈Kx

inf
Q∈Q

EQU(x + k).

Èíäèâèäóàëüíûå öåëåâûå ôóíêöèè ïî ìåðàì Q ∈ Q èìåþò âèä uQ(x) :=
supk∈Kx

EQU(x + k) , Q ∈ Q .
Â òåîðåìå 2.1 äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà öåëåâîé ôóíêöèè u :

1(i) Ôóíêöèÿ u(x) , x ∈ R , ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â R ∪ {+∞} , ÿâëÿåòñÿ
âîçðàñòàþùåé è âîãíóòîé, à òàêæå u(x) > U(x) äëÿ âñåõ x ∈ R .

1(ii) Ëèáî u(x) = +∞ äëÿ âñåõ x ∈ R , ëèáî u(x) ∈ R äëÿ âñåõ x ∈ R .

1(iii) Äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x ∈ R âûïîëíåíû ìèíèìàêñíûå ñî-
îòíîøåíèÿ:

u(x) = min
Q∈Q

uQ(x).

19Ãóùèí À. À. Î ðàñøèðåíèè ïîíÿòèÿ f -äèâåðãåíöèè // Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 2007, ò. 52, â.
3, ñ. 468�489.
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Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Çàäàäèì ìíîæåñòâî C :=
(K − L0

+(P)) ∩ LΦ(Q) , à òàêæå ìíîæåñòâî ðàçäåëÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ

R := {µ ∈ LΦ(Q)∗ : µ(1Ω) = 1 è µ(ξ) 6 0 äëÿ ëþáîé ξ ∈ C },
Ïóñòü V � äâîéñòâåííàÿ ê U ôóíêöèÿ, ò.å. V (y) := supx∈R[U(x)− xy] ,

y ∈ R . Â ñëó÷àå R = ∅ ïîëîæèì v(0) := V (0) è v(y) := +∞ ïðè y > 0 .
Åñëè æå R 6= ∅ , ïîëîæèì äâîéñòâåííóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ v ðàâíîé

v(y) := inf
µ∈R,Q∈Q

µr¿Q

[
y‖µs‖+ EQV

(
y
dµr

dQ

)]
, y > 0, (3)

ãäå µ = µr + µs åñòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèîíàëà µ íà ðåãóëÿðíóþ µr è
ñèíãóëÿðíóþ µs ñîñòàâëÿþùèå.

Îïðåäåëèì òàêæå äëÿ âñåõ Q ∈ Q ôóíêöèè vQ(y) := v(y) â ñëó÷àå R =
∅ è

vQ(y) := inf
µ∈R
µr¿Q

[
y‖µs‖+ EQV

(
y
dµr

dQ

)]
, y > 0, (4)

â ñëó÷àå R 6= ∅ .
Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéñòâåííîé ôóíêöèè v ïåðå÷èñëåíû â òåîðåìå 2.2:

2(i) Ôóíêöèÿ v(y) , y > 0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â R ∪ {+∞} , ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé è ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó, à òàêæå v(y) > V (y) äëÿ âñåõ
y > 0 .

2(ii) Íèæíÿÿ ãðàíü â (3) è (4) äîñòèãàåòñÿ.

2(iii) Äëÿ ëþáîãî y > 0
v(y) = min

Q∈Q
vQ(y).

Ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è,
ïîñêîëüêó öåëåâûå ôóíêöèè u è v ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó. Áî-
ëåå òîãî, ìåæäó îñíîâíîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:
3(i) Åñëè dom v = ∅ , òî u(x) = +∞ äëÿ ëþáîãî x ∈ R . Åñëè dom v 6= ∅ ,

òî u(x) ∈ R äëÿ ëþáîãî x ∈ R .

3(ii) Ìåæäó ôóíêöèÿìè u è v âûïîëíåíû äâîéñòâåííûå ñâÿçè:
u(x) = min

y>0
[v(y) + xy], x ∈ R, (5)

è
v(y) = sup

x∈R
[u(x)− xy], y > 0.
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3(iii) Äëÿ ëþáîé Q ∈ Q äâîéñòâåííûå ñâÿçè âûïîëíåíû ìåæäó ôóíêöèÿ-
ìè uQ è vQ :

uQ(x) = min
y>0

[vQ(y) + xy], x ∈ R,

è
vQ(y) = sup

x∈R
[uQ(y)− xy], y > 0.

3(iv) Çàôèêñèðóåì x ∈ R . Åñëè ìèíèìóì â (5) äîñòèãàåòñÿ íà ŷ , à ìèíèìóì
â (3) ïðè y = ŷ � íà ïàðå (µ̂, Q̂) ∈ R ×Q , òî

u(x) = uQ̂(x) = sup
k∈Kx

EQ̂U(x + k). (6)

Îáðàòíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîé Q̂ ∈ Q âûïîëíåíî (6), òî íàéäóòñÿ òàêèå
ŷ > 0 è µ̂ ∈ R , ÷òî ìèíèìóì â (5) äîñòèãàåòñÿ íà ŷ , à ìèíèìóì â (3)
ïðè y = ŷ � íà ïàðå (µ̂, Q̂) .

Ãëàâà 3 èìååò äåëî ñî ñëåäóþùåé ìîäåëüþ ôèíàíñîâîãî ðûíêà:

• Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè U : R→ R ∪ {−∞} âîçðàñòàåò, âîãíóòà, ïîëóíå-
ïðåðûâíà ñâåðõó, íå òîæäåñòâåííî ðàâíà −∞ è íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.
Ñîâîêóïíîñòü int dom U âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè êîíå÷íîñòè U îáî-
çíà÷èì (a, +∞) , ãäå a ∈ R ∪ {−∞} .

• Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω äèñêðåòíî è ñîñòîèò èç ÷å-
òûðåõ èñõîäîâ: Ω := {ω1, ω2, ω3, ω4} . Ñèãìà-àëãåáðà F := 2Ω . Âåðî-
ÿòíîñòíûå ìåðû è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû òîãäà ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
÷åòûðåõìåðíûìè âåêòîðàìè.

• Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå r1, r2 ∈ (0, 1) è çàäàäèì ïðîöåññû (äèñ-
êîíòèðîâàííûõ) öåí äâóõ ðèñêîâûõ àêòèâîâ (Si

t)t=0,1 äëÿ i = 1, 2 ñî-
îòíîøåíèÿìè S1

0 :≡ S2
0 :≡ 1 ,

S1
1 := ( 2− r1, 1− r1, 1, 1 ),

S2
1 := ( 1, 1, 2− r2, 1− r2 ).

Ìíîæåñòâî K äîïóñòèìûõ äîõîäîâ îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
êàê K := {λ1(S

1
1 − S1

0) + λ2(S
2
1 − S2

0) : λ1, λ2 ∈ R} .
• Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå q1, q2 ∈ (0, 1) , äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû

çàäàäèì ðàâåíñòâàìè

Q1 := ( q1, 1− q1, 0, 0 ),
Q2 := ( 0, 0, q2, 1− q2 )
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è ïîëîæèì ìíîæåñòâî ñóáúåêòèâíûõ ìåð Q ðàâíûì âûïóêëîé îáî-
ëî÷êå Q1 è Q2 : Q := {Qβ := βQ1 + (1− β)Q2 : 0 6 β 6 1} .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé, ëîãàðèôìè÷åñêîé
èëè ýêñïîíåíöèàëüíîé, åñëè ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, ñäâèãà è óìíîæåíèÿ
íà ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó

U(x) =

{ −∞, x < 0,
xα

α
, x > 0,

α < 1, α 6= 0 è U(x) =

{ −|x|α, x < 0,
0, x > 0,

α > 1,

U(x) = −e−x, x ∈ R
èëè

U(x) =

{ −∞, x < 0,
ln x, x > 0

ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Äëÿ ëþáîé ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðûíêà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ u(x) â
ñëó÷àå êîíå÷íîñòè äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, +∞) è ïðè a > −∞ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Èíàäà íà ëåâîì êîíöå: limx↓a u′−(x) = +∞ .

2. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè U(x) èìååò ñòåïåííîé, ýêñïîíåíöèàëüíûé èëè
ëîãàðèôìè÷åñêèé âèä.

À èìåííî, åñëè ôóíêöèÿ U(x) èìååò îäèí èç óêàçàííûõ âèäîâ, òî äëÿ
ëþáûõ ïàðàìåòðîâ r1, r2, q1, q2 ∈ (0, 1) öåëåâàÿ ôóíêöèÿ u(x) â ñëó÷àå êî-
íå÷íîñòè áóäåò äèôôåðåíöèðóåìîé íà (a, +∞) è ïðè a > −∞ óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèþ Èíàäà íà ëåâîì êîíöå. Åñëè æå ôóíêöèÿ U(x) èìååò èíîé âèä,
òî âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå r1, r2, q1, q2 ∈ (0, 1) , ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
u(x) áóäåò ëèáî íåäèôôåðåíöèðóåìîé ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé òî÷êå, ëèáî
íå áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå Èíàäà íà ëåâîì êîíöå a > −∞ .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê Àëåêñàíäðà Àëåêñàíäðîâè÷à Ãóùèíà, êîòîðîìó àâòîð âûðàæàåò èñ-
êðåííþþ áëàãîäàðíîñòü çà ïîìîùü â âûáîðå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ è
ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó.
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