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I. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ïðèáëèæåííîãî è òî÷-
íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè äâóìåðíûõ ìåìáðàí è ïëàñòèí â ñëó÷àå
îãðàíè÷åííîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, ñî-
ñðåäîòî÷åííîãî íà ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðàíåå âîïðîñ îá óïðàâëåíèè êîëåáàíèÿìè äâó-

ìåðíûõ ìåìáðàí è ïëàñòèí c ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ ñèë ðàññìàòðèâàëñÿ
ìíîãèìè àâòîðàìè (íàïðèìåð, îáçîðíàÿ ñòàòüÿ Æ. Ë. Ëèîíñà 1 è ïðèâå-
äåííàÿ â íåé ëèòåðàòóðà).
Â ìîíîãðàôèè À. Ã. Áóòêîâñêîãî 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îñòàíîâ-

êå êîëåáàíèé îãðàíè÷åííîé ñòðóíû ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ è
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âîçìîæíî çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîëíîñòüþ îñòàíîâèòü êî-
ëåáàíèÿ ñòðóíû ïðè îãðàíè÷åíèè íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó óïðàâëÿþùåãî
âîçäåéñòâèÿ. Äàåòñÿ îöåíêà âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïîëíîé îñòàíîâêè
êîëåáàíèé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìîìåí-
òîâ. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âîïðîñ ðàçðåøèìîñòè èñõîä-
íîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàííûé ìåòîä íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â
ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, îí ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå è â ïðåä-
ñòàâëåííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.
Â ìîíîãðàôèè Æ. Ë. Ëèîíñà3 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè è ôîðìóëèðó-
þòñÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, àíàëîãè÷íûå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ë. Ñ.
Ïîíòðÿãèíà äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì
óêàçàííûå óñëîâèÿ äàëåêî íå âñåãäà ïðèâîäÿò ê êîíñòðóêòèâíîìó ñïîñîáó
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Â óïîìÿíóòîé âûøå îáçîðíîé ðàáîòå1 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î ïîë-

íîé îñòàíîâêå äâèæåíèÿ ìåìáðàíû è ïëàñòèíû, äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâî-
âàíèå ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ñèñòåìó â ïîêîé, è îöåíèâà-
åòñÿ âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëíîé îñòàíîâêè êîëåáàíèé. Çäåñü àâòîðû
âî ìíîãèõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ îòêàçûâàþòñÿ îò òðåáîâàíèé îïòèìàëüíîñòè

1Lions J. L. Exact controllability. Stabilization and perturbations for distributed systems
// SIAM Review. � 1988. � V. 30, � 1. � P. 1-68.

2Áóòêîâñêèé À. Ã. Òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííû-
ìè ïàðàìåòðàìè. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 1965.

3Ëèîíñ Æ. Ë. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñèñòåìàìè, îïèñûâàåìûìè óðàâíåíèÿìè
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � Ì.: Ìèð, 1972.
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óïðàâëåíèÿ è ðàññìàòðèâàþò òîëüêî ïðîáëåìó óïðàâëÿåìîñòè, ÷òî ñóùå-
ñòâåííî îáëåã÷àåò èññëåäîâàíèå; â ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ
îãðàíè÷åíèåì íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó óïðàâëÿþùèõ ñèë, à òàêæå íå
ïðèâîäèòñÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, à òîëüêî
äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ.
Â ðàáîòå Ë. Ä. Àêóëåíêî4 ïðèâîäèòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ãðàíè÷íîãî

óïðàâëåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíîé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëÿþùåå
âîçäåéñòâèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, íî ïðè ýòîì êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå
ñ÷èòàåòñÿ ìàëîé îêðåñòíîñòüþ ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.
Â ðàáîòå Â. À. Èëüèíà è Å. È. Ìîèñååâà5 ïðîâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ

ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ïî ïðèâåäåíèþ ñòðóíû â
çàäàííîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ
ïðåäúÿâëÿþòñÿ â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå.
Âîçìîæíîñòü ïîëíîé îñòàíîâêè çà êîíå÷íîå âðåìÿ â ñëó÷àå ðàñïðå-

äåëåííîãî ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû èëè ïëàñòèíû óïðàâëåíèÿ èñ-
ñëåäóåòñÿ â ìîíîãðàôèè Ô. Ë. ×åðíîóñüêî, È. Ì. Àíàíüåâñêîãî, Ñ. À.
Ðåøìèíà6. Òàì æå äàíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ îïòèìàëüíîãî âðåìåíè óïðàâ-
ëåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäû óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â óïîìÿíóòûõ âûøå

ðàáîòàõ ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà.
Ïåðâûé êëàññ ñâÿçàí ñ óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì, ðàñïðåäåëåííûì

ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Âòîðîé êëàññ îñíîâàí íà
ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè. Â äàííîé äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû òîëüêî òà-
êèå çàäà÷è, â êîòîðûõ óïðàâëåíèå ðàñïðåäåëåíî ïî ãðàíèöå. Ñóùåñòâåí-
íûì îòëè÷èåì îò äðóãèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà óïðàâëÿþùåå âîçäåé-
ñòâèå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìóì àáñîëþòíîé âåëè÷èíû, ÷òî ñó-
ùåñòâåííî óñëîæíÿåò çàäà÷ó. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ ïðèëîæåíà
êî âñåé ãðàíèöå, âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ íå ñòàâèòñÿ âîïðîñ îá
îïòèìàëüíîñòè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ. ßâíûé âèä ïðåäëîæåííûõ óïðàâëÿ-
þùèõ âîçäåéñòâèé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðè
ðåøåíèè ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ

êîëåáàíèÿìè äâóìåðíûõ ìåìáðàí è ïëàñòèí.
4Àêóëåíêî Ë. Ä. Ïðèâåäåíèå óïðóãîé ñèñòåìû â çàäàííîå ñîñòîÿíèå ïîñðåäñòâîì

ñèëîâîãî ãðàíè÷íîãî âîçäåéñòâèÿ. � ÏÌÌ. 1981, Ò. 45, �6, Ñ. 1095-1103.
5Èëüèí Â. À., Ìîèñååâ Å. È. Îïòèìèçàöèÿ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé êîëåáàíèÿìè

ñòðóíû. � ÓÌÍ, 2005, 60: 6(366), 89-114.
6×åðíîóñüêî Ô. Ë., Àíàíüåâñêèé È. Ì., Ðåøìèí Ñ. À. Ìåòîäû óïðàâëåíèÿ íåëè-

íåéíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2006.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ
îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèîíàëüíûìè
ðÿäàìè è ìåòîä ìîìåíòîâ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû, îñ-

íîâíûå èç íèõ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î ïðèáëèæåíèè ðåøåíèé íåêîòîðûõ êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèîíàëüíû-
ìè ðÿäàìè.

2. Äîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ äâóìåðíûõ ìåìáðàí è ïëà-
ñòèí â "�îêðåñòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ
îãðàíè÷åííîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ
ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.

3. Äîêàçàíî, ÷òî êîëåáàíèÿ êâàäðàòíîé ïëàñòèíû ìîæíî ïðèâåñòè â ïî-
êîé çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííîãî ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ãðàíèöå äàí-
íîé ïëàñòèíû (äëÿ ñëó÷àÿ êðàåâûõ óñëîâèé îïðåäåëåííîãî âèäà).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåé-
ñòâèé, à òàêæå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ â âèäå
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëü-
íåéøåãî èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè äâóìåðíûõ ìåì-
áðàí è ïëàñòèí.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü:

1. â ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà íà çàñåäàíèÿõ íàó÷íîãî ñåìèíàðà ïî
àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì äëÿ óðàâíåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå
(ðóêîâîäèòåëè ïðîô. Â. Â. Æèêîâ, ïðîô. À. Ñ. Øàìàåâ, ïðîô. Ò. À.
Øàïîøíèêîâà), íåîäíîêðàòíî â 2007 ã.;

2. â ÈÏÌåõ ÐÀÍ íà çàñåäàíèè íàó÷íîãî ñåìèíàðà ïî âîïðîñàì ìåõàíèêè
ñïëîøíîé ñðåäû (ðóêîâîäèòåëè ïðîô. Ë. Ä. Àêóëåíêî, ïðîô. Ä. Â.
Ãåîðãèåâñêèé, ïðîô. Ñ. Â. Íåñòåðîâ), 2010 ã.;

3. â ÈÏÌåõ ÐÀÍ íà çàñåäàíèè íàó÷íîãî ñåìèíàðà ïî äèíàìèêå óïðàâ-
ëÿåìûõ ñèñòåì (ðóêîâîäèòåëü àêàä. Ô. Ë. ×åðíîóñüêî), 2010 ã.;
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4. íà 53-é íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ÌÔÒÈ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôóí-
äàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ íàóê¿, Ìîñêâà-Äîëãîïðóäíûé, äåêàáðü
2010 ã.;

5. â ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà íà çàñåäàíèè íàó÷íîãî ñåìèíàðà ïî
óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ðóêîâîäèòåëè ïðîô. Å. Â. Ðàä-
êåâè÷, ïðîô. Â. Â. Æèêîâ, ïðîô. À. Ñ. Øàìàåâ, ïðîô. Ò. À. Øàïîø-
íèêîâà), 2011 ã.;

6. â ÌÝÑÈ íà çàñåäàíèÿõ íàó÷íîãî ñåìèíàðà ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ðóêîâîäèòåëü ïðîô. È. Â. Àñòàøîâà),
íåîäíîêðàòíî â 2010-2011 ãã.;

7. â Èíñòèòóòå ìåõàíèêè ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà íà çàñåäàíèè íà-
ó÷íîãî ñåìèíàðà èì. À. Þ. Èøëèíñêîãî, 2011 ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3
ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1-3]. Ðàáîòû
[1,2] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.
Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 78 ñòðàíèöàõ è

ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ, ãäå ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé. Áèáëèîãðà-
ôèÿ ñîäåðæèò 51 íàèìåíîâàíèå.

II. Êðàòêîå èçëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ââîäíîé, ñîäåðæèòñÿ îáçîð
ëèòåðàòóðû ïî èññëåäóåìîé òåìå è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñôîðìóëèðî-
âàííûõ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.
Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êî-

ëåáàíèÿìè ïëîñêîé ìåìáðàíû. Ïðè ýòîì íà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå
íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìóì àáñîëþòíîé âåëè÷èíû. Óïðàâëÿþ-
ùåå âîçäåéñòâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå Íåéìàíà, ò. å. ïðîèçâîäíóþ
ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòêëîíåíèå ïîëîæåíèÿ
ìåìáðàíû îò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ïðîöåññå êîëåáàíèÿ ìîæåò áûòü ñâåäå-
íî â äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Îêðåñòíîñòü
íóëÿ â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå íîðìû ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà H�. Ãëàâíûì îòëè÷èåì ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåííûõ â äàííîé ãëàâå îò
ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ñîñðå-
äîòî÷åíî íà ãðàíèöå ìåìáðàíû è íà íåãî íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå ïî àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíå.
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Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû.
Îïðåäåëèì, êàê îáû÷íî, ïðîñòðàíñòâî Ñ.Ë. Ñîáîëåâà Hs(
) (ïðè öå-

ëîì s), êàê ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî-
ãëàäêèõ íà 
 ôóíêöèé ïî íîðìå

k'k2Hs(
) =

Z



0@'2(x) +
X
j�j=s

jD�'(x)j2

1A dx:

Çäåñü è äàëåå 
 � R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîé
ãðàíèöåé.
Ïðè íåöåëîì s, ïðîñòðàíñòâî Hs(Rn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàìûêàíèå S

(ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà) ïî íîðìå

k'k2Hs(Rn) =

Z
Rn
�

�
1 + j�j2s

�
jb'(�)j2d�:

Çàìåòèì, ÷òî ïîä îáîçíà÷åíèåì b'(x) ïîíèìàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
îò ôóíêöèè '.
Äàëåå îïðåäåëèì íîðìó äëÿ áåñêîíå÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè ' â îáëàñòè



k'kHs(
) = inf

 =' íà @

k kHs(Rn);  2 S:

Âçÿâ çàìûêàíèå C1(
) ïî ýòîé íîðìå, ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî Hs(
).
Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Hs

N
(
), ¾ïîõîæåå¿ íà ïðîñòðàíñòâî Hs(
) .

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè 
 îïåðàòîð Ëàïëàñà ñ óñëîâèåì Íåéìàíà @(�)
@n

= 0, à
òàêæå ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé f�2ig (âñåõ çà èñêëþ÷åíèåì íóëåâî-
ãî) è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé fXi(x)g, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó îïåðàòîðó
è ýòèì êðàåâûì óñëîâèÿì. Ïîëîæèì òåïåðü:

k'k2Hs
N
(
) =

1X
i=1

�2si '
2
i , ãäå 'i =

Z



'(x)Xi(x)dx:

Îïðåäåëåíèå 1.Îáîçíà÷èì ÷åðåçH
N
(
) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî-

ãëàäêèõ íà 
 ôóíêöèé ïî íîðìå k � kH(
) è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþ-
ùèì êðàåâûì óñëîâèÿì: åñëè  2 (0; 1; 5), òî óñëîâèÿ îòñóòñòâóþò, åñëè
 2 (1; 5; 3; 5), òî @'

@n
= 0, åñëè  2 (3; 5; 5; 5), òî @'

@n
= 0 è @�'

@n
= 0, è ò. ä.

Ñôîðìóëèðóåì èçâåñòíóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé u(x), äëÿ êîòîðûõ ðÿäP1
i=1 �

2
i '

2
i ñõîäèòñÿ, ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì H

N
(
).
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Çíà÷åíèÿ  = 1,5; 3,5; 5,5;... ìû íå ðàññìàòðèâàåì.
Ïóñòü f�2ig

1
0 , fXi(x)g

1
0 � ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé çàäà÷è Íåéìàíà â îáëàñòè 
, ò.å. �Xi(x) + �2iXi(x) = 0
â 
, @Xi

@n
j@
 = 0. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ íóëåâîå (�0 = 0). Îáîçíà÷èì hf; gi :=R
@


f(x)g(x)dx è îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ÷èñëà:

bnm(T ) =
1

2�n�m
hXn; Xmi

�
sin(�n � �m)T

�n � �m
�

sin(�n + �m)T

�n + �m

�
;

cnm(T ) =
1

2
hXn; Xmi

�
sin(�n � �m)T

�n � �m
�

sin(�n + �m)T

�n + �m

�
;

dnm(T ) =
1

2�n
hXn; Xmi

�
1� cos(�n � �m)T

�n � �m
�

1� cos(�n + �m)T

�n + �m

�
;

m; n = 1; :::; N;

à òàêæå ÷èñëà CN
i (T ), C

N
i (T ), êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû:8>><>>:

NP
m=1

�
bnmCN

m + dnmCN
m

�
= A

(1)
n (T ); n = 1; :::; N;

NP
m=1

�
dnmCN

m + cnmCN
m

�
= A

(2)
n (T ); n = 1; :::; N;

ãäå

A(1)
n (T ) = 'n cos(�nT )+

 n
�n

sin(�nT ); A(2)
n (T ) = ��n'n sin(�nT )+ n cos(�nT ):

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå �n = �m âûðàæåíèÿ sin(�n��m)T
�n��m

, 1�cos(�n��m)T
�n��m

ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå ïðåäåëà j�n � �mj ! 0, òîãäà ïðåäåë ïåðâîé
äðîáè áóäåò ðàâåí åäèíèöå, à âòîðîé � íóëþ.

Ëåììà 1. ×èñëà CN
i (T ), C

N
i (T ) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè T �!1.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ y(x; t) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà-
÷è: �

@2

@t2
��

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x); y0tjt=0 =  (x);
@y

@n
j� = P (x; t); (1)
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åñëè äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèè �(x; t) èìååò ìåñòî
èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî:Z

QT

Z
y(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



('�0
t �  �)jt=0dx+

Z
�

P (x; t)�(x; t)d�;

ãäå �(x; t) � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàíñïî-
íèðîâàííîé): �

@2

@t2
��

�
�(x; t) = �(x; t) â QT ;

�jt=T = �0
tjt=T = 0;

@�

@n
j� = 0:

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Tn(t) êàê ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

T 00
n (t) + �2nTn(t) =

Z
@


Xn(x)P (x; t)d�

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: Tn(0) = 'n = (';Xn), T
0
n(0) =  n = ( ;Xn), à

òàêæå ïîëîæèì

yN(x; t) :=
NX
n=0

Xn(x)Tn(t):

Ëåììà 2. Ïóñòü P (x; t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç L2(�) è  2 L2(
),
' 2 H1(
). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé yN(x; t) ñõîäèòñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ê ñëàáîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1). Ðåøåíèå
äàííîé çàäà÷è ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâûé ãëàâíûé ðåçóëüòàò íà-

ñòîÿùåé ðàáîòû. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñîñòîèò â îöåíêå ðåøåíèÿ çàäà-
÷è î êîëåáàíèè ìåìáðàíû ïðè íåêîòîðîì ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ' 2 H1+�

N
(
),  2 H�

N
(
) è ôóíêöèÿ y(x; t) ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è�
@2

@t2
��

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x); y0tjt=0 =  (x);
@y

@n
j� = UN(x; t);

ãäå UN(t; T; x) =
PN

s=1

�
CN
s (T )

sin�s(T�t)
�s

+ CN
s (T ) cos�s(T � t)

�
Xs(x) ïðè

t < T è UN � 0 ïðè t � T , T = const > 0. Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà
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ky(x; T )k2H�(
) � C

�
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jC

N
s jg

�2

A(N)B(N)+

+
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

�
N��+�; (2)

ãäå � > 0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷èñëî � îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî-

âèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
1P
n=1

kXnk
2
L2(@
)

n�2+�, à âåëè÷èíû A(N), B(N) îïðå-

äåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

A(N) =
1X

n=N+1

kXnk
2
L2(@
)

n�2+�; B(N) =

 
NX
s=1

kXskL2(@
)

!2

:

Âûáåðåì òåïåðü � > � è N òàê, ÷òîáû âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé
÷àñòè (2) áûëî ìåíüøå "=2, ãäå " > 0 � çàäàííîå íàïåðåä ìàëîå ÷èñëî.
Äàëåå, âûáåðåì âåëè÷èíó T > 0 òàê, ÷òîáû ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé
÷àñòè (2) áûëî òàêæå ìåíüøå "=2 (ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü â ñèëó ëåììû
1). Òåïåðü, óâåëè÷èâàÿ ñíîâà âåëè÷èíó T (åñëè ýòî äåéñòâèòåëüíî íóæíî),
óäîâëåòâîðèì óñëîâèþ jUN(t; T; x)j < M , ãäåM � âåëè÷èíà îãðàíè÷åíèÿ
íà ãðàíè÷íîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 äîêàçàíî, ÷òî ìåìáðàíó ïðîèçâîëüíîé

ôîðìû ìîæíî ñâåñòè â ñîñòîÿíèå "-îêðåñòíîñòè ïîêîÿ ïðè � < 1
2
, êðóãëóþ

ìåìáðàíó ïðè � < 2
3
, ïðÿìîóãîëüíóþ ìåìáðàíó ïðè � < 1.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êî-
ëåáàíèÿìè äâóìåðíîé ïëàñòèíû. Ïðè ýòîì íà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå
íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìóì àáñîëþòíîé âåëè÷èíû. Óïðàâëÿþ-
ùåå âîçäåéñòâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå
îáëàñòè îò �y(x; t), ãäå y(x; t) ðåøåíèå çàäà÷è. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îò-
êëîíåíèå ïîëîæåíèÿ ïëàñòèíû îò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ïðîöåññå êîëåáàíèÿ
ìîæåò áûòü ñâåäåíî â äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ çà êîíå÷íîå
âðåìÿ. Îêðåñòíîñòü íóëÿ â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå íîðìû
ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà H�.
Ïóñòü f�2ig

1
0 , fXi(x)g

1
0 � ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé çàäà÷è Ðèêüå â îáëàñòè 
, ò.å. �2Xi(x)� �2iXi(x) = 0 â 
,
@Xi

@n
j@
 = @�Xi

@n
j@
 = 0. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ íóëåâîå (�0 = 0). Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííàÿ âûøå, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â L2(
), òàê êàê îíà ñîâ-
ïàäàåò ñ ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â çàäà÷å Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ y(x; t) 2 L2(
� (0; T )) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì
ðåøåíèåì çàäà÷è�

@2

@t2
+�2

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x); y0tjt=0 =  (x);
@y

@n
j� = R(x; t);

@�y

@n
j� = P (x; t); (3)

åñëè äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèè �(x; t) èìååò ìåñòî
èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâîZ

QT

Z
y(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



('�0
t �  �)jt=0dx�

Z
�

P (x; t)�(x; t)d��

Z
�

R(x; t)��(x; t)d�;

ãäå � = @
� (0; T ) è �(x; t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è
(êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé):�

@2

@t2
+�2

�
�(x; t) = �(x; t) â QT ;

�jt=T = �0
tjt=T = 0;

@�

@n
j� =

@��

@n
j� = 0:

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Tn(t) êàê ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

T 00
n (t) + �2nTn(t) =

Z
@


Xn(x)P (x; t)d� +

Z
@


�Xn(x)R(x; t)d�

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: Tn(0) = 'n = (';Xn), T
0
n(0) =  n = ( ;Xn), à

òàêæå ïîëîæèì

yN(x; t) :=
NX
n=0

Xn(x)Tn(t):

Ëåììà 3. Ïóñòü P (x; t),R(x; t)� íåêîòîðûå ôóíêöèè èç L2(�) è, ' 2
H4(
),  2 H2(
). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé yN(x; t) ñõîäèòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ê ñëàáîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (3).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò âòîðîé ãëàâíûé ðåçóëüòàò äàííîé

ðàáîòû.

9



Òåîðåìà 3. Ïóñòü ' 2 H4+�
N

(
),  2 H2+�
N

(
) è ôóíêöèÿ y(x; t)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è�

@2

@t2
+�2

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x); y0tjt=0 =  (x);
@y

@n
j� = 0;

@�y

@n
j� = UN(x; t);

ãäå UN(t; T; x) =
PN

s=1

�
CN
s (T )

sin�s(T�t)
�s

+ CN
s (T ) cos�s(T � t)

�
Xs(x) ïðè

t < T è UN � 0 ïðè t � T , T = const > 0. Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

ky(x; T )k2H�(
) � C

�
max

s=1;:::;N
fjCN

s j; jC
N
s jg

�2

A(N)B(N)+

+
�
k'k2

H4+�
N

(
)
+ k k2

H2+�
N

(
)

�
N��+�; (4)

ãäå � > 0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷èñëî � îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî-

âèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
1P
n=1

kXnk
2
L2(@
)

n�4+�, à âåëè÷èíû A(N), B(N) � ðà-

âåíñòâàìè

A(N) =
1X

n=N+1

kXnk
2
L2(@
)

n�4+�; B(N) =

 
NX
s=1

kXskL2(@
)

!2

:

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà CN
s ; C

N
s îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåé

ãëàâå.
Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ïðèâîäèëèñü äëÿ ìåì-

áðàíû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ îöåíêè (4) äîêàçûâàåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïðèâåäåíèÿ ïëàñòèíû â ñîñòîÿíèå "-îêðåñòíîñòè ïîêîÿ çà êîíå÷íîå
âðåìÿ.
Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3 äîêàçàíî, ÷òî ïëàñòèíó ïðîèçâîëüíîé ôîðìû

ìîæíî ñâåñòè â ñîñòîÿíèå "-îêðåñòíîñòè ïîêîÿ ïðè � < 2; 5, ïðÿìîóãîëü-
íîé ôîðìû ïðè � < 3, êðóãëîé ôîðìû ïðè � < 22

3
.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òî÷íîãî óïðàâëåíèÿ êî-
ëåáàíèÿìè ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû. Èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëíîé
îñòàíîâêè êîëåáàíèé ïëàñòèíû (äëÿ îïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé)
çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü óïðàâëå-
íèÿ äâóìÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ïðè ýòîì äîêàçàíî, ÷òî ïðè óïðàâëåíèè
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ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ êðàåâûõ óñëîâèé, êëàññ äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ
âîçìóùåíèé ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåòñÿ.
Ïóñòü f�2ig

1
1 , fXi(x)g

1
1 � ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà �2, ò.å. �2Xi(x) � �2iXi(x) = 0 â 
, Xij@
 =
�Xij@
 = 0. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííàÿ âûøå, ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëíîé â L2(
), òàê êàê îíà ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
â çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ y(x; t) 2 L2(
� (0; T )) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì

ðåøåíèåì çàäà÷è:�
@2

@t2
+�2

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x); y0tjt=0 =  (x); yj� = R(x; t); �yj� = P (x; t); (5)

åñëè äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèè �(x; t) èìååò ìåñòî
èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî:Z

QT

Z
y(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



('�0
t �  �)jt=0dx+

+

Z
�

P (x; t)
@�(x; t)

@n
d� +

Z
�

R(x; t)
@��(x; t)

@n
d�;

ãäå � = @
� (0; T ) è �(x; t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è
(êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé):�

@2

@t2
+�2

�
�(x; t) = �(x; t) â QT ;

�jt=T = �0
tjt=T = 0; �j� = ��j� = 0:

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Tn(t) êàê ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

T 00
n (t) + �2nTn(t) = �

Z
@


@Xn(x)

@n
P (x; t)d� �

Z
@


@�Xn(x)

@n
R(x; t)d�;

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: Tn(0) = 'n = (';Xn), T
0
n(0) =  n = ( ;Xn), à

òàêæå ïîëîæèì

yN(x; t) :=
NX
n=1

Xn(x)Tn(t):
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Ëåììà 4. Ïóñòü P (x; t), R(x; t) � íåêîòîðûå ôóíêöèè èç L2(�) è ' 2
H1(
),  2 L2(
). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé yN(x; t) ñõîäèòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ê ñëàáîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (5).
Ïóñòü Tk � âðåìÿ óïðàâëåíèÿ. Îïðåäåëèì ÷èñëà:

b0n(Tk) = �(�n'n cos(�nTk) +  n sin(�nTk)); n = 1; 2; ::: ;

b00n(Tk) = �n'n sin(�nTk)�  n cos(�nTk); n = 1; 2; ::: :

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 
 = (0;�) � (0; �), Tk = 2�k, ãäå k = 1; 2:::; ' 2
C4(
) è ' = �' = 0 íà @
,  2 C3(
),  = 0 íà @
 è ôóíêöèÿ y(x; t)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è�

@2

@t2
+�2

�
y = 0 â QT = 
� (0; Tk);

yjt=0 = '(x); y0tjt=0 =  (x); yj� = 0; �yj� = U(x; t);

U(x; Tk; t) = �
2

Tk

1X
n=1

1@Xn(x)
@n

2
L2(@
)

(b0n(Tk) sin�nt+ b00n(Tk) cos�nt)
@Xn(x)

@n

ïðè t < Tk è U � 0 ïðè t � Tk, Tk = const > 0. Òîãäà y(x; Tk) =
y0t(x; Tk) = 0.
Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò òàêæå, ÷òî, óâåëè÷èâàÿ âðåìÿ Tk, êîëåáàíèÿ ïëà-

ñòèíû ìîæíî îñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå ñèëû.
Ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 4, äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé

ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû, äëèíû ñòîðîí êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíû-
ìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Â ðàáîòå òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óïðàâëÿÿ
äâóìÿ óñëîâèÿìè, íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ ' è  ìîæíî âûáèðàòü èç áîëåå
øèðîêèõ êëàññîâ ôóíêöèé.

Áëàãîäàðíîñòü. Ñ÷èòàþ ñâîèì äîëãîì âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãî-
äàðíîñòü ìîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîðó Àëåêñåþ Ñòàíèñëàâîâè÷ó Øàìàåâó çà ïîñòîÿííîå âíè-
ìàíèå ê äàííîé ðàáîòå è ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
â íåé âîïðîñîâ.
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