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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ âåðîÿòíîñò-

íûõ ìåòîäîâ â òåîðèè ÷èñåë è èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ àðãóìåíòà
S(t) äçåòà-ôóíêöèè ζ(s) íà êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ, à òàêæå ðåøå-
íèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ î ñâîéñòâàõ íåòðèâèàëüíûõ íóëåé ζ(s) è
çàêîíîìåðíîñòÿõ â èõ ðàñïðåäåëåíèè, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ S(t).
Â ñâîåì çíàìåíèòîì ìåìóàðå 1859 ã. Á. Ðèìàí1,2 ïîêàçàë, ÷òî çà-
äà÷à î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ
ζ(s) (âïîñëåäñòâèè íàçâàííîé â ÷åñòü Ðèìàíà äçåòà-ôóíêöèåé Ðè-
ìàíà) êàê ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî s = σ + it. Ïðè
σ > 1 äçåòà-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíà÷åíèå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿ-
äà

ζ(s) =

+∞∑
n=1

1

ns.

Ðèìàíîì áûëî äîêàçàíî äâà óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ζ(s):
à) Ôóíêöèþ ζ(s) ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà âñþ êîì-

ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü; îíà ÿâëÿåòñÿ òàì ìåðîìîðôíîé è èìååò åäèí-
ñòâåííûé ïðîñòîé ïîëþñ ñ âû÷åòîì 1 â òî÷êå s = 1.

á) ζ(s) óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

π−
s
2Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

1−s
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s),

ãäå Γ(s) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò âûâåñòè ñâîéñòâà ζ(s)

ïðè σ < 0 èç åå ñâîéñòâ ïðè σ > 1. Åäèíñòâåííûìè íóëÿìè
ζ(s) ïðè σ < 0 ÿâëÿþòñÿ òî÷êè s = −2,−4,−6, . . . , ò.å. ïîëþñû
Γ(s/2).Îíè íàçûâàþòñÿòðèâèàëüíûìè íóëÿìè.Êðîìå òîãî, ζ(s)

íå èìååò íóëåé ïðè σ > 1. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè, ãäå
0 ≤ σ ≤ 1, íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé ïîëîñîé.

Ðèìàí âûñêàçàë íåñêîëüêî ïðåäïîëîæåíèé î ðàñïðåäåëåíèè
íóëåé ζ(s) â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå:

1Riemann B. Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gr�osse//Monatsberichte der Berliner
Akademie, November 1859.

2Ðèìàí Á. Î ÷èñëå ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàþùèõ äàííîé âåëè÷èíû// Á. Ðèìàí, Ñî÷èíåíèÿ, ÎÃÈÇ,
Ì., 1948, 216-224.
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à) ζ(s) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå.
Îíè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè,
à òàêæå êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé σ = 1/2.

á) ×èñëî N(T ) íóëåé ζ(s) â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå ñ 0 < t ≤ T

óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàâåíñòâó

N(T ) =
T

2π
ln

(
T

2π

)
− T

2π
+ O(lnT ). (1)

â) Âñå íóëè ζ(s) â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå ëåæàò íà êðèòè÷åñêîé
ïðÿìîé (çíàìåíèòàÿ, äî ñèõ ïîð íåäîêàçàííàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà).

Â 1905 ã. Ìàíãîëüäò3 äîêàçàë ôîðìóëó (1), à â 1914 ã. Ð. Áýê-
ëóíä4,5 äîêàçàë áîëåå òî÷íóþ ôîðìóëó

N(T ) =
T

2π
ln
T

2π
− T

2π
+

7

8
+ S(T ) +

1

π
δ(T ), (2)

ãäå S(T ) � àðãóìåíò äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, à δ(T ) � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé èìååò îöåíêó âèäà: |δ ′(T )| �
T−2. Ðàâåíñòâî (2) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ðèìàíà-Ìàíãîëüäòà.

Äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îïèøåì ïðîñòåéøèå ñâîé-
ñòâà S(t)�àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êðèòè÷åñêîé ïðÿ-
ìîé.
Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ âåùåñòâåííîãî t, îòëè÷íîãî îò îðäèíàòû
íóëÿ ζ(s), ïîëîæèì

S(t) =
1

π
arg ζ

(
1

2
+ it

)
,

ãäå arg ζ
(

1
2 + it

)
ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì

arg ζ(s) âäîëü ëîìàíîé ëèíèè, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå s = 2

(arg ζ(2) = 0), èäóùåé ê òî÷êå s = 2 + it è çàòåì ê òî÷êå s =

1/2 + it. Åñëè æå t � ìíèìàÿ ÷àñòü íóëÿ ζ(s), òî

S(t) = lim
δ→+0

1

2
(S(t + δ) + S(t− δ)).

3Bohr H., Landau E. Beitr�age zur Theorie der Riemannschen Zetafunktion// Math. Ann., 74:1 (1913), 3-30.
4Backlund R.-J. Sur les zeros de la fonction ζ(s) de Riemann// C. R. Acad. Sci. Paris, 158 (1914), 1979-1981.
5Backlund R.-J. �Uber die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion//Dissertation, Helsingfors, 1916, p.

1-31.
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Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî T , îòëè÷íîãî îò ìíèìîé
÷àñòè íóëÿ ζ(s), ñèìâîëîì N(T ) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî íóëåé
äçåòà-ôóíêöèè â ïðÿìîóãîëüíèêå 0 ≤ Re s ≤ 1, 0 < Im s ≤ T.

Åñëè T ñîâïàäàåò ñ ìíèìîé ÷àñòüþ íóëÿ ζ(s), òî ïîëîæèì

N(T ) = lim
δ→+0

1

2
(N(T + δ) + N(T − δ)).

Â ðàáîòå6 îïèñàíû ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà S(t):

1. S(t) � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàçðûâàìè â òî÷êàõ, ñîâ-
ïàäàþùèõ ñ îðäèíàòàìè êîìïëåêñíûõ íóëåé ζ(s).

2. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ðàçðûâà S(t) ñîâåðøàåò ñêà÷îê,
ðàâíûé ñóììå êðàòíîñòåé íóëåé ζ(s), èìåþùèõ ýòó òî÷êó
ñâîåé îðäèíàòîé.

3. Íà âñÿêîì ïðîìåæóòêå íåïðåðûâíîñòè (γ, γ′), ãäå γ, γ′ �
ñîñåäíèå îðäèíàòû íóëåé ζ(s), ôóíêöèÿ S(t) ÿâëÿåòñÿ ìîíî-
òîííî óáûâàþùåé ñ ïðîèçâîäíûìè

S ′(t) = − 1

2π
ln

t

2π
+ O(t−2) è S ′′(t) = − 1

2πt
+ O(t−3).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ÷èñëå t ôóíêöèÿ S1(t)

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

S1(t) =

t∫

0

S(u)du .

Â òåîðèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâ-
íûõ íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ:

1) ðàñïðåäåëåíèå íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ζ(s) â êðèòè÷å-
ñêîé ïîëîñå è íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé;

6Êàðàöóáà À. À., Êîðîëåâ Ì. À. Àðãóìåíò äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ò.
60, �3(363), ñ. 41-96 (2005).
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2) ðîñò âåëè÷èíû |ζ(s)| â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå è íà êðèòè÷åñêîé
ïðÿìîé;

3) ïîâåäåíèå àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êðèòè÷åñêîé
ïðÿìîé.

Ïåðâûå äâà íàïðàâëåíèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ øèðîêèì êðóãîì ïðî-
áëåì òåîðèè ïðîñòûõ ÷èñåë è äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû. Òðå-
òüå íàïðàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé íàó÷íûé èíòåðåñ, íî ïðè
ýòîì èçó÷åíî â ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì ïåðâûå äâà. Ôóíêöèÿ S(t)

ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ÷èñëåí-
íûì íàõîæäåíèåì íåòðèâèàëüíûõ íóëåé ζ(s). Òåì íå ìåíåå, ïðàê-
òè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ïðåäïîëîæåíèé î âåëè÷èíå ðîñòà ôóíêöèè
S(t) ïðåäñòàâëÿåò î÷åíü òðóäíóþ ÷èñëåííóþ çàäà÷ó, ïîñêîëüêó
S(t) î÷åíü ìåäëåííî ðàñòåò è çàìåòíûå èçìåíåíèÿ â åå ðîñòå ñó-
ùåñòâåííî âûõîäÿò çà ïðåäåëû òåõíè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé ñîâðå-
ìåííûõ ÝÂÌ.

Îäíîé èç çàäà÷ òåîðèè àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ðîñòà âåëè÷èíû M(T ) �
÷èñëà ïåðåìåí çíàêà S(t) íà ïðîìåæóòêå 0 < t ≤ T . Ïåðâûé ðå-
çóëüòàò çäåñü ïðèíàäëåæèò Ã. Áîðó è Ý. Ëàíäàó3, êîòîðûå â 1913
ã. äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé α òàêîé,
÷òî

lim inf
t→+∞

S(t)

(ln t)α
= −∞, lim sup

t→+∞
S(t)

(ln t)α
= +∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ S(t) íà èíòåðâàëå (0,+∞) ìåíÿåò
ñâîé çíàê áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Â 1946 ã. À. Ñåëüáåðã7 ðàçðàáîòàë
íîâûé ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷èë ñëåäóþùóþ íèæíþþ
îöåíêó ÷èñëà òî÷åê ïåðåìåíû çíàêà S(t) íà ïðîìåæóòêå (T, T +

H ]:
M(T + H)−M(T ) ≥ H(lnT )

1
3e−c1

√
ln lnT . (3)

Äëèíà H ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà èìåëà âèä T 0,5+ε, ãäå
0 < ε ≤ 0, 5 � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

7Selberg A. Contributions to the theory of the Riemann zeta-function//Arch. Math. Naturvid., 48:5 (1946),
89�155.
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Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðîèñõîäèëî ïî äâóì íà-
ïðàâëåíèÿì. Ïåðâîå ñâÿçàíî ñ íàõîæäåíèåì íèæíèõ îöåíîê ðàç-
íîñòè M(T + H) −M(T ) ïðè H = T a, 0 < a < 1/2, à âòîðîå �
ñ çàìåíîé ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà Ñåëüáåðãà ôóíêöèåé, ðàñòó-
ùåé áûñòðåå, ÷åì H(lnT )

1
3e−c1

√
ln lnT .

Â 1981 ã. À. Ãîø8 äîêàçàë, ÷òî ïðè H = T a+ε

M(T + H)−M(T ) > H(lnT ) exp

(
− c2 ln lnT

(ln ln lnT )0,5−δ

)
, (4)

ãäå 0 < δ < 1/2. Ïðè ýòîì âåëè÷èíó a ìîæíî áðàòü ðàâíîé íóëþ,
åñëè ãèïîòåçà Ðèìàíà âåðíà, è ðàâíîé 0, 5 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íàêîíåö, â 1996 ã. À. À. Êàðàöóáà9 äîêàçàë íåðàâåíñòâî À. Ñåëü-
áåðãà (3) ïðè H = T 27/82+ε. Äàëåå, â 2002 ã. Ì. À. Êîðîëåâ10,11
äîêàçàë ðåçóëüòàò À. Ãîøà (4) ïðè H = T 27/82+ε. Îòìåòèì, ÷òî
âîïðîñ îá èñòèííîì ïîðÿäêå ðîñòà M(T ) ïðè T → +∞ â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â 1998 ã. Ð.Âîí è Ò.Âóëè12 ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ
çíà÷åíèé íåêîòîðûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ïîëó÷èëè àñèì-
ïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ äðîáíûõ ìîìåíòîâ ýòèõ ñóìì. Èçó÷àÿ
ðàñïðåäåëåíèå íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, â 2008 ã. Ì.À. Êî-
ðîëåâ13,14 ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ äðîáíûõ ìî-
ìåíòîâ íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ íóëåé.

Â 2010 ã. â ðàáîòå15 áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î äðîáíûõ ìîìåíòàõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èç êîòîðîé ñëåäóåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò î ÷èñ-
ëå ïåðåìåí çíàêà S(t) è äðóãèå áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû î äðîá-
íûõ ìîìåíòàõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñóìì. Â ýòîé ðàáîòå15 ïðåäëàãà-

8Ghosh A. On Riemann's Zeta-function � Sign Changes of S(T)// Recent Progress in Analytic Number
Theory, 1, 1981 Academic Press, New York.

9Êàðàöóáà À. À. Î ôóíêöèè S(t)// Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 60:5 (1996), 27-56.
10Êîðîëåâ Ì. À. Îá àðãóìåíòå äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé//Òð. Ìàò. Èí.

Â.À.Ñòåêëîâà. 2002. 239. 215�238.
11Êàðàöóáà À. À., Êîðîëåâ Ì. À. Ïîâåäåíèå àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé

// Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ò. 61, �3(369), ñ. 3-92 (2006).
12Vaughan R. C., Wooley T. D. On the distribution of generating functions// Bull. London Math. Soc., 1998.

30. 113 � 122.
13Êîðîëåâ Ì. À. Ãèïîòåçà Ñåëüáåðãà î ðàñïðåäåëåíèè çíà÷åíèé ìíèìûõ ÷àñòåé íóëåé äçåòà-ôóíêöèè

Ðèìàíà// ÄÀÍ, 2008, 421, �3, 308-311.
14Êîðîëåâ Ì. À. Çàêîí Ãðàìà è ãèïîòåçà Ñåëüáåðãà î ðàñïðåäåëåíèè íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà//Èçâ.

ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 74:4 (2010), 83-118.
15Áîÿðèíîâ Ð. Í. Î äðîáíûõ ìîìåíòàõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí// ÄÀÍ.2011. Ò.436. �3. Ñ. 299-301.
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åòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
äëÿ äðîáíûõ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ëó÷øèìè îñòàò-
êàìè è äëÿ áîëåå øèðîêîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò ïðåäûäóùèõ àâòîðîâ. Â òîì
æå 2010 ã. â ðàáîòàõ16,17,18 ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïî-
ëó÷èòü îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èñïîëüçóþùèé
òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ÷åòíûõ ìîìåíòîâ.

Äàííûå ïîäõîäû ðàçâèâàþò ìåòîä ìîìåíòîâ, ñîçäàííûé â 1895
ãîäó À. À. Ìàðêîâûì19,20. Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ âîñõîäèò ê ðàáî-
òàì Ï. Ë. ×åáûøåâà21 è Ò. Ñòèëüòüåñà22. Ðàçâèâàÿ èññëåäîâàíèÿ
Ï. Ë. ×åáûøåâà è À. À. Ìàðêîâà, À. Ì. Ëÿïóíîâ23 ñîçäàë íîâûé
ìîùíûé ìåòîä â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé-ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Äàëüíåéøèå ïðîäâèæåíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè
ñäåëàíû À. Í. Êîëìîãîðîâûì24, Þ. Â. Ïðîõîðîâûì25, Ã. Ãàìáóð-
ãåðîì26, Ð. Íåâàíëèííîé27, Ì. Ðèññîì28, Å. Õåëèíãåðîì29, Ò. Êàð-
ëåìàíîì30, Ì. Ã. Êðåéíîì31, Í. È. Àõèåçåðîì32 è äðóãèìè èññëå-

16Áîÿðèíîâ Ð. Í. Î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí// ÄÀÍ.2010. Ò.435. �3. Ñ.
295-297.

17Áîÿðèíîâ Ð. Í. Î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ// Âåñòíèê ÌÃÓ. Ñåð.1, ìàò.
ìåõ., 2011, �2, 20-27.

18Áîÿðèíîâ Ð. Í. Àðãóìåíò äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà// ×åáûøåâñêèé ñáîðíèê, 2010, ò. 11, âûï. 1, 54-67.
19Ìàðêîâú À. À. Î ïðåäåëüíûõú âåëè÷èíàõú èíòåãðàëîâú//Èçâåñòiÿ Èìïåðàòîðñêîé Àêàäåìiè Íàóêú,

2:3 (1895), 195-203.
20Ìàðêîâ À. À. Èñ÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé// Ìîñêâà, Ãîñ. èç-âî, 1924.
21Chebysev P. Sur les valeurs limites des integrales//Journal de Mathematiques pures et appliquees,19( 1874),

157-160.
22Stieltjes T. Recherches sur les fractions continues//Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse (1894-95), 8, J1-J122; 9,

A5-A47.
23Liapouno� A. Sur une proposition de la th�åorie des probabilit�ås//Èçâåñòiÿ Èìïåðàòîðñêîé Àêàäåìiè

Íàóêú, 13:4 (1900), 359-386.
24Kolmogoro� A. �Uber die Grenzwerts�atze der Wahrscheinlichkeitsrechnung//Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. VII ñåðèÿ.

Îòä. ìàòåì. è åñòåñò. íàóê, 1933, �3, 363-372.
25Ïðîõîðîâ Þ. Â. Íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ òåîðåìû Ëÿïóíîâà//Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì., 16:3 (1952),

281-292.
26Hamburger H. �Uber eine Erweiterung des Stieltjesschen Momentenproblems I-III//Math. Ann. 81(1920)

235-319; 82(1921) 120-164; 82(1921) 168-187.
27Nevanlinna R. Asymptotische Entwickelungen beschr�ankter Funktionen und das Stieltjessche

Momentenproblem//Ann. Acad. Sci. Fennicae A18 (1922) N5, 1-53.
28Riesz M. Sur le probl�eme des moments. Premi�ere Note (Arkiv for Mathematik, Astronomi och Fysik 16,

1921, article 12.)
29Hellinger E. Zur Stieltjesschen Kettenbruchtheorie//Math. Ann. 86, 1922, 18-29.
30Carleman T. Sur le probl�eme des moments//C. R. Acad. Sei. Paris 174 (1922), 1680-1682.
31Êðåéí Ì. Ã., Ðåõòìàí Ï. Ã. Äî ïðîáëåìû Nevanlinna�Pick//Òðóäû Îäåññê. ãîñ. óí-òà, 1938, ò. 2, ñ.

63-68.
32Àõèåçåð Í. È., Êðåéí Ì. Ã. Î íåêîòîðûõ âîïðîñàõ òåîðèè ìîìåíòîâ//Õàðüêîâ: ÃÍÒÈÓ, 1938.
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äîâàòåëÿìè.
Â 1983 ã. Äæ. Ìþëëåð33 ïðåäëîæèëà íîâûé ïîäõîä ê èññëå-

äîâàíèþ âåëè÷èíû M(T ). Ïóñòü T > 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå
÷èñëî. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè A ïðîìåæóòîê (T − A, T + A] áóäåò
ñîäåðæàòü òî÷êó ïåðåìåíû çíàêà ôóíêöèè S(t)? Îïèðàÿñü íà ãè-
ïîòåçó Ðèìàíà, Äæ. Ìþëëåð äîêàçàëà, ÷òî âåëè÷èíó A ìîæíî
ïîëîæèòü ðàâíîé c ln ln lnT, ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Èñïîëüçóÿ èäåþ Äæ. Ìþëëåð, Ì. À. Êîðîëåâ34 â 2005 ã. ïîëó-
÷èë áåçóñëîâíûé ðåçóëüòàò äëÿ ïî÷òè âñåõ T, íî ñ ìåíüøèì, ÷åì
ó Ìþëëåð, çíà÷åíèåì A. Â 2009 ã. â ðàáîòå35 áûë ïîëó÷åí áîëåå
ñèëüíûé ðåçóëüòàò, ÷åì ó Ì.À.Êîðîëåâà.

Â ðàáîòå36 âïåðâûå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ðàñïðåäåëåíèè áîëü-
øèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êðèòè÷åñêîé
ïðÿìîé. Ðàñïðåäåëåíèå ìàëûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè S(t) áûëî èçó-
÷åíî À.Ãîøåì37. Äàëüíåéøèå ïðîäâèæåíèÿ â òåîðèè àðãóìåíòà
äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ñäåëàíû â ðàáîòàõ38, 39. Îáçîð ïîñëåäíèõ
ðåçóëüòàòîâ àâòîðà â òåîðèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà äàí â ðàáî-
òå40.

Ñëåäóþùåé âàæíîé çàäà÷åé òåîðèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîáëåìà êðàòíûõ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ζ(s).

Îïðåäåëåíèå 4. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç k(ρ) êðàòíîñòü íóëÿ ρ, äëÿ
öåëîãî j ≥ 1 âåëè÷èíó Nj(T ) ïîëîæèì ðàâíîé ÷èñëó ðàçëè÷íûõ
íóëåé ρ äçåòà-ôóíêöèè ñ óñëîâèåì k(ρ) = j, îðäèíàòà êîòîðûõ
ïîëîæèòåëüíà è íå ïðåâîñõîäèò T.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè òî÷êà T = γ ÿâëÿåòñÿ îðäèíàòîé íóëåé
ρ1, . . . , ρm, òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó ôóíêöèÿ N(T ) ñîâåð-

33Mueller J. H. On the Riemann zeta-function ζ(s) - gaps between sign changes of S(t) // Mathematika.
1983. 29, �58, 264�269.

34Êîðîëåâ Ì. À. Èçìåíåíèå çíàêà ôóíêöèè S(t) íà êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ//Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì.,
69:4 (2005), ñ. 75�88 .

35Áîÿðèíîâ Ð. Í. Èçìåíåíèå çíàêà ôóíêöèè S(t) íà êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ// Âåñòíèê ÌÃÓ. Ñåð.1, ìàò.
ìåõ., 2010. �3, 51-53.

36Áîÿðèíîâ Ð. Í. Î ðàñïðåäåëåíèè áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà// Âåñòíèê
ÌÃÓ. Ñåð.1, ìàò. ìåõ., 2010, �6, 55-58.

37Ghosh A. On the Riemann zeta-function-mean value theorems and the disribution of |S(T)|// J. Number
Theory, 17:1 (1983), 93-102.

38Áîÿðèíîâ Ð. Í. Î ðàñïðåäåëåíèè çíà÷åíèé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà//ÄÀÍ.2011. Ò.438. �1. Ñ. 14-16.
39Áîÿðèíîâ Ð. Í. Îìåãà-òåîðåìû â òåîðèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà//ÄÀÍ.2011. Ò.438. �2. Ñ. 160-161.
40Áîÿðèíîâ Ð. Í. Âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû â òåîðèè àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà//Òåîðèÿ âåðîÿò-

íîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 2011. Ò.56. �2, ñ. 209-223.
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øàþò ñêà÷îê íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ ñóììå êðàòíîñòåé ýòèõ íóëåé:
N(γ + 0)−N(γ − 0) = k(ρ1) + · · · + k(ρm).

Â 1973 ã. Õ. Ìîíòãîìåðè41 ñ ïîìîùüþ ãèïîòåçû Ðèìàíà äîêàçàë

lim
T→+∞

N1(T )

N(T )
≥ 2

3
.

À. Ôóäæè42 â 1975 ã. äîêàçàë íåðàâåíñòâî

Nj(T ) ≤ N(T ) exp(−c
√
j),

â êîòîðîì c � ïîëîæèòåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, j � äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå öåëîå ÷èñëî, T > T0(j) > 0.

Â 1981 ã. À. Ôóäæè43 óëó÷øèë ñâîé ðåçóëüòàò, äîêàçàâ íåðà-
âåíñòâî

+∞∑
i=j

Ni(T ) ≤ N(T ) exp(−cj),

â êîòîðîì c � ïîëîæèòåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, j � äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå öåëîå ÷èñëî, T > T0(j) > 0.

Â 1993 ã. À. ×èð è Ä. Ãîëäñòîí44 óëó÷øèëè ðåçóëüòàò Õ. Ìîíò-
ãîìåðè, äîêàçàâ íåðàâåíñòâî

lim
T→+∞

N1(T )

N(T )
≥ 0, 672753.

Â 1998 ã. Äæ. Êîíðåé, À. Ãîø è Ñ. Ãîíåê45 ñ ïîìîùüþ îáîá-
ùåííîé ãèïîòåçû Ëèíäåëåôà äîêàçàëè íåðàâåíñòâî

lim
T→+∞

N1(T )

N(T )
≥ 19

27
.

41Montgomery H. L. The pair correlation of zeros of the zeta function, Analytic number theory, 24 (1973),
181�193.

42Fujii A. On the distribution of the zeros of the Riemann zeta function in short
intervals//Bull.Amer.Math.Soc., 81:1 (1975), 139�142.

43Fujii A. On the zeros of dirichlet L-functions. II//Trans.Amer.Math.Soc., 267:1 (1981), 33�40.
44Cheer A. Y., Goldston D. A. Simple zeros of the Riemann zeta-function Proc. Amer. Math. Soc., 118:2

(1993), 365-372.
45Conrey J. B., Ghosh A., Gonek S. M. Simple zeros of the Riemann zeta-function Proc. London Math. Soc.,

76:3 (1998), 165-372.
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Â 2006 ã. Ì.À. Êîðîëåâ46 äîêàçàë íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, óòî÷-
íÿþùèõ íåðàâåíñòâî Ôóäæè. Â 2011 ã. â ðàáîòå47 âïåðâûå ïîëó-
÷åíû êà÷åñòâåííî íîâûå îöåíêè êîëè÷åñòâà êðàòíûõ íóëåé. Èç
ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà,
êðàòíîñòü êîòîðûõ áîëüøå íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé j0, íå ïðåâîñõî-
äèò 10−12. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî íóëè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà
â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìåþò êðàòíîñòü, íå ïðå-
âîñõîäÿùóþ îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû.

Äðóãîé âàæíîé çàäà÷åé â òåîðèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ÿâ-
ëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðäèíàòàìè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ζ(s), ëåæàùèìè
â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå 0 ≤ Re s ≤ 1. Êîëè÷åñòâî N(T ) òàêèõ íó-
ëåé ñ óñëîâèåì 0 < Im s ≤ T âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé
Ðèìàíà�Ìàíãîëüäòà

N(T ) = L(T ) + S(T ) +
1

π
δ(T ),

ãäå L(T ) = T
2π ln T

2π − T
2π + 7

8 , S(T ) � àðãóìåíò äçåòà-ôóíêöèè
Ðèìàíà, à δ(T ) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé èìååò
îöåíêó âèäà: |δ ′(T )| � T−2.

Ïåðåíóìåðóåì ìíèìûå ÷àñòè íóëåé ζ(s) â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, à â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ íåñêîëüêèõ îðäèíàò
� â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå: 0 < γ1 < γ2 < · · · ≤ γn ≤ γn+1 ≤ · · · .

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, óêàçûâàþùèõ íà òî, ÷òî
ñëó÷àè, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè îðäèíàòàìè
âåëèêî, âñòðå÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêî.

Äàëåå, åñëè λ ≥ λ0 > 0, à öåëîå ÷èñëî r óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
1 ≤ r ≤ λ−1T lnT, òî äëÿ ÷èñëà νr ïàð γn, γn+r, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì

γn+r − γn
r

≥ 2πλ

ln(T/(2π))
, T < γn, γn+r ≤ 2T,

46Êîðîëåâ Ì. À. Î êðàòíûõ íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà// Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 2006, 70:3, 3�22
47Áîÿðèíîâ Ð. Í. Î íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà áîëüøîé êðàòíîñòè// Ìàòåì. çàìåòêè, 2011. Ò. 89.

�5, 652-657.
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â 1975 ã. À.Ôóäæè48 ïîëó÷èë ñëåäóþùóþ îöåíêó:

νr ≤ c1N(T ) exp(−c(λr)2/3(ln(λr))−1/3),

ãäå c, c1 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Äàëåå, â 2002 ã. À. Èâè÷49
äîêàçàë, ÷òî êîëè÷åñòâî îðäèíàò γn ñ óñëîâèÿìè

T < γn ≤ T + H, H = T 1/2+ε,

γn+1 − γn ≥ λ(lnT )−1

íå ïðåâîñõîäèò c1(N(T + H)−N(T )) exp(−cλ).

Îäíèì èç ñëåäñòâèé òåîðåìû À.Ôóäæè îá îöåíêå νr ÿâèëàñü
âåðõíÿÿ îöåíêà ñóììû

Vk(T ) =
∑

0.5T<γn≤T
(γn+1 − γn)k

âèäà:

Vk(T ) ≤ c(k)
N(T )

(lnT )k
, c(k) = (c1k

3/2 ln(k + 3))k,

ãäå k � öåëîå ÷èñëî, 1 ≤ k ≤ c2(T lnT )2/3, à c1, c2 � íåêîòîðûå
àáñîëþòíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Â 1990 ã. À.Ôóäæè50 óëó÷øèë ñâîé ðåçóëüòàò ïðè k = 2, ïîëó-
÷èâ áîëåå òî÷íóþ îöåíêó:

∑

0.5T<γn≤T
(γn+1 − γn)2 ≤ 8.55

2πT

ln T
2π

, T > T0 > 0.

Äàëüíåéøèå ïðîäâèæåíèÿ ñäåëàíû â ðàáîòàõ51, 52. Èç ðåçóëüòà-
òîâ ðàáîòû52 ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ñîñåäíèõ íóëåé äçåòà-ôóíê-
öèè Ðèìàíà, ðàññòîÿíèå ìåæäó îðäèíàòàìè êîòîðûõ áîëüøå

48Fujii A. On the di�erence between r consecutive ordinates of the zeros of the Riemann zeta function//
Proc. Japan Acad., 51:10 (1975), 741-743.

49Ivi�c A. On small values of the Riemann zeta-function on the critical line and gaps between zeros// Liet.
Mat. Rink., 42:1 (2002), 25�36.

50Fujii A. On the gaps between consecutive zeros of the Riemann zeta function// Proc. Japan Acad. Ser. A
Math.Sci., 66:4 (1990), 97-100.

51Êîðîëåâ Ì. À. Î áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿìè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà // Èçâ. ÐÀÍ.
Ñåð. ìàòåì. 2008. 72. �2. 91 � 104.

52Áîÿðèíîâ Ð. Í. Î áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìà-
íà//Äèñêð. ìàòåì., 2010. Ò. 22, �3, 75-82.
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2πλ0
ln(T/(2π)), ãäå λ0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå ïðåâîñõîäèò 10−12.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó îðäèíàòàìè ñîñåä-
íèõ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 2πλ0

ln(T/(2π)).
Äðóãîé âàæíîé çàäà÷åé â òåîðèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîáëåìà ðîñòà S(t). Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ S(t) ïðè t →
+∞ ìåíÿåò çíàê áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, íî â òî æå âðåìÿ ìîæåò
ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êàê
ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Â 1946 ã. À. Ñåëüáåðã53 äîêàçàë íåðàâåíñòâà

sup
T≤t≤2T

(±S(t)) > A
(lnT )1/3

(ln lnT )7/3
(5)

â êîòîðûõ A � ïîëîæèòåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îäèí èç
âîçìîæíûõ ïóòåé óòî÷íåíèÿ ýòèõ îöåíîê ñîñòîèò â çàìåíå ïðà-
âûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (5) á�îëüøèìè âåëè÷èíàìè.

Òàê, â 1977 ã. X. Ìîíòãîìåðè54, ïîëüçóÿñü ãèïîòåçîé Ðèìàíà,
óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå íà ëþáîì ïðîìåæóòêå (T 1/6, T ) òî÷åê
t0 è t1, äëÿ êîòîðûõ

(−1)jS(tj) ≥ 1

20

√
lnT

ln lnT
, j = 0, 1. (6)

Â 1986 ã. Ê. Ì. Òñàíã55, ðàçâèâàÿ ìåòîä ðàáîòû53, óñèëèë ðåçóëü-
òàòû À. Ñåëüáåðãà è X. Ìîíòãîìåðè è ïîëó÷èë íåðàâåíñòâà

sup
T≤t≤2T

(±S(t)) > A

(
lnT

ln lnT

)a
, (7)

â êîòîðûõ A > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à âåëè÷èíà a áå-
ðåòñÿ ðàâíîé 1/2, åñëè ãèïîòåçà Ðèìàíà âåðíà, è ðàâíîé 1/3 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

53Selberg A. Contributions to the theory of the Riemann zeta-function//Arch. Math. Naturvid., 48:5 (1946),
89�155.

54Montgomery H. L. Extreme values of the Riemann zeta-function // Comment. Math. Helv. 1977. V. 52.
�4. p. 511-518.

55Tsang K. M. Some Ω-theorems for the Riemann zeta-function// Acta Arith. 1986. V. 46. �4. p. 369-395.
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Èíîé ïóòü óòî÷íåíèÿ íåðàâåíñòâ (5) � (7) ñîñòîèò â çàìåíå
ïðîìåæóòêà (T, 2T ), íà êîòîðîì èçó÷àþòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ
ãðàíè S(t), íà áîëåå êîðîòêèé ïðîìåæóòîê (T, T+H), 0 < H < T.

Â 2005 ã. Ì.À.Êîðîëåâ56 äîêàçàë íåðàâåíñòâà

sup
T−H≤t≤T+2H

(±S(t)) ≥ 1

90π

√
lnH

ln lnH
ïðè

(lnT )(ln lnT )−3/2 < H < T.

Â ðàáîòå57 âïåðâûå äîêàçàíî ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå ñî ñóùå-
ñòâåííî ìåíüøèì, ÷åì ó Êîðîëåâà, çíà÷åíèåì H. Òåì ñàìûì ïî-
ëó÷åíû îìåãà-ðåçóëüòàòû äëÿ àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà
íà î÷åíü êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ. Äàëüíåéøèå ïðîäâèæåíèÿ â ýòîì
íàïðàâëåíèè ñäåëàíû â ðàáîòå58.

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàåìûì çàêîíîì
Ãðàìà. Ïðè t > 0 îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϑ(t) êàê ïðèðàùåíèå
íåïðåðûâíîé âåòâè àðãóìåíòà ôóíêöèè π−s/2Γ

(
s
2

)
ïðè èçìåíå-

íèè s âäîëü îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè s = 0, 5 è s = 0, 5 + it.

Âûáðàâ âåòâü àðãóìåíòà, çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå s = 0, 5 ðàâíî
íóëþ, ïîëó÷àåì

ϑ(t) = Im ln Γ

(
1

4
+
it

2

)
− t

2
ln π =

t

2
ln

t

2π
− t

2
− π

8
+ ∆(t),

ãäå

∆(t) =
t

4
ln

(
1 +

1

4t2

)
+

1

4
arctg

(
1

2t

)
−

− t
2

+∞∫

0

ρ(u)du

(u + 1/4)2 + t2/4
, ρ(u) = 1/2− {u}.

56Êîðîëåâ Ì. À.Î áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè S(t) íà êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ// Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì.,
69:1 (2005), 115�124.

57Áîÿðèíîâ Ð. Í. Î áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè S(t) íà êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ// Ìàòåì. çàìåòêè. 2011.
Ò.89. �4, ñ. 495-502.

58Áîÿðèíîâ Ð. Í. Îìåãà-òåîðåìû â òåîðèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà// ÄÀÍ.2011.Ò. 438. �2. Ñ. 160-161.
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Ïóñòü n ≥ 0 � öåëîå ÷èñëî. Íàçîâåì òî÷êîé Ãðàìà gn åäèí-
ñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

ϑ(gn) = π · (n− 1),

à n�ûì ïðîìåæóòêîì Ãðàìà Gn � ïðîìåæóòîê (gn−1, gn]. Ñïðà-
âåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè n→ +∞

gn =
2πn

lnn
(1 + o(1)), gn+1 − gn =

2π

lnn
(1 + o(1)).

Â 1903 ã. Äæ.Ãðàì59 óñòàíîâèë, ÷òî ïåðâûå 15 ïðîìåæóòêîâ Gn

ñîäåðæàò òîëüêî ïî îäíîìó íóëþ ôóíêöèè ζ(0, 5 + it). Èíûìè
ñëîâàìè, ïåðâûå ïÿòíàäöàòü íóëåé ôóíêöèè ζ(0, 5 + it) îòäåëåíû
äðóã îò äðóãà òî÷êàìè Ãðàìà. Ãðàì ïðåäïîëîæèë, ÷òî îáíàðó-
æåííàÿ çàêîíîìåðíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ îáùåé.

Â 1925 ã. Äæ.Õàò÷èíñîí60 íàøåë äâà èñêëþ÷åíèÿ: ïðîìåæóòîê
G127 íå ñîäåðæàë íè îäíîãî íóëÿ ôóíêöèè ζ(0, 5 + it), à ïðîìå-
æóòîê G135 ñîäåðæàë äàæå äâà íóëÿ.

Òåì íå ìåíåå, â áîëüøèíñòâå ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ êàæäûé
ïðîìåæóòîê Ãðàìà ñîäåðæàë ðîâíî îäèí íóëü ôóíêöèè ζ(0, 5+it).
Ñâîéñòâî íóëåé ôóíêöèè ζ(0, 5 + it) áûòü îòäåëåííûìè òî÷êàìè
Ãðàìà áûëî íàçâàíî ïðàâèëîì Ãðàìà (çàêîíîì Ãðàìà).

Â 1934 ã. Å. Òèò÷ìàðø61 ïîëó÷èë îöåíêó ñíèçó äëÿ êîëè÷åñòâà
ïðîìåæóòêîâ Ãðàìà, ëåæàùèõ íà (0, T ) è ñîäåðæàùèõ íå ìåíåå
îäíîãî íóëÿ ôóíêöèè ζ(0, 5 + it). Òåì ñàìûì Å. Òèò÷ìàðø äî-
êàçàë, ÷òî áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîìåæóòêîâ Ãðàìà ñîäåðæàò ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü ôóíêöèè ζ(0, 5 + it).

Â 1946 ã. À. Ñåëüáåðã62 äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíûõ
ïîñòîÿííûõ K è N0 òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî N > N0 ñðåäè ïåðâûõ
N ïðîìåæóòêîâ Ãðàìà íàéäåòñÿ íå ìåíåå KN ïðîìåæóòêîâ Gn,

ñîäåðæàùèõ íå ìåíåå îäíîãî íóëÿ ôóíêöèè ζ(0, 5 + it) è íå ìåíåå
59Gram J.-P. Note sur les z�eros de la fonction ζ(s) de Riemann// Acta Math. 27:1 (1903), 289�304.
60Hutchinson J. I. On the roots of the Riemann zeta function//Trans. Amer. Math. Soc. 27:1 (1925), 49�60.
61Titchmarsh E. C. On van der Corput's method and the zeta-function (IV)// Quart. J. Math. 5 (1934),

98-105.
62Selberg A. The zeta function and the Riemann hypothesis//Dixi�eme Congr�es Math. Skandinaves 1946, vol.

10, Jul. Gjellerups Forlag, Copenhagen 1947, pp. 187�200.
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KN ïðîìåæóòêîâ Gn, íå ñîäåðæàùèõ íè îäíîãî íóëÿ ôóíêöèè
ζ(0, 5 + it).

Â 1977 ã. ß. Ìîçåð63 ïîëó÷èë îöåíêó ñíèçó äëÿ êîëè÷åñòâà ïðî-
ìåæóòêîâ Ãðàìà, ëåæàùèõ íà (T, T + H ] è ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû
îäèí íóëü ζ(0, 5+it), H = T 0,5ψ(T ) lnT, ãäå ψ(T ) � âîçðàñòàþùàÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ, óòî÷íèâ ðåçóëüòàò Å. Òèò÷ìàðøà.

Â 2008 ã. Ò. Òðàäæèí64 äîêàçàë, ÷òî ÷èñëî èíòåðâàëîâ Ãðà-
ìà, ëåæàùèõ íà ïðîìåæóòêå (T, T + H ] è ñîäåðæàùèõ k îðäè-
íàò ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íå ïðåâîñ-
õîäèò c1H lnT exp(−c2k). Äèññåðòàíòîì ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó
äëÿ ÷èñëà èíòåðâàëîâ Ãðàìà ñ íîìåðàìè, èçìåíÿþùèìèñÿ â î÷åíü
óçêèõ ãðàíèöàõ, è ñîäåðæàùèõ íå ìåíåå k îðäèíàò ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà. Èç äàííîãî ðåçóëüòàòà ñëåäó-
åò, ÷òî ñðåäè èíòåðâàëîâ Ãðàìà áîëåå 99% òàêèõ èíòåðâàëîâ, ÷òî
êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò íå áîëåå 1014 íóëåé ζ(s).

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ñïåöèàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñóìì. Â 1952
ãîäó Ã. Äàâåíïîðò è Ï. Ýðäåø65 äîêàçàëè, ÷òî çíà÷åíèÿ �êî-
ðîòêèõ� ñóìì ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó
çàêîíó. Ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîäîëæåíû Þ.Â. Ëèííèêîì66 è
�È.Ï. Êóáèëþñîì67,68 .
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ðàñïðåäåëåíèè çíà÷åíèé ñóìì àðèôìå-

òè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì áûëè ïîëó÷åíû À.Ã.Ïîñò-
íèêîâûì è Ì.Ï. Ìèíååâûì. Â 1960 ã. À. Ã. Ïîñòíèêîâ69 âûâåë çà-
êîí ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé î÷åíü êîðîòêèõ ðàöèîíàëüíûõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé â ýêñïîíåí-

63Ìîçåð ß. Î çàêîíå Ãðàìà â òåîðèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà// Acta Arith. 32 (1977), p. 107�113.
64Trudgian T.S. Gram's Law fails a positive proportion of the time// arXiv:0811.0883
65Davenport H., Erd�os P. The distribution of quadratic and higher residues.// Publ. Math., Debrecen. 1952,

2, �3− 4. 252 � 265.
66Êóáèëþñ É. Ï., Ëèííèê Þ. Â. Àðèôìåòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.// Èçâ. âóçîâ.

Ìàòåìàòèêà. 1959. 6(13). 88 � 95.
67Êóáèëþñ É. Ï. Âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû â òåîðèè ÷èñåë.// Ãîñïîëèòíàó÷èçäàò Ëèòîâ. ÑÑÐ, Âèëüíþñ.

1962.
68Êóáèëþñ É. Ï. Îá àñèìïòîòè÷åñêèõ çàêîíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ àääèòèâíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé.//

Ëèòîâ. ìàòåì. ñá. 5, �2. 1965. 261 � 272.
69Ïîñòíèêîâ À. Ã. Îá î÷åíü êîðîòêîé ïîêàçàòåëüíîé ðàöèîíàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììå// ÄÀÍ

ÑÑÑÐ, 1960. 133. �6.
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òå. Ì.Ï. Ìèíååâ70,71,72 è äð. äîêàçàëè íîâûå ìåòðè÷åñêèå òåîðå-
ìû î òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóììàõ ñ áûñòðîðàñòóùèìè ôóíêöèÿ-
ìè. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîâå-
äåíèåì ÷àñòè÷íûõ ñóìì ëàêóíàðíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ
áûëè ïðîâåäåíû Ð. Ôîðòå73, Ì. Êàöåì74, À. Çèãìóíäîì75, È.À. Èá-
ðàãèìîâûì76, Â.Ô. Ãàïîøêèíûì77,78 è äð.

Â êîíöå 90-õ ãîäîâ Â.Í. ×óáàðèêîâ79,80,81 ïîñòàâèë çàäà÷è î
ðàñïðåäåëåíèè çíà÷åíèé êëàññè÷åñêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì
òàêèõ, êàê êîðîòêèå ñóììû Ãàóññà, àíàëîãîâ ñóìì Êëîñòåðìà-
íà, ñóìì õàðàêòåðîâ Äèðèõëå ïî ïðîñòûì, ñóìì êîðîòêèõ ðà-
öèîíàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñ ïîêàçàòåëüíîé ôóíê-
öèåé â ýêñïîíåíòå ïî �ñäâèãàì� èíòåðâàëîâ ñóììèðîâàíèÿ.

Â ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ ïðèíÿëè ó÷àñòèå Ð.Í. Áîÿðèíîâ82,83,84,
Ý.Ê. Æèìáî85, È.Ñ. Íãîíãî86,87 è äð.

Îòìåòèì, ÷òî â îñíîâå èññëåäîâàíèé ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé
70Ìèíååâ Ì. Ï. Äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ñ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé è åãî ïðèëîæåíèå ê èçó÷åíèþ ýðãî-

äè÷åñêîé ñóììû// Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåðèÿ ìàòåì. 1958. 26. �5. 282 � 298.
71Ìèíååâ Ì. Ï. Ìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà î òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóììàõ ñ áûñòðîðàñòóùèìè ôóíêöèÿìè//

Óñïåõè ìàòåì. íàóê 1959. 14. â. 3, 169 � 171.
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ñóìì àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ëåæàò ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé: ìåòîä ìîìåíòîâ, ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé è òåî-
ðèÿ èíòåãðàëîâ è ðÿäîâ Ôóðüå. Âàæíîé çàäà÷åé ïðè èññëåäî-
âàíèè ïîâåäåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Äëÿ
ìíîãèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ëèáî íå óäàâàëîñü ïîëó÷èòü
îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ êëàñ-
ñè÷åñêèìè ìåòîäàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ëèáî ýòà îöåíêà áûëà
íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé. Äèññåðòàíòîì88,89,90 ïðåäëîæåíî ðåøåíèå
äàííîé ïðîáëåìû äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â 1956 ã. À. Ã. Ïîñòíèêîâ91 äîêàçàë òåîðåìó î ðàñïðåäåëåíèè
çíà÷åíèé ïîêàçàòåëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû. Äèññåðòàí-
òîì ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè ìåðû áîëüøèõ çíà÷åíèé òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ñóìì, óòî÷íÿþùèå ðåçóëüòàòû ðàáîò77,78,91.

Ðàññìîòðèì ñóììó âèäà Sn(χ) =
∑

p≤h(n)

χ(p), ãäå p � ïðîñòîå,

h(n) � öåëîå è χ � õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ n. Ïóñòü 0 ≤
ω ≤ 1, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ux � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî ux+1

ux
≥ β > 1. Ïóñòü, äàëåå, S(ω;n) =∑

x≤n
e2πiωux, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî íàòóðàëüíûì ÷èñëàì x.

Ðàññìîòðèì íîðìèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn(χ) =
∣∣∣Sn(χ)√

D

∣∣∣,
ãäå D =

∑
p≤h(n)

1, è ηn(ω) =
∣∣∣S(ω;n)√

n

∣∣∣ . Äèññåðòàíòîì ïîëó÷åíû îöåí-
êè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äëÿ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξn(χ) è ηn(ω).

Öåëü ðàáîòû. Ðàçâèòü ìåòîä ìîìåíòîâ, ñîçäàííûé àêàäåìè-
êîì À. À. Ìàðêîâûì. Ïîëó÷èòü îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê
ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí è äîêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ äðîáíûõ ìî-

88Áîÿðèíîâ Ð. Í. Î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí// ÄÀÍ.2010. Ò.435. �3. Ñ.
295-297.
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ìåõ., 2011, �2, 20-27.
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70. 661�666.
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ìåíòîâ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èñïîëüçóÿ òîëüêî
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ÷åòíûõ ìîìåíòîâ. Èçó÷èòü ðàñ-
ïðåäåëåíèå çíà÷åíèé àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êîðîò-
êèõ èíòåðâàëàõ. Ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà àð-
ãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà. Äîêàçàòü íîâûå îìåãà-òåîðåìû â
òåîðèè àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà. Ïîëó÷èòü îöåíêó ñíè-
çó äëèíû èíòåðâàëà, íà êîòîðîì àðãóìåíò äçåòà-ôóíêöèè Ðè-
ìàíà ìåíÿåò ñâîé çíàê. Ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó ïëîòíîñòè íó-
ëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, ëåæàùèõ â ïðÿìîóãîëüíèêå êðèòè-
÷åñêîé ïîëîñû. Èçó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå îðäèíàò ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, ëåæàùèõ â ïðÿìîóãîëüíèêå
êðèòè÷åñêîé ïîëîñû. Ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó ÷èñëà ïðîìåæóò-
êîâ Ãðàìà, ñîäåðæàùèõ îðäèíàòû ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëåé äçåòà-
ôóíêöèè Ðèìàíà. Èçó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå áîëüøèõ çíà÷åíèé ñïå-
öèàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. Äîêàçàòü ïðåäåëüíûå òåî-
ðåìû äëÿ ñïåöèàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñóìì.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåð-

æäåíèé ëåæàò óñîâåðøåíñòâîâàííûé ìåòîä ìîìåíòîâ À. À. Ìàð-
êîâà, íåðàâåíñòâà À. À. Ìàðêîâà, ìåòîä À. Ñåëüáåðãà, ïëîòíîñò-
íûå òåîðåìû, ìåòîä òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, òåîðèÿ ðÿäîâ è
èíòåãðàëîâ Ôóðüå.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:

1. Ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â òåð-
ìèíàõ ìîìåíòîâ è äîêàçàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ
äðîáíûõ ìîìåíòîâ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

2. Èçó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà äçåòà-
ôóíêöèè Ðèìàíà íà êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ. Äîêàçàíû àñèìï-
òîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðàñïðåäåëåíèé çíà÷åíèé àðãóìåíòà
äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ ñ ëó÷øèìè
îñòàòî÷íûìè ÷ëåíàìè. Ïîëó÷åíà ëó÷øàÿ îöåíêà ñíèçó ÷èñëà
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ïåðåìåí çíàêà àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êîðîòêèõ
èíòåðâàëàõ. Äîêàçàíû îìåãà-òåîðåìû äëÿ àðãóìåíòà äçåòà-
ôóíêöèè Ðèìàíà íà î÷åíü êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ. Ïîëó÷åíà
ëó÷øàÿ îöåíêà ñíèçó äëèíû èíòåðâàëà, íà êîòîðîì àðãóìåíò
äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ìåíÿåò ñâîé çíàê.

3. Ïîëó÷åíà íåòðèâèàëüíàÿ îöåíêà ñâåðõó ïëîòíîñòè íóëåé äçå-
òà-ôóíêöèè Ðèìàíà, ëåæàùèõ â ïðÿìîóãîëüíèêå êðèòè÷å-
ñêîé ïîëîñû. Äîêàçàíû êà÷åñòâåííî íîâûå òåîðåìû î ðàñïðå-
äåëåíèè îðäèíàò ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðè-
ìàíà, ëåæàùèõ â ïðÿìîóãîëüíèêå êðèòè÷åñêîé ïîëîñû. Ïî-
ëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó ÷èñëà ïðîìåæóòêîâ Ãðàìà ñ íîìåðàìè,
èçìåíÿþùèìèñÿ â î÷åíü óçêèõ ãðàíèöàõ, è ñîäåðæàùèõ îð-
äèíàòû ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà .

4. Èçó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå áîëüøèõ çíà÷åíèé ñïåöèàëüíûõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. Äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ
ñïåöèàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñóìì.

Óêàçàííûå çäåñü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè,
ïîëíîñòüþ îáîñíîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè è ïî-
ëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè îñíîâ-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíû íèæå.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.Äèññåðòàöèÿ èìå-

åò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû è ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà:
-ñåìèíàðàõ ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë¿ è ¾Èçáðàííûå çà-

äà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè ÷èñåë¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîô. Ã. È. Àðõèïîâà, ïðîô. Â. Í. ×óáàðèêîâà è ïðîô. Ì.Ï. Ìè-
íååâà (2002-2011 ã.ã., ÌÃÓ);

-ñåìèíàðå ¾Àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
Â. Í. ×óáàðèêîâà, äîö. Ð. Í. Áîÿðèíîâà è äîö. Ñ.Í. Ïðåîáðàæåí-
ñêîãî (2007-2010 ã.ã., ÌÃÓ);
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-ñåìèíàðå ¾Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ÷è-
ñåë¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Þ. Â. Íåñòåðåíêî, ïðîô.
Í. Ã. Ìîùåâèòèíà (îêòÿáðü, 2010 ã., ÌÃÓ);

-ñåìèíàðå îòäåëà äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÌÈÀÍ ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Á.À.Ñåâàñòüÿíîâà, ïðîô. À.Ì.Çóáêîâà, ïðîô.
Â.Ï. ×èñòÿêîâà è ïðîô. Â.À. Âàòóòèíà (àïðåëü, 2011 ã., ÌÈÀÍ);

-VII ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñî-
âðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ", ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðî-
ôåññîðà Àíàòîëèÿ Àëåêñååâè÷à Êàðàöóáû (ìàé, 2010 ã., Òóëà);

-íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Ñîâðåìåíûå ïðîáëåìû
ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ
Â. À. Ñàäîâíè÷åãî, àêàäåìèêà ÐÀÍ À.Ò. Ôîìåíêî, àêàäåìèêà
ÐÀÍ Ã. Ã. ×åðíîãî è ïðîô. Â.Í.×óáàðèêîâà (íîÿáðü 2011 ã., ÌÃÓ);

-ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Êîìïëåêñíûé àíàëèç è åãî ïðè-
ëîæåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è òåîðèè ÷èñåë"
(îêòÿáðü, 2011 ã., Áåëãîðîä)

-âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé
ìàòåìàòèêå (Ñî÷è, 2002-2008 ã.ã.).

Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 17 íàó÷íûõ ðàáîòàõ, ñðåäè íèõ 14
ñòàòåé èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå-
ôåðàòà.
Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò
175 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 277 ñòðàíèö.

Îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè

Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ãëàâû äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíû ðàçâèòèþ ìå-
òîäà ìîìåíòîâ, ñîçäàííîãî àêàäåìèêîì À. À. Ìàðêîâûì. Â ïåð-
âîé ãëàâå ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïåð-
âûé ïàðàãðàô äàííîé ãëàâû ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäå-
íèé, ñâÿçàííûõ ñî ñïåöèàëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé
èíòåðâàëà. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäè-
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ìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ïîêàçàòåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äëÿ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïîëó÷å-
íà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó íîðìàëüíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ, à â ÷åòâåðòîì � ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â îáùåì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì
ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,Σ,P). Ïóñòü ξn : Ω → R
� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à Fn(x) = P(ω : |ξn(ω)| < x) � ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ãäå n � íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð,
à x > 0. Îáîçíà÷èì

ma(n) =

+∞∫

0

xadFn(x)

� a-ûé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû |ξn|. Ïóñòü äàëåå, [x] � öåëàÿ
÷àñòü x. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ n0 ≥ 1

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N = N(n) ≥ 3 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë 1 ≤ ν ≤ N

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

m2ν(n) = σ2ν

(
1 +

θ

f (n)

)
, |θ| ≤ 1,

ãäå f ( ·) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ è lim
x→+∞

f (x) = +∞, à
σ2ν � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Òî-
ãäà íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî n1 > n0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
n > n1 è ëþáîãî a > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

Fn(a) = F (a) + Rn,

ãäå |Rn| ≤ 6

(
134(lnN + 1)√

N
+

1

2N
+

3N

f (n)

)
,

F (a) ≡





1− e−a2
, åñëè σ2ν ≡ ν! ;

2√
2π

a∫
0

e−
t2
2 dt, åñëè σ2ν ≡ (2ν)!

2νν! .
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè N = [κ ln f (n)] + 1, ãäå 0 < κ ≤ 1
ln 6 �

íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî

|Rn| ≤ 1620 ln ln f (n)√
κ ln f (n)

.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîäîáíîãî ðîäà óòâåðæäåíèå âåðíî è â áîëåå îá-
ùåì ñëó÷àå�êîãäà îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F (x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà (ñóùåñòâóåò òàêàÿ àáñîëþòíàÿ ïî-
ñòîÿííàÿ L > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî: |F (x)− F (y)| ≤ L|x− y|).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ n0 ≥ 1

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N = N(n) ≥ 3 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë 1 ≤ ν ≤ N

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

m2ν(n) = σ2ν

(
1 +

θ

f (n)

)
, |θ| ≤ 1,

ãäå f ( ·) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ è lim
x→+∞

f (x) = +∞.
Ïóñòü äëÿ σ2ν ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà: 0 < σ2ν ≤ (Cν)ν(2−δ) ,
ãäå C > 1, 0 < δ < 2 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà íàéäåòñÿ
âåùåñòâåííîå ÷èñëî n1 > n0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1 è
ëþáîãî a > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

Fn(a) = F (a) + Rn,

|Rn| ≤M

(
224C(lnN + 1)

N
δ
2

+
1

3N
+
N 2BN

f (n)

)
,

ãäå
M = max(2B2, 6L), B = [4C] + 1.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè N =
[
κ ln f(n)
ln ln f(n)

]
+ 1, ãäå 0 < κ ≤ 1

8B � íåêî-
òîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî

|Rn| ≤ 450MC(ln ln f (n))2

κ(ln f (n))
δ
2

.
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Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè äîêàçàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîð-
ìóëû äëÿ äðîáíûõ ìîìåíòîâ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
äëÿ ñëó÷àÿ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à âî âòîðîì � äëÿ
ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â íèæåñëåäóþùåé òåîðåìå
áóäóò ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ: ñëó÷àé ïðåäåëüíîãî íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ è ñëó÷àé ïðåäåëüíîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïàðàìåòð δ = 0, à âî âòîðîì�δ = 1.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ n0 ≥ 1

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0 è ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë 1 ≤ ν ≤
[% ln f (n)] + 1, ãäå 0 < % ≤ 0.1 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, à f ( ·)
� âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî lim

x→+∞
f (x) = +∞,

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

m2ν(n) = σ2ν

(
1 +

θ

f (n)

)
, |θ| ≤ 1,

ãäå σ2ν � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, îïðåäåëÿåìàÿ íèæå. Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî n1 > n0 òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1 è ëþáîãî 0 < a ≤ 0.5% ln f (n) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî:

ma(n) = µ(a) + θRn,

ãäå µ(a) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà a, îïðåäåëÿåìàÿ íèæå,
|θ| ≤ 1 è

Rn =





R1 , 0 < a < 30 ;

R2 , 30 ≤ a ≤ %
216+2δ

√
ln f (n) ;

R3 ,
%

216+2δ

√
ln f (n) < a ≤ 0.5% ln f (n) ;

22



R1 =
211−δ

a

(
222 ln ln f (n)

% ln f (n)

)a+1+δ
2

,

R2 = 27µ(a)




212+2δa2 ln

(√
ln f(n)

a

)

% ln f (n)




a+1+δ
2

,

R3 = 22+δµ(a) exp

(
−%
√

ln f (n)

220+2δ

)
,

µ(a) ≡
{

20.5aΓ (0.5a + 0.5)π−0.5, åñëè σ2ν ≡ (2ν)!
2νν! è δ = 0 ;

Γ (0.5a + 1) , åñëè σ2ν ≡ ν! è δ = 1 ,

ãäå Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà .
Çàìå÷àíèå 2. Ïîäîáíîãî ðîäà óòâåðæäåíèå âåðíî è â áîëåå îá-
ùåì ñëó÷àå. Îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ âåðíî
íåðàâåíñòâî |F (x)| ≤ Axβ, äëÿ íåêîòîðûõ A > 0 è β > 0.

Äëÿ σ2ν áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ 0 < σ2ν ≤
(Cν)ν(2−δ) , ãäå C > 1, 0 < δ < 2 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ àðãó-
ìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà. Ïåðâûé ïàðàãðàô äàííîé ãëàâû
ïîñâÿùåí ôîðìóëèðîâêå âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé î ñâîé-
ñòâàõ S(t). Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âû÷èñëåíû äðîáíûå ìîìåíòû
ôóíêöèé |S(t)| è |S1(t + h) − S1(t)| íà êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ. Â
òðåòüåì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó ÷èñëà ïåðåìåí çíà-
êà àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êîðîòêèõ èíòåðâàëàõ. Â
÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èçó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé
|S(t)| è |S1(t + h) − S1(t)|. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå äîêàçàíû íîâûå
îìåãà-òåîðåìû â òåîðèè àðãóìåíòà äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà. Â øå-
ñòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó äëèíû èíòåðâàëà, íà êî-
òîðîì àðãóìåíò äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ìåíÿåò ñâîé çíàê. Äîêà-
çàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 10−3 ñóùåñòâóåò ÷èñëî T1 =

T1(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî T ≥ T1 ïðè H = T
27
82+ε è x =

T 0,1ε è ëþáûõ âåùåñòâåííûõ 0 < α ≤ ln ln lnT
16 lnB è 3(ln lnT )(ln x)−1 <

h ≤ (lnT )−0,5 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
T+H∫

T

|S(t)|αdt =
(ln lnT )α/2

(π
√

2)α
H (υ(α) + θRT (α)) ,

T+H∫

T

|S1(t + h)− S1(t)|α dt =

(
h
√

ln 1
h

)α

(π
√

2)α
H (υ(α) + θ1RT (α)) ,

ãäå B = e40ε−3, υ(α) =
2
α
2 Γ(α+1

2 )√
π

, |θ| ≤ 1, |θ1| ≤ 1, à

RT (α) =





R1 , 0 < α < 30 ;

R2 , 30 ≤ α ≤
√

ln ln lnT
218 lnB

;

R3 ,
√

ln ln lnT
218 lnB

< α ≤ ln ln lnT
16 lnB ;

R1 =
211

α

(
225(lnB) ln ln ln lnT

ln ln lnT

)α+1
2

,

R2 = 27 · υ(α)


215α2(lnB) ln

(√
ln ln lnT

2α

)

ln ln lnT




α+1
2

,

R3 = 4 · υ(α) exp

(
−
√

ln ln lnT

222 lnB

)
.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 10−3 ñóùåñòâóåò ÷èñëî T1 =

T1(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî T ≥ T1 ïðè H = T
27
82+ε âûïîë-

íÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
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M(T + H)−M(T ) > H(lnT ) exp

(
−C(ln lnT ) ln ln ln lnT

ln ln lnT

)
,

ãäå C = 241 lnB, B = e40ε−3.

Ïóñòü h � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

3(ln lnT )(lnx)−1 < h ≤ (lnT )−0,5,

ãäå x = T 0,1ε.

Ðàññìîòðèì äâå èçìåðèìûå ôóíêöèè

ξ(t) =
S(t)π

√
2√

ln lnT
, η(t) =

(S1(t + h)− S1(t))π
√

2

h
√

ln 1
h

.

Ïóñòü FT (y) = P(t : |ξ(t)| < y) = 1
Hmes(t : |ξ(t)| < y) è GT (y) =

P(t : |η(t)| < y) = 1
Hmes(t : |η(t)| < y) � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

|ξ(t)| è |η(t)|.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 10−3 ñóùåñòâóåò ÷èñëî T1 =

T1(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî T ≥ T1 ïðè H = T
27
82+ε âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

FT (y) =
2√
2π

y∫

0

e−
t2
2 dt + RT , |RT | ≤ 213

√
lnB ln ln ln lnT√

ln ln lnT
;

GT (y) =
2√
2π

y∫

0

e−
t2
2 dt + R′T , |R′T | ≤

213
√

lnB ln ln ln lnT√
ln ln lnT

,

ãäå B = e40ε−3.

Òåîðåìà 7. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ T1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë T > T1 è√

ln lnT ≤ H ≤ (lnT )(ln lnT )−3/2 ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû
Ðèìàíà áóäóò âåðíû íåðàâåíñòâà
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sup
T−H≤t≤T+2H

(±S(t)) ≥ 1

900

√
lnH

ln lnH
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(λ, T,H) ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæàùèõ ïðî-
ìåæóòêó (T, T + H ] çíà÷åíèé t, äëÿ êîòîðûõ |S(t)| ≥ λ.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü 0 < ε < 0, 001, T > T0(ε) > 0, H = T 27/82+ε.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ ≥ ln lnT èìååò ìåñòî îöåíêà

mes(E(λ, T,H)) ≤ e2H exp(−κλ), ãäå κ = πε1,5e−19,5.

Òåîðåìà 9. Ïðè ëþáîì T > T0 > 0 è λ ≥ ln lnT ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

mes(E(λ, T, T )) ≤ e2,1T exp(−κ1λ), ãäå κ1 = 27π10−6e−19,5.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü T > T0 > 0, è ïóñòü Ej, j = 0, 1, � ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé t, T < t ≤ 2T, äëÿ êîòîðûõ

(−1)jS(t) >
1

300

√
lnT

ln lnT ln ln lnT
.

Òîãäà áåçóñëîâíî âåðíà îöåíêà ñâåðõó

mes(E0) + mes(E1) ≤ e2,1T exp

(
−κ2

√
lnT

ln lnT ln ln lnT

)
,

ãäå κ2 = 9π10−8e−19,5, à ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Ðèìà-
íà âåðíû îöåíêè ñíèçó

mes(Ej) ≥ 0, 4 · T exp

(
− lnT

ln lnT

)
(lnT )−0,5(ln lnT )−1, j = 0, 1.

Òåîðåìà 11. Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 0, 001 ñóùåñòâóåò âåùå-
ñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T0(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ T ≥
T0(ε), H = T 27/82+ε è A = 4, 39 ln ln ln lnT èíòåðâàë (t−A, t+A)
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ñîäåðæèò òî÷êó ïåðåìåíû çíàêà ôóíêöèè S(t) ïðè ëþáîì t,

T ≤ t ≤ T + H, çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà E

ñ ìåðîé
mes(E) = O

(
H(ln lnT )−1(ln ln lnT )−0,5

)
,

ïîñòîÿííàÿ ïîä çíàêîì O àáñîëþòíàÿ.
×åòâåðòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðàñïðåäåëå-

íèÿ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, ëåæàùèõ â êðèòè÷åñêîé ïîëî-
ñå. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó ïëîòíîñòè íóëåé
äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, ëåæàùèõ â ïðÿìîóãîëüíèêå êðèòè÷åñêîé
ïîëîñû è èìåþùèõ áîëüøóþ êðàòíîñòü. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå
èçó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îðäèíàòàìè ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, ëåæàùèõ â ïðÿìîóãîëü-
íèêå êðèòè÷åñêîé ïîëîñû. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äîêàçàíû îöåíêè
ñâåðõó è ñíèçó äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñóìì ñ îðäèíàòàìè ýòèõ íóëåé.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó ÷èñëà ïðîìåæóò-
êîâ Ãðàìà, ñîäåðæàùèõ îðäèíàòû ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëåé äçåòà-
ôóíêöèè Ðèìàíà. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 12. Ïóñòü 0 < ε < 0.001, T > T0(ε) > 0, H = T 27/82+ε.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî j ≥ j0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
+∞∑

k=j

(Nk(T + H)−Nk(T )) ≤

2κe3.1

(1− e−3)2
(N(T + H)−N(T )) exp(−κj),

ãäå κ = 2ε
√
ε

3e
√
B
, B = e37π−2, j0 =

(
3 + 0.1κ + 2 (1.5εe)2/3

)
/κ.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü 0 < ε < 0.001, T > T0(ε) > 0, H = T 27/82+ε.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî j ≥ j0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Nj(T + H)−Nj(T ) ≤
2κe3.1

(1− e−3)2
(N(T + H)−N(T )) exp(−κj),

ãäå κ = 2ε
√
ε

3e
√
B
, B = e37π−2, j0 =

(
3 + 0.1κ + 2 (1.5εe)2/3

)
/κ.
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Çàìå÷àíèå 3. Íåðàâåíñòâà èç òåîðåìû 12 è ñëåäñòâèÿ 3 ïðè
H = Xε ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ T èç ïðîìåæóòêà (X, 2X), X ≥
X0(ε), çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèé èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ìå-
ðà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò X1−0.04ε.

Çàìå÷àíèå 4. Ïðè H = T 27/82+ε äëÿ ëþáîãî öåëîãî j ≥ j0 ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim
T→+∞

+∞∑
k=j

(Nk(T + H)−Nk(T ))

N(T + H)−N(T )
≤ 2κe3

(1− e−3)2
exp(−κj),

ãäå κ = 2ε
√
ε

3e
√
B
, B = e37π−2, j0 =

(
3 + 0.1κ + 2 (1.5εe)2/3

)
/κ.

Òåîðåìà 13. Ïðè ëþáîì öåëîì j ≥ 3.1
α è T > T0 > 0 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà
+∞∑

k=j

Nk(T ) ≤ βN(T ) exp(−αj),

ãäå
α =

π
√

5

3
10−5e−19.5, β =

2αe3.2

(1− e−3)2
.

Ïåðåíóìåðóåì ìíèìûå ÷àñòè íóëåé ζ(s) â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, à â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ íåñêîëüêèõ îðäèíàò
� â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå: 0 < γ1 < γ2 < · · · ≤ γn ≤ γn+1 ≤ · · · .
Òåîðåìà 14. Ïóñòü ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñ-
ëî, 0 < ε < 0.001, T > T0(ε) > 0, H = T 27/82+ε. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî λ ≥ 4κ−1 äëÿ êîëè÷åñòâà ν(λ;T,H) îðäèíàò γn íóëåé
ζ(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

γn+1 − γn ≥ 2πλ

ln(T/(2π))
, T < γn, γn+1 ≤ T + H

èìååò ìåñòî îöåíêà

ν(λ;T,H) <
e3

λ
(N(T + H)−N(T )) exp(−κλ),

ãäå κ = π
3e
−19.5ε1.5 .
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Òåîðåìà 15. Ïðè ëþáîì λ ≥ 4/κ1 è T > T0 > 0 äëÿ êîëè÷åñòâà
ν(λ;T ) îðäèíàò γn íóëåé ζ(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

γn+1 − γn ≥ 2πλ

ln(T/(2π))
, 0.5T < γn ≤ T

èìååò ìåñòî îöåíêà

ν(λ;T ) <
e3

λ
N(T ) exp(−κ1λ), ãäå κ1 =

9π

e19.5 · 10 6
.

Ïóñòü
Vk(T ) =

∑

0.5T<γn≤T
(γn+1 − γn)k.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 16. Ïóñòü T ≥ T0 > 0, k � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî, à Vk(T ) � ñóììà, îïðåäåëåííàÿ âûøå. Òîãäà èìå-
åò ìåñòî îöåíêà:

Vk(T ) ≤





4.1
(

2π
κ1 ln(T/(2π))

)k
N(T ) , 0 < k ≤ 1 ;

(
4k + 2.5e4κ1Γ(k)

) (
2π

κ1 ln(T/(2π))

)k
N(T ) , k > 1;

ãäå κ1 = 9π
e19.5·10 6 , Γ(·) � ãàììà ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü T ≥ T0 > 0, k � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî, à Vk(T ) � ñóììà, îïðåäåëåííàÿ âûøå. Òîãäà èìå-
åò ìåñòî îöåíêà:

Vk(T ) ≥





1
34.24

(
34.24π

ln(T/(2π))

)k
N(T ) , 0 < k < 1 ;

4.1
(

π
4.1 ln(T/(2π))

)k
N(T ) , k ≥ 1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç νk(N) � êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòêîâ Ãðàìà Gn ñ
íîìåðàìè n ≤ N, ñîäåðæàùèõ k îðäèíàò ïîñëåäîâàòåëüíûõ (îäè-
íàêîâûå îðäèíàòû ðàçëè÷íûõ íóëåé ïîëó÷àþò ðàçëè÷íûå íîìå-
ðà) íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà èç êðèòè÷åñêîé ïîëîñû.
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Òåîðåìà 18. Ïóñòü 0 < ε < 0.001, N > N0(ε) > 0, M =

[N 27/82+ε]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ≥ 4/κ ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

+∞∑

j=k

(νj(N + M)− νj(N)) ≤ e2,1M

15
exp(−κk),

ãäå κ = 2ε1,5

3e18 .

Ïÿòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ïðåäåëü-
íûõ òåîðåì äëÿ ñïåöèàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñóìì è èçó÷åíèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ áîëüøèõ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ñóìì. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû î ðàñïðåäåëåíèè çíà-
÷åíèé âåëè÷èí ξn(χ) è ηn(ω), îïðåäåëåííûõ âî ââåäåíèè.
Òåîðåìà 19. Ïóñòü ξn(χ) � âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ âûøå. Åñëè
h(n) ≤ 0, 04(lnn)2 è lim

n→+∞
h(n) = +∞, òî íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå

÷èñëî n1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1 è ëþáîãî λ > 0 ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî:

Vn(λ)

ϕ(n)
= 1− e−λ2

+ Rn,

|Rn| ≤ 3100 ln lnh(n)√
lnh(n)

,

ãäå ϕ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ηn(ω) =

∣∣∣S(ω;n)√
n

∣∣∣:

Fn(x) = meas
0≤ω≤1

(
ω :

∣∣∣∣
S(ω;n)√

n

∣∣∣∣ < x

)
.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü 0 ≤ ω ≤ 1, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ux �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî
ux+1
ux
≥ β > 1. Ïóñòü, äàëåå, S(ω;n) =

∑
x≤n

e2πiωux, ãäå ñóììèðî-
âàíèå âåäåòñÿ ïî íàòóðàëüíûì ÷èñëàì x. Òîãäà íàéäåòñÿ íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî n1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1 è ëþáîãî x >

0 äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x) âåëè÷èíû ηn(ω) =
∣∣∣S(ω;n)√

n

∣∣∣
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ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

Fn(x) = 1− e−x2
+ Rn,

|Rn| ≤ 4600
√

ln c0 ln lnn√
lnn

,

ãäå c0 = 2β
β−1.

Ïóñòü

ma(n) =
1

ϕ(n)

∑
χ

ξan(χ).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 21. Ïóñòü ξn(χ) � âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ âûøå. Åñëè
h(n) ≤ 0, 04(lnn)2 è lim

n→+∞
h(n) = +∞, òî íàéäåòñÿ íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî n1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1 è ëþáîãî 0 < a ≤
1
27 lnh(n) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

ma(n) = Γ
(a

2
+ 1
)

+ θRn,

ãäå Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, |θ| ≤ 1 è

Rn =





R1 , 0 < a < 30 ;

R2 , 30 ≤ a ≤ 1
223

√
lnh(n) ;

R3 ,
1

223

√
lnh(n) < a ≤ 1

27 lnh(n) ;
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R1 =
210

a

(
228 ln lnh(n)

lnh(n)

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(a

2
+ 1
)



220a2 ln

(√
lnh(n)

2a

)

lnh(n)




a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(a

2
+ 1
)

exp

(
−
√

lnh(n)

227

)
.

Îáîçíà÷èì ma(n) =
+∞∫
0

xa dFn(x) � a-ûé ìîìåíò ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ηn(ω).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 22. Ïóñòü 0 ≤ ω ≤ 1, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ux �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî ux+1

ux
≥ β >

1. Ïóñòü, äàëåå, S(ω;n) =
∑
x≤n

e2πiωux, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ
ïî íàòóðàëüíûì ÷èñëàì x. Òîãäà íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1 è ëþáîãî 0 < a ≤ lnn

27 ln c0
, ãäå

c0 = 2β
β−1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

ma(n) = Γ
(a

2
+ 1
)

+ θRn,

ãäå Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, |θ| ≤ 1 è

Rn =





R1 , 0 < a < 30 ;

R2 , 30 ≤ a ≤ 1
223 ln c0

√
lnn ;

R3 ,
1

223 ln c0

√
lnn < a ≤ lnn

27 ln c0
;
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R1 =
210

a

(
228(ln c0) ln lnn

lnn

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(a

2
+ 1
)

220(ln c0)a2 ln

(√
lnn
2a

)

lnn




a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(a

2
+ 1
)

exp

(
−
√

lnn

227 ln c0

)
.

Òåîðåìà 23. Ïóñòü äàíû ëàêóíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë Fj(x), 1 ≤ j ≤ k, ò.å. òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ≥ 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

Fj(x + 1)

Fj(x)
≥ βj > 1,

ãäå x, j, k�íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêóþ ñóììó

Sk(α) = Sk(α1, . . . , αk) =

P∑
x=1

e2πi(α1F1(x)+···+αkFk(x)).

Äëÿ ëþáîãî λ > 0 k�ìåðíûé êóá [0, 1]k ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà M1(λ) è M2(λ). Ìíîæåñòâî M1(λ)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî òåõ α ∈ [0, 1]k, äëÿ êîòîðûõ
|Sk(α)| ≤ λ

√
P, à M2(λ) = [0, 1]k −M1(λ). Òîãäà äëÿ ìåðû âòî-

ðîãî ìíîæåñòâà M2(λ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

mes M2(λ) < exp(1− κλ2),

ãäå κ = β−1
eβ , β = max

1≤j≤k
βj.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷-
íîìó êîíñóëüòàíòó ïðîôåññîðó Â.Í.×óáàðèêîâó, àêàäåìèêó ÐÀÍ
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